Komunikacja 1 Kryptografia Kwantowa

Seria 6

Odpowiedzi

Zadanie 1 (10 pkt) Niech macierz gestosci pap opisujaca stan dwoch qubitow, zapisana w bazie [0)®10),
0) ® 1), |1) @10}, [1) @ [1) wyglada nastepujaco:
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Znajdz zredukowane macierze gestosci pa, pg. Podczas obliczen zastanow sie nad ogdélnym praktycznym i
szybkim przepisem na liczenie zredukowanych macierzy gestosci.

(1) (4 F)

Zadanie 2 (15 pkt) Jedna z najpopularniejszych realizacji fizycznych qubitu jest polaryzacja fotonu.
Ogolny stan polaryzacyjny fotonu mozemy zapisa¢ jako:

Odpowiedzi
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[¥) = cos(6/2)|«) + sin(6/2)e™[]) (3)
gdzie katy 6, ¢ odpowiadaja wspotrzednym sferycznym na sferze Blocha.

a) Zaznacz na sferze Blocha stany o polaryzacji: poziomej, pionowej, pod katem 45° do poziomu, pod
katem 135° do poziomu, polaryzacji kolowej lewo oraz prawo skretnej (Uwaga! Zwrdoc¢ uwage, ze pion
i poziom polaryzacji nie odpowiadaja pionowi i poziomowi na sferze Blocha).

b) Jakiemu przeksztatceniu sfery Blocha odpowiada przepuszczenie fotonu przez poHalowke opdzniajaca
o faze 7 polaryzacje pionowa wzgledem poziome;j

¢) Jakiemu przeksztatceniu sfery Blocha odpowiada przepuszczeni fotonu przez potfalowke z poprzed-
niego zadania, ktora zostata obrocona zgodnie z wskazoéwkami zegara o 45°

Odpowiedzi
a)

b) Obrot wokot osi z o kat

¢) Obrot wokot osi x o kat 7



Zadanie 3 (25 pkt)

a) Zapisz za pomoca operatoréow Krausa odwzorowanie prowadzace do skurczenia sie kuli Blocha do
kuli o promieniu r < 1, bez zmiany potozenia Srodka

b) Podaj pelna operacje unitarng na przestrzeni rozszerzonej o stopnie swobody otoczenia, oraz stan
poczatkowy otoczenia ktore efektywnie prowadzi do transformacji qubitu z poprzedniego punktu

Odpowiedzi

a) Ko = VL, Ky = /5500 0], 1 = /5520011, K = \/5210)00] Ko = (/)

b) Poniewaz mamy 5 operatorow Krausa przestrzen qubit-+otoczenie bedzie 2 x 5 = 10 wymiarowa.
Przyjmijmy, ze otoczenie znajduje sie poczatkowo w stanie |0). Przykladowa unitarna macierz ma
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przy czym jedynie kolumny 1 i 6 sa wyznaczone jednoznacznie na podstawie operatorow Krausa,
pozostate kolumny sa dodane aby cato$¢ stanowita macierz unitarna.

Zadanie 4 (25 pkt)

a) Udowodnij, ze jesli zredukowana macierz gestosci pa stanu czystego [ap) jest stanem mieszanym,
to stan [14p) jest splatany.

b) Udowodnij, ze dla stanu czystego |t 4p), zredukowane macierze gestosci p4 i pp maja te same wartosci
wlasne

Odpowiedzi

a)
b) Wskazowka: [¢) =3, ;¢ ;

i) ® |j), skorzystaj z singular value decomposition macierzy c¢;



Zadanie 5 (25 pkt) Niech p € L(#H) bedzie zupelnie nieznanym stanem kwantowym (w ogolnosci
mieszanym), gdzie dim H = d.

a)
b)

Ile parametrow rzeczywistych jest koniecznych do opisu p.

Probujac stwierdzi¢ z jakim stanem mamy do czynienia mozna wykona¢ pomiar. Zaldézmy, ze wykonu-
jemy pewien pomiar von Neumanna, powtarzajac go wielokrotnie (mozna przyja¢, ze nieskornczenie
wiele razy) w celu zebrania wystarczajacej statystyki. Czy wyniki takiego pomiaru wyznaczaja jed-
noznacznie p? Jesli nie (czyli nie :-) ) ile réznych pomiaréw von Neumanna trzeba by co najmniej
wykonac, zeby moc jednoznacznie wyznaczy¢ p

Podaj przyktad takich pomiaréw von Neumanna ktére w sumie wystarczytyby to jednoznacznego
wyznaczenia p

Podaj przyktad jednego pomiaru uogélnionego, ktéry wystarczaltby to jednoznacznego wyznaczenia p
(oczywiscie przy zatozeniu, ze powtarzamy go nieskonczenie wiele razy w celu zebrania odpowiedniej
statystyki)

Odpowiedzi

a)
b)

d>—1

Kazdy pomiar daje d—1 parametrow, czyli potrzebujemy d+1 réznych pomiaréow. Przez ,rézne” rozu-
miemy pomiary dla ktérych prawdopodobienistwa zdarzen bede liniowo niezaleznymi kombinacjami
parametrOw macierzy gestosci.

Niech |i), i =0...d—1, bedzie baza w przestrzeni H. Przykladowy zestaw roznych baz pomiarowych
ktore pozwalaja na wyznaczenie p jest nastepujacy (to tylko jedna z propozycji). Wykonujemy
pomiar w bazie |i). To nam zapewnia wyznaczenie diagonalnych elementéw macierzy. Teraz chcemy
wyznaczy¢ wyrazy pozadiagonalne. Zauwaz, ze wyraz pozadiagonalny p; ; mozemy wyznaczy¢ jesli w
bazie pomiarowej znajduja sie dwa wektory (|i)+|5))/v/2. W takim razie zapisujemy sobie wszystkie
wektory postaci (|i)%|5))/v2 dlai < j, jest ich d(d—1)/2-2 = d(d—1) (mamy d(d—1)/2 par indeksow
i,7 1 dla kazdej pary dwa wektory £). Wybieramy sobie podzbiory ztozone z (d — 1) ortogonalnych
wektorow (bedzie w takim razie d podzbiorow). Kazdy podzbior uzupeliamy dodatkowym wektorem
tak aby calo$¢ stanowila baze (ten dodatkowy wektor nie wnosi juz zadnej informacji bo wiemy, ze
suma prawdopodobienistw dla kazdej z baz zawsze sumuje sie do tego samego — dla macierzy gestosci
do 1). Mamy wiec d + 1 baz czyli tyle o ile chodzilo (mam nadzieje, ze ta konstrukcja ma sens i da
sie zrobié. .. .)

Bierzemy bazy z poprzedniego punktu i zapisujemy jeden zestaw operatoréw pomiarowych M;; =
d+r1|j7 k)(j, k|, gdzie ketj, k jest k-tym wektorem z bazy j-tej (k =1...d, j =1...d+ 1). Latwo
sprawdzi¢, ze Zj,k: M, = 1.



