
Komunikacja i Kryptogra�a Kwantowa

Seria 6

Odpowiedzi

Zadanie 1 (10 pkt) Niech macierz g¦sto±ci ρAB opisuj¡ca stan dwóch qubitów, zapisana w bazie |0⟩⊗|0⟩,
|0⟩ ⊗ |1⟩, |1⟩ ⊗ |0⟩, |1⟩ ⊗ |1⟩ wygl¡da nast¦puj¡co:

ρAB =


5
12

− 1
12

1
12

1
4

− 1
12

1
12

− 1
12

1
12

1
12

− 1
12

1
12

− 1
12

1
4

1
12

− 1
12

5
12

 (1)

Znajd¹ zredukowane macierze g¦sto±ci ρA, ρB. Podczas oblicze« zastanów si¦ nad ogólnym praktycznym i
szybkim przepisem na liczenie zredukowanych macierzy g¦sto±ci.

Odpowiedzi
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Zadanie 2 (15 pkt) Jedn¡ z najpopularniejszych realizacji �zycznych qubitu jest polaryzacja fotonu.
Ogólny stan polaryzacyjny fotonu mo»emy zapisa¢ jako:

|ψ⟩ = cos(θ/2)|↔⟩+ sin(θ/2)eiφ|↕⟩ (3)

gdzie k¡ty θ, ϕ odpowiadaj¡ wspóªrz¦dnym sferycznym na sferze Blocha.

a) Zaznacz na sferze Blocha stany o polaryzacji: poziomej, pionowej, pod k¡tem 45◦ do poziomu, pod
k¡tem 135◦ do poziomu, polaryzacji koªowej lewo oraz prawo skr¦tnej (Uwaga! Zwró¢ uwag¦, »e pion
i poziom polaryzacji nie odpowiadaj¡ pionowi i poziomowi na sferze Blocha).

b) Jakiemu przeksztaªceniu sfery Blocha odpowiada przepuszczenie fotonu przez póªfalówk¦ opó¹niaj¡c¡
o faz¦ π polaryzacj¦ pionow¡ wzgl¦dem poziomej

c) Jakiemu przeksztaªceniu sfery Blocha odpowiada przepuszczeni fotonu przez póªfalówk¦ z poprzed-
niego zadania, która zostaªa obrócona zgodnie z wskazówkami zegara o 45◦

Odpowiedzi

a)

b) Obrót wokóª osi z o k¡t π

c) Obrót wokóª osi x o k¡t π



Zadanie 3 (25 pkt)

a) Zapisz za pomoc¡ operatorów Krausa odwzorowanie prowadz¡ce do skurczenia si¦ kuli Blocha do
kuli o promieniu r < 1, bez zmiany poªo»enia ±rodka

b) Podaj peªn¡ operacj¦ unitarn¡ na przestrzeni rozszerzonej o stopnie swobody otoczenia, oraz stan
pocz¡tkowy otoczenia które efektywnie prowadzi do transformacji qubitu z poprzedniego punktu

Odpowiedzi
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b) Poniewa» mamy 5 operatorów Krausa przestrze« qubit+otoczenie b¦dzie 2 × 5 = 10 wymiarowa.
Przyjmijmy, »e otoczenie znajduje si¦ pocz¡tkowo w stanie |0⟩. Przykªadowa unitarna macierz ma
posta¢: 
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(4)

przy czym jedynie kolumny 1 i 6 s¡ wyznaczone jednoznacznie na podstawie operatorów Krausa,
pozostaªe kolumny s¡ dodane aby caªo±¢ stanowiªa macierz unitarn¡.

Zadanie 4 (25 pkt)

a) Udowodnij, »e je±li zredukowana macierz g¦sto±ci ρA stanu czystego |ψAB⟩ jest stanem mieszanym,
to stan |ψAB⟩ jest spl¡tany.

b) Udowodnij, »e dla stanu czystego |ψAB⟩, zredukowane macierze g¦sto±ci ρA i ρB maj¡ te same warto±ci
wªasne

Odpowiedzi

a)

b) Wskazówka: |ψ⟩ =
∑

i,j ci,j|i⟩ ⊗ |j⟩, skorzystaj z singular value decomposition macierzy ci,j



Zadanie 5 (25 pkt) Niech ρ ∈ L(H) b¦dzie zupeªnie nieznanym stanem kwantowym (w ogólno±ci
mieszanym), gdzie dimH = d.

a) Ile parametrów rzeczywistych jest koniecznych do opisu ρ.

b) Próbuj¡c stwierdzi¢ z jakim stanem mamy do czynienia mo»na wykona¢ pomiar. Zaªó»my, »e wykonu-
jemy pewien pomiar von Neumanna, powtarzaj¡c go wielokrotnie (mo»na przyj¡¢, »e niesko«czenie
wiele razy) w celu zebrania wystarczaj¡cej statystyki. Czy wyniki takiego pomiaru wyznaczaj¡ jed-
noznacznie ρ? Je±li nie (czyli nie :-) ) ile ró»nych pomiarów von Neumanna trzeba by co najmniej
wykona¢, »eby móc jednoznacznie wyznaczy¢ ρ

c) Podaj przykªad takich pomiarów von Neumanna które w sumie wystarczyªyby to jednoznacznego
wyznaczenia ρ

d) Podaj przykªad jednego pomiaru uogólnionego, który wystarczaªby to jednoznacznego wyznaczenia ρ
(oczywi±cie przy zaªo»eniu, »e powtarzamy go niesko«czenie wiele razy w celu zebrania odpowiedniej
statystyki)

Odpowiedzi

a) d2 − 1

b) Ka»dy pomiar daje d−1 parametrów, czyli potrzebujemy d+1 ró»nych pomiarów. Przez �ró»ne� rozu-
miemy pomiary dla których prawdopodobie«stwa zdarze« b¦d¦ liniowo niezale»nymi kombinacjami
parametrów macierzy g¦sto±ci.

c) Niech |i⟩, i = 0 . . . d−1, b¦dzie baz¡ w przestrzeni H. Przykªadowy zestaw ró»nych baz pomiarowych
które pozwalaj¡ na wyznaczenie ρ jest nast¦puj¡cy (to tylko jedna z propozycji). Wykonujemy
pomiar w bazie |i⟩. To nam zapewnia wyznaczenie diagonalnych elementów macierzy. Teraz chcemy
wyznaczy¢ wyrazy pozadiagonalne. Zauwa», »e wyraz pozadiagonalny ρi,j mo»emy wyznaczy¢ je±li w
bazie pomiarowej znajduj¡ si¦ dwa wektory (|i⟩±|j⟩)/

√
2. W takim razie zapisujemy sobie wszystkie

wektory postaci (|i⟩±|j⟩)/
√
2 dla i < j, jest ich d(d−1)/2·2 = d(d−1) (mamy d(d−1)/2 par indeksów

i, j i dla ka»dej pary dwa wektory ±). Wybieramy sobie podzbiory zªo»one z (d− 1) ortogonalnych
wektorów (b¦dzie w takim razie d podzbiorów). Ka»dy podzbiór uzupeªniamy dodatkowym wektorem
tak aby caªo±¢ stanowiªa baz¦ (ten dodatkowy wektor nie wnosi ju» »adnej informacji bo wiemy, »e
suma prawdopodobie«stw dla ka»dej z baz zawsze sumuje si¦ do tego samego � dla macierzy g¦sto±ci
do 1). Mamy wi¦c d + 1 baz czyli tyle o ile chodziªo (mam nadziej¦, »e ta konstrukcja ma sens i da
si¦ zrobi¢. . . .)

d) Bierzemy bazy z poprzedniego punktu i zapisujemy jeden zestaw operatorów pomiarowych Mj,k =
1

d+1
|j, k⟩⟨j, k|, gdzie ketj, k jest k-tym wektorem z bazy j-tej (k = 1 . . . d, j = 1 . . . d + 1). �atwo

sprawdzi¢, »e
∑

j,kMj,k = 11.


