Komunikacja 1 Kryptografia Kwantowa
Seria 7

Odpowiedzi

Zadanie 1 (25 pkt) Na wykladzie wyprowadziliémy minimalny $rednie poziom bledu jaki sie popelnia
probujac rozroznié dwa stany nieortogonalne |t1), |1;). Przez proste uogolnienie wyprowadzilismy réwniez
minimalny $redni poziom btedu przy rozréznianiu gdy otrzymujemy n kopii jednego z tych dwoch stanow:
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Rozwaz teraz ,lokalng” strategie rozrozniania polegajaca na wykonywaniu na kazdej z kopii pomiaru ktory
bytby optymalny w sytuacji gdyby$my otrzymywali tylko po jednym egzemplarzu stanu. Zastanow sie jakies
by$ zastosowal(a) wnioskowanie, aby na podstawie uzyskanych wynikow stwierdzi¢ czy otrzymalismy stan
|11)®™ czy |12)®". Podaj wyrazenie na poziom bledow i poréwnaj go z (1). Dla obu strategii (optymalne;j
i lokalnej”), narysuj wykres poziomu bledu od n dla przypadku |[¢,) = |0), |2) = (|0) + |1))/V/2.

Odpowiedz Przyjmujemy strategie, ze zgadujemy stan ktory nam czesciej wypadl. Jeslie = 1/2(1—
1 — |[{¢1]1p2)|?) jest prawdopodobieristwem bledu w pojedynczym pomiarze to dla n nieparzystego, praw-

dopodobienstwo btedu:
[n/2]
en = E (Z) (1 —e)ren

k=0
. Dla parzystego trzeba dodatkowo zgadywac¢ gdy wyjdzie po réwno wynikow.

Zadanie 2 (25 pkt) Z prawdopodobienstwem 1/2 otrzymujesz jeden z dwoch stanéw nieortogonalnych
|11), |19). ZajdZz optymalna strategie rozrozniania tych stanow, ktora polega na tym, ze albo wskazujesz
stan bezblednie albo powstrzymujesz sie od zgadywania w ogole. Optymalnosé oznacza w tym przypadku
minimalizacje prawdopodobienistwa, ze powstrzymujesz sie od zgadywania. Ile wynosi to minimalne praw-
dopodobienistwo? Gdyby zamiast powstrzymywaé sie od zgadywania, zagadywalby$ w sposob zupelnie
przypadkowy jeden ze stanéw, jaki bylby Sredni poziom bledu dla tej strategii. Poroéwnaj go ze $rednim
poziomem btedu dla optymalnej strategii rozr6zniania wyprowadzonej na wyktadzie.

Odpowiedz Potrzebujemy trzech operatorow pomiarowych M; (zgadujemy |v¢1)), My (zgadujemy
[41)), M> (powstrzymujemy sie od zgadywania). M; = |y ) (|, My = a|i) (| My = 1 — My — My,
Optymalne a = 1/(1 + |(¢1]1)2)]).

Zadanie 3 (25 pkt) Rozwaz dowolny stan czysty qubitu |¢)) = cos0/2|0) + sin6/2¢#|1). Czy istnieje
operacja kwantowa &, ktora przeksztatcataby dowolny stan ¢ na stan do niego ortogonalny tzn:

E() (W] = [y (v, (2)

gdzie |1) = sin6/2|0) — cos 0/2e|1). Jesli uwazasz, ze istnieje podaj ja; jedli nie udowodnij, ze rzeczy-
wiscie nie istnieje. Taka operacje nazywa sie w zargonie kwantowej informacji universal NOT.



Odpowiedz Zalozmy, ze takie odwzorowanie istnieje. Niech K; beda operatorami Krausa. Wtedy
> KZ|@Z)>(@D|K;r = |91 (*|. Oblézmy obie strony przez (| i |[¢). Otrzymamy: ZZ|<¢|K2|¢>|2 = 0.
Poniewaz [1)) moze byé¢ dowolny, a suma sklada sie z wyrazow nieujemnych, oznacza to, ze K; = 0,
sprzeczno$é. Odwzorowanie universal NOT nie istnieje.

Zadanie 4 (25 pkt) Rozwaz operacje kwantowa, ktora mozna traktowaé jako przyblizone klonowanie
qubitu. Operacja dziala z przestrzeni trzech qubitow w przestrzen trzech qubitéw, przy czym stan
klonowany zapisany jest w qubicie 1, qubit 2 na poczatku jest w stanie |0) (pusta kartka) a po klonowaniu
chcielibyémy aby znajdowata sie w nim kopia klonowanego stanu, qubit 3 jest qubitem pomocniczym, ktory
mozna traktowaé jako maszyne klonujaca na poczatku przygotowana w stanie |0). Poniewaz interesuje nas
jedynie sytuacja, gdy qubity 2 i 3 sa na poczatku w stanie |0), dlatego dla pelnego opisu wystarczy poda¢
dzialanie tej operacji na stany |0) ® |0) ® |0) oraz |1) ® |0) ® |0):

a)

b)

d)

U10) ® [0) @ [0) = /210) @ [0) @ [0) + /§(10) 1) + [1) ©[0)) @ [1)
(3)
UL ®10)® [0) = \/2[1) @ 1) @ [1) + /5(10) @ [1) + 1) @ |0)) ®10),

Zapisz wynik dzialania operacji jesli na wejsciu qubit 1 jest dowolnym stanem czystym |¢)) =
cos 0/2]0) + sin 0/2 exp'® |1).

Oblicz zredukowana macierz gestosci p; wyjéciowego qubitu 1, oraz zredukowang macierz gestosci po
wyjsciowego qubitu 2. Jak wygladaja wektory Blocha odpowiadajace tym stanom, w poréwnaniu z
wektorem Blocha stanu wejsciowego [¢).

Oblicz wierno$¢ klonowania, tzn. wielkosé¢ Fy = (|p1|v), oraz Fy = (¥|p2|th), ktora mowi jak bliskie
stanowi wejéciowemu s uzyskane w wyniku dziatania operacji klony p; oraz p,. F' = 1 oznacza
idealne klonowanie. Czy wiernosé¢ zalezy od stanu wejsciowego [1))?

Oblicz taczny stan p1o dwoch klonow po zadziataniu operacji. Czy pomiedzy klonami wystepujac
korelacje czy tez mozna klony traktowadé jako niezalezne od siebie.

Odpowiedz

2)

b)

d)

Ul)®|00) = cosb/2 (\/21000) + \/g(|01> +110)) ® |1)> +-sin 6 /2e" (\/?111) + \/g(\(n} +110)) ® |0)>

p1=p2 =gl + 2[¢) (V|

P12 £ p1 @ po, czyli sa korelacje



