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Odpowiedzi

Zadanie 1 (25 pkt) Na wykªadzie wyprowadzili±my minimalny ±rednie poziom bª¦du jaki si¦ popeªnia
próbuj¡c rozró»ni¢ dwa stany nieortogonalne |ψ1⟩, |ψ2⟩. Przez proste uogólnienie wyprowadzili±my równie»
minimalny ±redni poziom bª¦du przy rozró»nianiu gdy otrzymujemy n kopii jednego z tych dwóch stanów:

⟨E⟩ = 1

2

(
1−

√
1− |⟨ψ1|ψ2⟩|2n

)
. (1)

Rozwa» teraz �lokaln¡� strategi¦ rozró»niania polegaj¡c¡ na wykonywaniu na ka»dej z kopii pomiaru który
byªby optymalny w sytuacji gdyby±my otrzymywali tylko po jednym egzemplarzu stanu. Zastanów si¦ jakie±
by± zastosowaª(a) wnioskowanie, aby na podstawie uzyskanych wyników stwierdzi¢ czy otrzymali±my stan
|ψ1⟩⊗n czy |ψ2⟩⊗n. Podaj wyra»enie na poziom bª¦dów i porównaj go z (1). Dla obu strategii (optymalnej
i �lokalnej�), narysuj wykres poziomu bª¦du od n dla przypadku |ψ1⟩ = |0⟩, |ψ2⟩ = (|0⟩+ |1⟩)/

√
2.

Odpowied¹ Przyjmujemy strategi¦, »e zgadujemy stan który nam cz¦±ciej wypadª. Je±li e = 1/2(1−√
1− |⟨ψ1|ψ2⟩|2) jest prawdopodobie«stwem bª¦du w pojedynczym pomiarze to dla n nieparzystego, praw-

dopodobie«stwo bª¦du:
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. Dla parzystego trzeba dodatkowo zgadywa¢ gdy wyjdzie po równo wyników.

Zadanie 2 (25 pkt) Z prawdopodobie«stwem 1/2 otrzymujesz jeden z dwóch stanów nieortogonalnych
|ψ1⟩, |ψ2⟩. Zajd¹ optymaln¡ strategi¦ rozró»niania tych stanów, która polega na tym, »e albo wskazujesz
stan bezbª¦dnie albo powstrzymujesz si¦ od zgadywania w ogóle. Optymalno±¢ oznacza w tym przypadku
minimalizacj¦ prawdopodobie«stwa, »e powstrzymujesz si¦ od zgadywania. Ile wynosi to minimalne praw-
dopodobie«stwo? Gdyby zamiast powstrzymywa¢ si¦ od zgadywania, zagadywaªby± w sposób zupeªnie
przypadkowy jeden ze stanów, jaki byªby ±redni poziom bª¦du dla tej strategii. Porównaj go ze ±rednim
poziomem bª¦du dla optymalnej strategii rozró»niania wyprowadzonej na wykªadzie.

Odpowied¹ Potrzebujemy trzech operatorów pomiarowych M1 (zgadujemy |ψ1⟩), M2 (zgadujemy
|ψ1⟩), M? (powstrzymujemy si¦ od zgadywania). M1 = α|ψ⊥

2 ⟩⟨ψ⊥
2 |, M2 = α|ψ⊥

1 ⟩⟨ψ⊥
2 | M? = 11−M1 −M2.

Optymalne α = 1/(1 + |⟨ψ1|ψ2⟩|).

Zadanie 3 (25 pkt) Rozwa» dowolny stan czysty qubitu |ψ⟩ = cos θ/2|0⟩ + sin θ/2eiφ|1⟩. Czy istnieje
operacja kwantowa E , która przeksztaªcaªaby dowolny stan ψ na stan do niego ortogonalny tzn:

E(|ψ⟩⟨ψ|) = |ψ⊥⟩⟨ψ⊥|, (2)

gdzie |ψ⊥⟩ = sin θ/2|0⟩ − cos θ/2eiφ|1⟩. Je±li uwa»asz, »e istnieje podaj j¡; je±li nie udowodnij, »e rzeczy-
wi±cie nie istnieje. Taka operacj¦ nazywa si¦ w »argonie kwantowej informacji universal NOT.



Odpowied¹ Zaªó»my, »e takie odwzorowanie istnieje. Niech Ki b¦d¡ operatorami Krausa. Wtedy∑
iKi|ψ⟩⟨ψ|K†

i = |ψ⊥⟩⟨ψ⊥|. Obªó»my obie strony przez ⟨ψ| i |ψ⟩. Otrzymamy:
∑

i |⟨ψ|Ki|ψ⟩|2 = 0.
Poniewa» |ψ⟩ mo»e by¢ dowolny, a suma skªada si¦ z wyrazów nieujemnych, oznacza to, »e Ki = 0,
sprzeczno±¢. Odwzorowanie universal NOT nie istnieje.

Zadanie 4 (25 pkt) Rozwa» operacj¦ kwantow¡, któr¡ mo»na traktowa¢ jako przybli»one klonowanie
qubitu. Operacja dziaªa z przestrzeni trzech qubitów w przestrze« trzech qubitów, przy czym stan
klonowany zapisany jest w qubicie 1, qubit 2 na pocz¡tku jest w stanie |0⟩ (pusta kartka) a po klonowaniu
chcieliby±my aby znajdowaªa si¦ w nim kopia klonowanego stanu, qubit 3 jest qubitem pomocniczym, który
mo»na traktowa¢ jako maszyn¦ klonuj¡c¡ na pocz¡tku przygotowan¡ w stanie |0⟩. Poniewa» interesuje nas
jedynie sytuacja, gdy qubity 2 i 3 s¡ na pocz¡tku w stanie |0⟩, dlatego dla peªnego opisu wystarczy poda¢
dziaªanie tej operacji na stany |0⟩ ⊗ |0⟩ ⊗ |0⟩ oraz |1⟩ ⊗ |0⟩ ⊗ |0⟩:
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√

2
3
|0⟩ ⊗ |0⟩ ⊗ |0⟩+
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(3)

a) Zapisz wynik dziaªania operacji je±li na wej±ciu qubit 1 jest dowolnym stanem czystym |ψ⟩ =
cos θ/2|0⟩+ sin θ/2 expiφ |1⟩.

b) Oblicz zredukowan¡ macierz g¦sto±ci ρ1 wyj±ciowego qubitu 1, oraz zredukowan¡ macierz g¦sto±ci ρ2
wyj±ciowego qubitu 2. Jak wygl¡daj¡ wektory Blocha odpowiadaj¡ce tym stanom, w porównaniu z
wektorem Blocha stanu wej±ciowego |ψ⟩.

c) Oblicz wierno±¢ klonowania, tzn. wielko±¢ F1 = ⟨ψ|ρ1|ψ⟩, oraz F2 = ⟨ψ|ρ2|ψ⟩, która mówi jak bliskie
stanowi wej±ciowemu s¡ uzyskane w wyniku dziaªania operacji klony ρ1 oraz ρ2. F = 1 oznacza
idealne klonowanie. Czy wierno±¢ zale»y od stanu wej±ciowego |ψ⟩?

d) Oblicz ª¡czny stan ρ12 dwóch klonów po zadziaªaniu operacji. Czy pomi¦dzy klonami wyst¦puj¡c
korelacje czy te» mo»na klony traktowa¢ jako niezale»ne od siebie.

Odpowied¹
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d) ρ12 ̸= ρ1 ⊗ ρ2, czyli s¡ korelacje


