
Informacja Kwantowa 1/2
Seria przygotowawcza do egzaminu

Zadanie 1 Wyobra¹my sobie »e wiadomo±¢ któr¡ chc¡ przesªa¢ jest zbudowana z czterech rodzajów
znaków ♣, ♢, ♡, ♠. przy czym znak ♣ wyst¦puje ±rednio z cz¦sto±ci¡ 1/2, znak ♢ z cz¦sto±ci¡ 1/4,
znak ♡ z cz¦sto±ci¡ 1/8 i znak ♠ z cz¦sto±ci¡ 1/8. Je±li spróbuj¡ sprytnie skompresowa¢ swoj¡ wiadomo±¢
przed szyfrowaniem to jak dªug¡ w przybli»eniu wiadomo±c mog¡ wysªa¢ stosuj¡c szyfrowanie one-time

pad przy u»yciu N bitowego klucza (zakªadamy, »e N jest du»e). Przez dªugo±¢ wiadomo±ci rozumiemy
liczb¦ znaków ♣, ♢, ♡, ♠ w wiadomo±ci.

Zadanie 2 Poni»ej podanych jest kilka par stanów. Uszereguj pary od pary zawieraj¡cej stany najªatwiej
rozró»nialne do pary zawieraj¡cej stany najtrudniej rozró»nialne (jesli rozró»nialno±¢ jest taka sama dla
jaki± par zaznacz to). Stan |α⟩ oznacza stan fotonu o polaryzacji liniowej pod k¡tem α do poziomu.

a) |30◦⟩, |60◦⟩

b) |30◦⟩, |120◦⟩

c) |30◦⟩⊗2, |120◦⟩⊗2

d) |30◦⟩⊗2, |60◦⟩⊗2

Zadanie 3 Alicja wysyªa Bobowi qubit przygotowany z w jednym z czterech stanów:
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Bob mierzy qubit przy u»yciu miary opisanej czterema operatorami M̂i =
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|υi⟩⟨υi|, i = 1, 2, 3, 4, gdzie
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a) Znale¹¢ prawdopodobie«stwa warunkowe p(i|j) = ⟨τj|M̂i|τj⟩ otrzymania wyniku i je±li Alicja wysªaªa
stan |τj⟩.

b) Obliczy¢ informacj¦ wzajemn¡ I(A : B) gdy stany |τj⟩ s¡ wysyªane przez Alicj¦ z jednakowymi
prawdopodobie«stwami wynosz¡cymi 1

4
.

c) Oblicz wielko±¢ Holevo odpowiadaj¡c¡ tej komunikacji, skomentuj wynik.

Zadanie 4 W jednej z serii domowych rozwa»yli±my operacj¦ klonowania stanów z równika sfery Blocha.
Transformacja miaªa posta¢:

U |0⟩A ⊗ |0⟩E ⊗ |0⟩E′ =
1√
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|0⟩A ⊗ |0⟩E ⊗ |0⟩E′ +
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|Ψ+⟩AE ⊗ |1⟩E′ (1)

U |1⟩A ⊗ |0⟩E ⊗ |0⟩E′ =
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|1⟩A ⊗ |1⟩E ⊗ |1⟩E′ +
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|Ψ+⟩AE ⊗ |0⟩E′ (2)



gdzie |Ψ+⟩ = (|0⟩⊗|1⟩+ |1⟩⊗|0⟩)/
√
2, a podukªady pisane s¡ w kolejno±ci: stan A (klon 1), E (klon 2), E ′

(maszyna klonuj¡ca). Transformacj¦ mo»na byªo wykorzystac jako atak na protokóª BB84 i w ten sposób
uzyka¢ ograniczenie na maksymaln¡ warto±¢ QBER przy którym mo»liwa jest destylacja klucza. Rozwa»
nieco inn¡ transformacj¦ klonuj¡c¡ U sparametryzowan¡ przez γ ∈ [0, 1]:

U |0⟩A ⊗ |0⟩E ⊗ |0⟩E′ =
√
γ|0⟩A ⊗ |0⟩E ⊗ |0⟩E′ +
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1− γ|Ψ+⟩AE ⊗ |1⟩E′ (3)

U |1⟩A ⊗ |0⟩E ⊗ |0⟩E′ =
√
γ|1⟩A ⊗ |1⟩E ⊗ |1⟩E′ +

√
1− γ|Ψ+⟩AE ⊗ |0⟩E′ (4)

a) Je±li wzi¡¢ parametr tak jak na ¢wiczeniach, czyli γ = 1/2 wtedy transformacja nie wyró»niaªa »ad-
nego ze stanów le»¡cych na równiku sfery Blocha. A czy taka transformacja dziaªaªa by w analogiczny
sposób na stany z biegunów sfery Blocha? Ma to znaczenie je±li chcieliby±my zastosowa¢ nasz atak
do protokoªu 6-±cio stanowego a nie tylko do BB84. Postaraj si¦ znale¹¢ tak¡ warto±¢ parametru
γ dla którego powy»sza operacja nie wyró»niaªaby »adnej z trzech baz u»ywanej w protokole 6-±cio
stanowym � co oznacza »e prawdopodobie«stwo bª¦du w wyniku pomiaru klonu 1 oraz klonu 2
byªoby takie samo niezale»nie od tego który stan zostaª wysªany przez A.

b) Zastosuj t¦ optymaln¡ operacj¦ klonuj¡c¡ aby przeanalizowa¢ bezpiecze«stwo 6-±cio stanowego pro-
tokoªu kryptogra�i kwantowej. Powy»ej jakiego QBER, A i B nie mog¡ si¦ czu¢ bezpieczni? Na ile
ten wynik jest silniejszy od wyników jakie uzyskiwali±my u»ywaj¡c bardziej prymitywnych ataków
typu zmierz-ode±lij?

c) Wiemy, »e stan mieszany qubitu mo»emy przestawi¢ za pomoc¡ wektora s⃗ w kuli Blocha

ρ =
1

2
(11+ s⃗ · σ⃗)

(je±li |s⃗| = 1, czyli jeste±my na sferze Blocha to mamy stany czyste, a im bardziej do ±rodka tym
bardziej mamy stany mieszane). Je±li by patrze¢ na dowolny czysty stan wej±ciowy |ψ⟩A a nast¦pnie
na który± z klonów tego stanu, który oczywi±cie b¦dzie stanem mieszanym, to jak to by wygl¡daªo
w j¦zyku wektora Blocha. � podaj geometryczny opis co si¦ dzieje z wektorem Blocha w wyniku
klonowania qubitu, które znalazªe(a)± w podpunkcie a).

Zadanie 5 Rozwa» transformacj¦ unitarn¡ dziaªaj¡ca na dwóch qubitach, zde�niowan¡ w nast¦puj¡cy
sposób:

U |0⟩1 ⊗ |0⟩2 = |0⟩1 ⊗ |0⟩2 (5)

U |1⟩1 ⊗ |0⟩2 =
1√
2
(|0⟩1 ⊗ |1⟩2 + |1⟩1 ⊗ |0⟩2) (6)

a) Zadziaªaj macierz¡ U na stan wej±ciowy postaci |ψ⟩1 ⊗ |0⟩2, gdzie |ψ⟩ jest dowolnym stanem qubitu
i napisz wyj±ciow¡ zredukowan¡ macierz g¦sto±ci qubitu 1.

b) Podaj interpretacj¦ gra�czn¡ tego co si¦ dzieje ze stanami qubitu 1, korzystaj¡c z obrazu kuli Blocha

c) Zapisz za pomoc¡ operatorów Krausa efektywne odwzorowanie któremu poddawany jest qubit 1 w
tej sytuacji.



d) Jak mo»e zauwa»yªe± powy»sza de�nicja operacji U nie jest kompletna (cho¢ wystarczaj¡ca do roz-
wi¡zania wcze±niejszych punktów). Do peªnej de�nicji U nale»aªoby dodatkowo poda¢ jak U dziaªa
na stany |0⟩⊗|1⟩ oraz |1⟩⊗|1⟩. Zaproponuj jakiekolwiek uzupeªnienie de�nicji tak by U rzeczywi±cie
byªa operacj¡ unitarn¡.

Zadanie 6 Maj¡c stan dwóch podukªadów ρAB, kryterium spl¡tania PPT mówi, »e je±li macierz ρTB
AB

(cz¦±ciowa transpozycja wzgl¦dem ukªadu B), nie jest dodatnio okre±lona to stan jest spl¡tany. Na ¢wi-
czeniach rozwa»ali±my stan dwóch qubitów:

ρ = p|Ψ−⟩⟨Ψ−|+ (1− p)

4
11 (7)

gdzie |Ψ−⟩ = (|01⟩ − |10⟩)/
√
2 i pokazali±my, »e dla p > 1/3 kryterium PPT mówi, »e stan jest spl¡tany.

Na podstawie kryterium PPT nie ma natomiast pewno±ci, »e dla p ≤ 1/3 stan jest separowalny. 1

�eby to pokaza¢ mo»na po prostu dla p ≤ 1/3 spróbowa¢ jawnie napisa¢ rozkªad stanu ρAB na stany
produktowe i wtedy mamy ju» kompletne rozwi¡zanie. Postaraj si¦ znale¹¢ taki rozkªad.

Wskazówka. Najpierw udowodnij, »e trzy stany postaci

ρi =
1

4
(11⊗ 11− σi ⊗ σi) , (8)

gdzie σi s¡ trzema macierzami Pauliego, s¡ separowalne pisz¡c ich jawny rozkªad na mieszank¦ stanów
produktowych. Potem zmierz si¦ z przypadkiem p = 1/3 a nast¦pnie z p < 1/3.

Zadanie 7 Przypu±¢my, »e Alicja i Bob otrzymuj¡ pary fotonów przygotowane w stanie

|Φ+⟩AB =
1√
2

(
|↔⟩A ⊗ |↔⟩B + |↕⟩A ⊗ |↕⟩B

)
.

a) Pokaza¢, »e stan |Φ+⟩AB mo»e zosta¢ przeksztaªcony w stan singletowy |Ψ−⟩AB =
(
|↔⟩A ⊗ |↕⟩B −

|↕⟩A ⊗ |↔⟩B
)
/
√
2 poprzez pewn¡ transformacj¦ unitarn¡ Û dokonan¡ na qubicie B, tj. |Ψ−⟩AB =(

1̂1⊗ Û
)
|Φ+⟩AB.

b) Poda¢ wektory Blocha b oraz b′ de�niuj¡ce pomiary qubitu Boba, dla których Alicja i Bob mierz¡c
fotony przygotowane w stanie |Φ+⟩AB zaobserwuj¡ maksymaln¡ warto±¢ kombinacji funkcji korelacji

B = C+(a,b) + C+(a,b
′) + C+(a

′,b)− C+(a
′,b′)

gdzie C+(a,b) = ⟨Φ+|σ̂a ⊗ σ̂b|Φ+⟩. Alicja do pomiarów swojego qubitu u»ywa a =

0
0
1

 oraz

a′ =

1
0
0

.

1Dla dwóch qubitów okazuje si¦, »e kryterium PPT daje tak¡ pewno±¢, ale my tego nie udowodnili±my, wi¦c udajemy, »e

o tym nie wiemy.



c) Jaka byªaby warto±¢ B, gdyby powy»ej znalezione optymalne pomiary zastosowa¢ to zaszumionego
stanu postaci:

ρ = η|Φ+⟩⟨Φ+|+ (1− η)
1

4
1̂1⊗ 1̂1

Dla jakich warto±ci η zachodziªoby ªamanie nierówno±ci Bella? Jakie na tej podstawie mo»na wyci¡-
gn¡¢ wnioski co do spl¡tania stanu ρ?

d) Dla jakich warto±ci parametru η stan ρ jest spl¡tany zgodnie z kryterium PPT? Co mo»esz w zwi¡zku
z tym powiedzie¢ na temat siªy wykrywania spl¡tania za pomoc¡ nierówno±ci Bella w porównaniu z
kryterium PPT?

Zadanie 8 Rozwa» algorytm Grovera w przypadku przesukiwania bazy danych zªo»onej 4 elementów
(N=4). Znajd¹ optymlan¡ liczb¦ iteracji, która da najwi¦ksze prawdopodobie«stwo znalezienia poszuki-
wanego elementu�ile wynosi to prawdopodobie«stwo.

Zadanie 9 Rozwa» obwód kwantowy postaci:

H •
X��������

gdzie X jest bramk¡ dwuqubitow¡ dokonuj¡c¡ operacji:

|0⟩ ⊗ |0⟩ → 1√
2
(|0⟩ ⊗ |0⟩ + |1⟩ ⊗ |1⟩)

|1⟩ ⊗ |1⟩ → 1√
2
(|0⟩ ⊗ |0⟩ − |1⟩ ⊗ |1⟩)

a pozostaªe wektory bazowe pozostawia bez zmian.

a) Napisz macierz odpowiadaj¡c¡ powy»szemu obwodowi kwantowemu

b) Jaki stan uzyskamy na wyj±ciu obwodu je±li wpu±cimy do niego stan |0⟩ ⊗ |0⟩

c) Napisz macierz odpowiadaj¡c¡ operacji odwrotnej

d) Narysuj obwód kwantowy operacji odwrotnej

Zadanie 10 Rozwa» nast¦puj¡cy ukªad bramek kwantowych:

• • φ/2

−φ/2 �������� −φ/2 �������� φ

(9)

gdzie φ =

[
1 0
0 exp (iφ)

]
jest jednoqubitow¡ bramk¡ fazow¡.

a) Zapisz macierz tej transformacji (nazwijmy j¡ G) i zinterpretuj j¡ w jak najprostszy sposób



b) Zaªó»my, »e mamy do dyspozycji stan wej±ciowy |0⟩⊗|0⟩, dowolne bramki jednoqubitowe oraz bramk¦
G. Zaprojektuj ukªad produkuj¡cy stan Bella |Ψ−⟩ = (|0⟩ ⊗ |1⟩ − |1⟩ ⊗ |0⟩)/

√
2.

c) Podaj implementacje optyczn¡ powy»szego schematu wytwarzania stanu Bella na qubitach pola-
ryzacyjnych, traktuj¡c bramk¦ G jako czarn¡ skrzynk¦ a opisuj¡c jedynie implementacje bramek
jednoqubitowych. Czy bramk¦ G ªatwo byªoby zrealizowa¢ w implementacji optycznej?


