Informacja Kwantowa 1/2

Seria przygotowawcza do egzaminu

Zadanie 1 Wyobrazmy sobie ze wiadomo$¢ ktora chca przestaé¢ jest zbudowana z czterech rodzajow
znakow &, &, O M. przy czym znak & wystepuje Srednio z czestoscia 1/2, znak <) z czestoscia 1/4,
znak Q z czestoscia 1/8 i znak # z czestoscig 1/8. Jesli sprobuja sprytnie skompresowaé swojg wiadomosé
przed szyfrowaniem to jak dtugg w przyblizeniu wiadomos$c moga wystaé stosujac szyfrowanie one-time
pad przy uzyciu N bitowego klucza (zakladamy, ze N jest duze). Przez dlugosé¢ wiadomosci rozumiemy
liczbe znakow &, &, O, # w wiadomosci.

Zadanie 2 Ponizej podanych jest kilka par stanow. Uszereguj pary od pary zawierajacej stany najltatwiej
rozroznialne do pary zawierajacej stany najtrudniej rozréznialne (jesli rozroznialnosé jest taka sama dla
jaki$ par zaznacz to). Stan |a) oznacza stan fotonu o polaryzacji liniowej pod katem « do poziomu.

a) [30°), 60°)
b) 30°), [120°)

¢) [30°)¥2, 120°)%°
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Zadanie 3 Alicja wysyta Bobowi qubit przygotowany z w jednym z czterech stanow:

1= (1) 5 () = ) o abs)

Bob mierzy qubit przy uzyciu miary opisanej czterema operatorami M; = %|U1> (vil,i=1,2,3,4, gdzie

(3 () (Y - ()

a) Znalez¢ prawdopodobienstwa warunkowe p(i|j) = (7; |MZ|T]) otrzymania wyniku i jesli Alicja wyslala
stan |7;).

b) Obliczy¢ informacje wzajemna [(A : B) gdy stany |7;) sa wysylane przez Alicje z jednakowymi
prawdopodobiefistwami wynoszacymi %.

¢) Oblicz wielkos¢ Holevo odpowiadajaca tej komunikacji, skomentuj wynik.

Zadanie 4 W jednej z serii domowych rozwazyliémy operacje klonowania stanéw z rownika sfery Blocha.
Transformacja miata postac:

U10) , ® [0) @ [0 = %mu ©10) 5 ® |0) o + %MAE 9 (1) (1)

Ul1) , ® [0) p ® [0) = %rm S ® 1) + %r\m” (0) 2)



gdzie |¥,) = (|0) ®|1) +]1) ®|0))/v/2, a poduktady pisane sa w kolejnosci: stan A (klon 1), E (klon 2), E'
(maszyna klonujaca). Transformacje mozna bylo wykorzystac jako atak na protokol BB84 i w ten sposob
uzykaé¢ ograniczenie na maksymalna wartos¢ QBER przy ktorym mozliwa jest destylacja klucza. Rozwaz
nieco inng transformacje klonujaca U sparametryzowana przez v € [0, 1]:

Ul0) 4@ 10) g ©10) g = v0) 4, ® [0) g @ [0) g + V1 =Y[V4) 45 @ 1) (3)
U, @10 @[0) g = VY1) 4@ 1) p @ (1) g + V1 =7¥1) 45 @ |0) (4)

a) Jesli wzia¢ parametr tak jak na ¢wiczeniach, czyli v = 1/2 wtedy transformacja nie wyrédzniata zad-
nego ze stanéw lezacych na rowniku sfery Blocha. A czy taka transformacja dziatata by w analogiczny
sposob na stany z biegunow sfery Blocha? Ma to znaczenie jesli chcieliby$my zastosowaé nasz atak
do protokolu 6-Scio stanowego a nie tylko do BB84. Postaraj sie znalez¢ taka warto$¢ parametru
v dla ktorego powyzsza operacja nie wyrdzniataby zadnej z trzech baz uzywanej w protokole 6-$cio
stanowym — co oznacza ze prawdopodobienistwo bledu w wyniku pomiaru klonu 1 oraz klonu 2
byloby takie samo niezaleznie od tego ktory stan zostatl wystany przez A.

b) Zastosuj te optymalna operacje klonujaca aby przeanalizowaé bezpieczenstwo 6-§cio stanowego pro-
tokotu kryptografii kwantowej. Powyzej jakiego QBER, A i B nie moga sie czué¢ bezpieczni? Na ile
ten wynik jest silniejszy od wynikow jakie uzyskiwaliSmy uzywajac bardziej prymitywnych atakow
typu zmierz-odeslij?

¢) Wiemy, ze stan mieszany qubitu mozemy przestawic¢ za pomoca wektora § w kuli Blocha

(jesli |S] = 1, czyli jestesmy na sferze Blocha to mamy stany czyste, a im bardziej do $rodka tym
bardziej mamy stany mieszane). Jesli by patrzeé¢ na dowolny czysty stan wejsciowy [¢) , a nastepnie
na ktory$ z klonow tego stanu, ktory oczywiscie bedzie stanem mieszanym, to jak to by wygladato
w jezyku wektora Blocha. — podaj geometryczny opis co sie dzieje z wektorem Blocha w wyniku
klonowania qubitu, ktore znalazte(a)$ w podpunkcie a).

Zadanie 5 Rozwaz transformacje unitarng dzialajaca na dwoéch qubitach, zdefiniowana w nastepujacy
sposob:

U|0>1®|0>2: |0>1®|0>2 (5)

U!1>1®|0>2=%(I0>1®\1>2+!1>1®|O>2) (6)

a) Zadzialaj macierza U na stan wejSciowy postaci 1), ® |0),, gdzie |1)) jest dowolnym stanem qubitu
i napisz wyjsciowa zredukowana macierz gestosci qubitu 1.

b) Podaj interpretacje graficzna tego co sie dzieje ze stanami qubitu 1, korzystajac z obrazu kuli Blocha

¢) Zapisz za pomoca operatorow Krausa efektywne odwzorowanie ktoremu poddawany jest qubit 1 w
tej sytuacji.



d) Jak moze zauwazyles powyzsza definicja operacji U nie jest kompletna (cho¢ wystarczajaca do roz-
wiazania wezesniejszych punktow). Do pelnej definicji U nalezaloby dodatkowo poda¢ jak U dziata
na stany |0) ®|1) oraz |1) ®|1). Zaproponuj jakiekolwiek uzupetnienie definicji tak by U rzeczywiscie
byta operacja unitarna.

Zadanie 6 Majac stan dwoch podukladow pap, kryterium splatania PPT mowi, ze jesli macierz prB
(czesciowa transpozycja wzgledem ukladu B), nie jest dodatnio okreslona to stan jest splatany. Na ¢wi-
czeniach rozwazaliSmy stan dwoch qubitow:

p=pluy |+ Ly )
gdzie |¥) = (|01) — |10))/+/2 i pokazali$my, ze dla p > 1/3 kryterium PPT mowi, Ze stan jest splatany.
Na podstawie kryterium PPT nie ma natomiast pewnosci, ze dla p < 1/3 stan jest separowalny. !
Zeby to pokaza¢ mozna po prostu dla p < 1/3 sprobowaé jawnie napisa¢ rozklad stanu pp na stany
produktowe i wtedy mamy juz kompletne rozwigzanie. Postaraj sie znalez¢ taki rozktad.
Wskazowka. Najpierw udowodnij, ze trzy stany postaci

1
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gdzie o; sa trzema macierzami Pauliego, sa separowalne piszac ich jawny rozklad na mieszanke stanow
produktowych. Potem zmierz sie z przypadkiem p = 1/3 a nastepnie z p < 1/3.

Zadanie 7 Przypus$émy, ze Alicja i Bob otrzymuja pary fotondéw przygotowane w stanie
1
[®4)an = E(IHM ® )+ Da® (1) 5).

a) Pokaza¢, ze stan |®,)ap moze zostaé przeksztalcony w stan singletowy [V_)ap = (|¢3)4 ® [1)p —
11)4 ® [<3)5)/V2 poprzez pewna transformacje unitarna U dokonana na qubicie B, tj. [U_) 5 =

b) Poda¢ wektory Blocha b oraz b’ definiujace pomiary qubitu Boba, dla ktorych Alicja i Bob mierzac
fotony przygotowane w stanie |9, )45 zaobserwuja maksymalng warto$¢ kombinacji funkcji korelacji

B = C+<aa b) + C+(a7 b/) + C+<a,7 b) - C+(a,7 b/)

gdzie Cy(a,b) = (P,|0a ® 6p|P4). Alicja do pomiarow swojego qubitu uzywa a = [0 | oraz

!/

1
a=10
0

!Dla dwoch qubitéw okazuje sie, ze kryterium PPT daje taks pewnoéé, ale my tego nie udowodniliémy, wiec udajemy, ze
o tym nie wiemy.



c¢) Jaka bylaby wartos¢ B, gdyby powyzej znalezione optymalne pomiary zastosowaé to zaszumionego

stanu postaci:

1. .
p=n)(Cs[+ (1 —m) 1l

Dla jakich wartosci n zachodzitoby tamanie nieréwnosci Bella? Jakie na tej podstawie mozna wycia-

gnac¢ wnioski co do splatania stanu p?

d) Dla jakich wartosci parametru 7 stan p jest splatany zgodnie z kryterium PPT? Co mozesz w zwiazku
z tym powiedzie¢ na temat sily wykrywania splatania za pomoca nieréwnosci Bella w poréwnaniu z

kryterium PPT?

Zadanie 8 Rozwaz algorytm Grovera w przypadku przesukiwania bazy danych zlozonej 4 elementow
(N=4). Znajdz optymlang liczbe iteracji, ktora da najwieksze prawdopodobienistwo znalezienia poszuki-
wanego elementu—ile wynosi to prawdopodobienistwo.

Zadanie 9 Rozwaz obwod kwantowy postaci:

]
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gdzie X jest bramka dwuqubitowa dokonujaca operacji:

0) ®10) — %(I0>®|0>+!1>®|1>)

Hel) - —

V2

a pozostale wektory bazowe pozostawia bez zmian.

a

b) Jaki stan uzyskamy na wyj$ciu obwodu jesli wpuscimy do niego stan |0) ® |0)

d) Narysuj obwod kwantowy operacji odwrotne;j

Zadanie 10 Rozwaz nastepujacy uktad bramek kwantowych:

(10) ®0) = 1) @ 1))

)
)

¢) Napisz macierz odpowiadajaca operacji odwrotnej
)

Napisz macierz odpowiadajaca powyzszemu obwodowi kwantowemu

] _()0/2 an

—p/2
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gdzie = [ 0 eXpO(igo) } jest jednoqubitowa bramka fazowa.

a) Zapisz macierz tej transformacji (nazwijmy ja G) i zinterpretuj ja w jak najprostszy sposob
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b) Zalozmy, ze mamy do dyspozycji stan wejciowy |0) ®|0), dowolne bramki jednoqubitowe oraz bramke
G. Zaprojektuj uklad produkujacy stan Bella |[U_) = (|0) ® |1) — 1) ® |0))/v/2.

¢) Podaj implementacje optyczna powyzszego schematu wytwarzania stanu Bella na qubitach pola-
ryzacyjnych, traktujac bramke G jako czarng skrzynke a opisujac jedynie implementacje bramek
jednoqubitowych. Czy bramke G latwo bytoby zrealizowa¢ w implementacji optycznej?



