Informacja Kwantowa
Seria 10

do oddania na 20.12.2019

Zadanie 1 Dla dwoch macierzy gestosci p, o € B(Hq) ich relatywna entropia—kwantowy odpowiednik dywergencji Kullbacka-
Leiblera, Dx1,(p|lg)— zdefiniowana jest jako:

S(pllo) = Tr{plgp} - Tr{plgo}. (1)

a) Pokaz, ze S(pllo) = DxrL(N|p) dla p = ¥y Ailes) (eil i 0 = X il f3) (fil, gdzie Vi : 0.< Ai,p; <1, gdy oba stany pi o
sa diagonalne w pewnej bazie, czyli Vi s.t. A\j, u; >0+ |e;) = |fi).

b) Udowodnij, ze zawsze S(p||lo) > 0 dla dowolnych dwoch stanow p, o € B(Hq).

Dla stanu wspotdzielonego stanu przez Alicje (A) i Boba (B), pap € B(HA®Hp), kwantowa informacja wzajemna zdefiniowana
jest jako:

S(A:B):=5(A)+S(B)-S(A,B)=5(A)-S(A|B) = S(B) - S(BJA), (2)
gdzie S(X) := S(px) z X € {AB, A, B} to entropia von Nuemanna odpowiednio dla: stanu wspotdzielonego pap; i zredukowa-
nych macierzy gestosci, pa 1 pg, Alicji i Boba; a S(X[Y) :=S(X,Y)-S(Y) to entropia warunkowa.

a) Korzystajac z dodatniosci entropii relatywnej (lub inaczej) pokaz, ze entropia von Neumanna jest subaddytywna dla
stanow wspoldzielonych: S(A,B) < S(A) + S(B); a co za tym idzie S(A|B) < S(A), czyli losowos¢ (“nieporzadek”)
uktadu A nie moze wzrosnaé¢ kiedy poznamy stan uktadu B.

b) Udowodnij, ze po zadzialaniu dowolnym kanalem kwantowym A po stronie Boba (lub podobnie po stronie Alicji),
pan =L @ Alpas] (lub pa's = A®Z[pag]) kwantowa informacja wzajemna nie moze wzrosnaé tzn.:

S(A:B)<S(A:B)  (lub S(A’:B)<S(A:B)). (3)

Zadanie 2 Alicja przesyla informacje do Boba za pomoca kanalu kwantowego, ktory w kazdym uzyciu umozliwia przestanie
qubitu w jednym z czterech stanow {|0),[1),]+),]-)}-

a) Rozwazajac dowolne nieujemne prawdopodobienstwa wystania kazdego z czterech stanow (zawsze spelniajace po + p1 +
p++p- = 1), pokaz ze (asymptotyczny) wspotczynnik kompresji Schumachera, Ro,, moze przyjmowac wszystkie wartosci
0< Ro <11 oméw przypadki graniczne Ro, =01 Roo = 1.

b) W przypadku gdy w kanale wystepuje szum zaburzajacy stany {|+),|-)}, ktory odpowiada kwantowej (CP) mapie:

_1+np  1-n,

Enlp] 9 P+ 0:p02, (4)

gdzie 0 < 7 < 1 okregla sile zaszumiania (defazowania), wyznacz ograniczenie Holevo, x, na informacje, ktora Alicja
moze zakodowaé¢ w pojedynczym qubicie tak aby zostalta bezstratnie odzyskana przez Boba. Dla jakich wartosci n Alicja
moze nadal przesyta¢ w sposob idealny jeden klasyczny bit informacji wybierajac odpowiednio pg + p1 + p; + p- =17

c) Powtorz powyzsza analize gdy w kanale wystepuje szum réwnomiernie zaburzajacy wszystkie cztery stany:

Enlp] =

1+3 3 1-n,
1 np+ ZTUWPCH- (5)
=1

W szczegolnosei, narysuj ograniczenie Holevo, y(eta) w funkeji 0 < < 1. Dlaczego tym razem Alicja moze idealnie
przesylaé jeden bit klasyczny tylko kiedy n =17



