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Zadanie 1 Czastka o spinie 1
2
znajduje sie poczatkowo w stanie |+⟩z. W chwili t = 0 zostal �wlaczony�

nastepujacy ciag Hamiltonianów: Ĥ1 = µσx dla t ∈ (0, π}
2µ
), Ĥ2 = µσy dla t ∈ (π}

2µ
, πµ} ) oraz Ĥ3 = µσz dla

t ∈ (π}
µ
, 3π}

2µ
). Wyznacz prawdopodobienstwo, ze w chwili t = 3π}

2µ
spinu byl nadal w stanie |+⟩z. Wyznacz

pojedynczy Hamiltonian niezalezny od czasu i taki, ze jego dzialanie na czastke w przedziale czasowym
t ∈ (0, 3π}

2µ
) doprowadzilby ja do tego samego stanu koncowego, co ciag Hamiltonianów Ĥ1, Ĥ2, Ĥ3.

Zadanie 2 Na ¢wiczeniach omawiany byª eksperyment z kwantowym wykrywaniem bomby przy pomocy
interfereomtru Macha-Zehndera, gdzie mo»na byªo z prawdopodobie«stwem 1/4 wykry¢ bomb¦ (która
wybucha przy kontakcie z pojedynczym fotonem) bez powodowania wybuchu. Sformuªuj równowa»ny
schemat dla wariantu spinowego: bomba wybucha gdy wejdzie w kontakt ze stanem cz¡stki o spinie 1/2
której rzut spinu na o± z jest −~/2 (w dóª); wyobra»amy sobie, »e mamy cz¡stk¦ o spinie 1/2: mo»emy
j¡ dowolnie ewoluowa¢ i kiedy chcemy umieszczamy j¡ w miejscu podejrzanym o istnienie w nim bomby.
Czy mo»na ten schemat usprawni¢, tak »eby prawdopodobie«stwo sukcesu (czyli wykrycie bomby lub
stwierdzenie jej nieobecno±ci, nie powoduj¡c przy tym wybuchu) byªo dowolnie bliskie 1. Wskazówka:
pomy±l o efekcie Zenona...

Zadanie 3 Analizuj¡c wyprowadzenie zasady nieoznaczono±ci Heisenberga, wyka» »e stany Gaussowskie
s¡ to jedyne stany dla których zasada nieoznaczono±ci dla poªo»enia-p¦du jest wysycana.

Zadanie 4 Rozwa» cz¡stk¦ umieszczon¡ w niesko«czonej studni potencjaªu

V (x) =

{
0 dla− a ≤ x ≤ a

∞ w pozostaªych przypadkach
, (1)

przygotowan¡ w stanie opisanym funkcj¡ falow¡

ψ(x) =

{
A(x+ a)(a− x) dla − a ≤ x ≤ a

0 w pozostaªcyh przypadkach
. (2)

a) Wyznacz staª¡ normalizacyjn¡ A

b) Oblicz ∆2x, ∆2p i sprawd¹ speªnienie zasady nieoznaczono±ci Heisenberga

c) Na cz¡stce dokonano pomiaru energii. Jakie warto±ci pomiaru energii s¡ mo»liwe i jakie s¡ odpowiada-
j¡ce im prawdopodobie«stwa

d) Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ energii korzystaj¡c z wyniku poprzedniego podpunktu. Wyznacz równie»
warto±¢ oczekiwan¡ energii niezale»nie licz¡c ⟨ψ|H|ψ⟩. Jak bardzo warto±¢ oczekiwana ró»ni si¦ od
energii stanu podstawowego?



Zadanie 5 Cz¡stka o masie m znajduje sie w niesko«czonej jednowymiarowej studni potencjaªu rozci¡-
gaj¡cej sie od 0 do a. Wiadomo, ze w chwili t = 0 cz¡stka znajdowaªa si¦ w stanie podstawowym.Nagle
szeroko±¢ studni zostaªa podwojona (z a do 2a) tak, »e w momencie poszerzania studni funkcja falowa
cz¡stki nie zmieniªa si¦.

a) Jakie jest prawdopodobie«stwo zmierzenia cz¡stki w pierwszym stanie wzbudzonym nowej studni?

b) Napisz wyra»enie na funkcj¦ falow¡ cz¡stki po czasie t od momentu poszerzenia studni ψ(x, t)

c) Oblicz ±redni¡ energi¦ cz¡stki przed i po podwojeniu szeroko±ci studni.

Zadanie 6 Zapisz w reprezentacji p¦dowej stany o okre±lonej energii cz¡stki o masie m umieszczonej
w niesko«czonej studni potencjaªu o szeroko±ci a. Dla n-go stanu wªasnego zapisz wyra»enie na g¦sto±¢
prawdopodobie«stwa p¦du cz¡stki.

Zadanie 7 Pokaza¢, »e je±li funkcje A(x, p) i B(x, p) mog¡ by¢ zapisane jako szeregi pot¦gowe w x i p
to lim~→0

1
i~ [A,B] = {A,B}

Zadanie 8 Rozwa» gausowsk¡ funkcj¦ falow¡ w jednym wymiarze:

|ψ⟩(x) = A exp

(
− x2

4∆2x
+

i⟨p⟩x
~

)
(3)

a) Wyznacz warto±¢ staªej normalizacyjnej A

b) Napisz i zinterpretuj wyra»enie na pr¡d prawdopodobie«stwa

Zadanie 9 Czy istnieje potencjaª V (x) taki, ze umieszczona w nim cz¡stka o funkcji falowej ψ(x) =
Ne−x2/σ2

pozostanie w niezmienionym stanie (z dokªadno±ci¡ do fazy)? Je±li tak - podaj przykªad, je±li
nie - uzasadnij dlaczego.

Zadanie 10 Znajd¹ stany wªasne i poziomy energetyczne w niesko«czonej studni potencjaªu o szeroko±ci
a w ±rodku której dodatkowo znajduje si¦ potencjaª typu delty Diraca:

V (x) =

{
λδ(x) dla− a/2 ≤ x ≤ a/2

∞ w pozostaªych przypadkach
, (4)

Przedyskutuj wynik w zale»no±ci o znaku parametru λ.

Zadanie 11 Wyznacz zbiór parametrów a i V0, dla których istnieja stany zwiazane czastki o masie m w

jednym wymiarze w polu sil o potencjale V (x) =


∞ dla x < 0

−V0 dla 0 < x < a
0 dla x > a

.

Zadanie 12 Rozwaz prostokatna studnie potencjalu o glebokosci V0 i szerokosci 2a (na zewnatrz studni
V (x) = 0 dla |x| > a, V (x) = −V0 dla |x| < a). Czy i dla jakich parametrów studni istnieje rozwiazanie
dla czastki o masie m i zerowej energii?



Zadanie 13 Wyznacz wspóªczynnik transmisji i odbicia fali pªaskiej przy rozpraszaniu na potencjale:

V (x) =


−V0 dla x < 0

−V1 dla 0 < x < a

0 dla x > a

(5)

Uwaga: pami¦taj, »e wspóªczynniki transmisji/odbicia s¡ zwi¡zane ze stosunkami pr¡dów prawdopodobie«stwa
zwi¡zanych z odpowiednimi falami.

Zadanie 14 Wyprowad¹ metod¡ caªek po trajektoriach propagator dla cz¡stki o masie m w potencjale
liniowym V = −Fx. Czy udaªoby Ci si¦ otrzyma¢ ten sam wynik bior¡c ogólny wzór na propagator i
wstawiaj¡c od niego funkcje falowe stanów wªasnych dla potencjaªu liniowego (funkcje Airy'ego). U»yj
teraz tego propagatora aby zbada¢ problem rozmywania si¦ paczki gaussowskiej ψ(x) = e−x2/4σ2

/(2πσ2)1/4

w potencjale liniowym (czyli podanie zale»no±ci wariancji poªo»enia cz¡stki od czasu). Porównaj trudno±¢
uzyskania ko«cowego wyniku w ten sposób z trudno±ci¡ uzyskania tego samego wyniku korzystaj¡c z obrazu
Heisenberga?

Zadanie 15 Stosuj¡c metod¦ WKB znajd¹ energi¦ stanów wªasnych w potencjale: V (x) =

{
∞, x < 0

x, x ≥ 0

Nast¦pnie korzystaj¡c ze swojej znajomo±ci ±cisªych rozwi¡za« w potencjale liniowym, porównaj uzyskane
wyniki z wynikiem ±cisªym. Wskazówka: porównanie wymaga numerycznych warto±ci zer funkcji Airy'ego...

Zadanie 16 Rozwaz czastke o spinie 1
2
skierowanym wzdluz osi z. Wyznacz amplitude prawdopodobi-

enstwa przejscia tej czastki przez urzadzenie Sterna-Gerlacha ustawione pod katem α do osi z. Przedyskutuj
przypadek α = 2π. Zaproponuj eksperyment, który móglby zwery�kowac poprawnosc uzyskanego wyniku
[Tylko dr hab. Dragan zna odpowied¹ na to pytanie...].


