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Zadanie 1 Na zajeciach omoéwiliSmy prosty przyktad ,kwantowego sapera” gdzie z prawdopodobieristwem
1/4 byliSmy w stanie stwierdzi¢ obecno$¢ superczulej bomby bez powodowania jej wybuchu. Rozwaz
nastepujace uogoélnienie tego protokohu, zilustrowane na ponizszym schemacie:

w ktorym foton wpuszczany jest poczatkowo do dolnego portu, plytka $wiattodzielaca ma transmisje
T a detekcja nastepuje dopiero po N cyklach przepuszczenia $wiatta przez uktad. Jak zaprojektowac
eksperyment aby moéc wykrywa¢ bombe bez powodowania jej wybuchu z prawdopodobieristwem dowolnie
bliskim 1. Wskazowka: Przyjmij, ze dziatanie ptytki Swiattodzielacej odpowiada nastepujacej macierzy:

cosf/2 sinf/2
—sinf/2 cosf/2

gdzie wspotczynnik transmisji T = sin® §/2 powinien byé¢ maty, aby protokol miat sens.

Zadanie 2 Znajac, stany spinu 1/2 odpowiadajace okreslonym rzutom spinu na osie x, y, z, udowodnij, ze
stan czastki o spinie 1/2 odpowiadajacy okreslonemu rzutowi spinu na o§ 7 = [sin # cos p, sin 6 sin @, cos 0]
wynoszacemu +5/2 powinien mie¢ posta¢:

[4+)1 = cos(8/2)|+). + sin(6/2)e|-)..

Wskazowka: Uzyj argumentu, ze taki stan w wielokrotnie powtarzanych pomiarach rzutu spinu np. na
0§ = powinien $rednio da¢ wyniki n,h/2 (i podobnie dla innych osi y,z) tak aby$my mieli zgodnos$¢ z
wynikiem klasycznym, w ktéorym mierzylibySmy po prostu odpowiednia sktadowa spinu. Majac postac
tego stanu wykaz, ze obserwabla spinu odpowiadajgca pomiarowi rzutu spinu na o$ 7 ma postaé: oz =
M- 0 = Ng0y + Nyoy +N.0,.

Zadanie 3 Czastka o spinie % znajduje sie poczatkowo w stanie |+),. W chwili ¢ = 0 zostal ,wlaczony”

nastepujacy ciag Hamiltonianow: Hy = po, dla t € (0, er_Z)’ Hy = poy dlat e (g, o) oraz Hy = po, dla
t e (%, %ﬁ) Wyznacz prawdopodobienistwo, ze w chwili t = 32%’1 spin byl nadal w stanie |+),. Wyznacz

pojedynczy Hamiltonian niezalezny od czasu i taki, ze jego dzialanie na czgstke w przedziale czasowym
t e (0, 3%:) doprowadzitby ja do tego samego stanu koncowego, co ciag Hamiltonian6w H,, H,, H;.

Przy okazji na podstawie powyzszych rachunkéw przekonaj sie, ze operacja unitarna na spinie odpowiada-
jaca obrotowi spinu w przestrzeni o kat ¢ wokot osi 7 ma postac U, 7 = e/2 | Zapisz, powyzsza operacje
dla ¢ = 27. Czy U jest macierza jednostkowa? Co o tym sadzisz?



Zadanie 4 Na ¢wiczeniach omawiany byt eksperyment z kwantowym wykrywaniem bomby przy pomocy
interfereomtru Macha-Zehndera, gdzie mozna bylto z prawdopodobienstwem 1/4 wykry¢ bombe (ktora
wybucha przy kontakcie z pojedynczym fotonem) bez powodowania wybuchu. Sformuhuj réwnowazny
schemat dla wariantu spinowego: bomba wybucha gdy wejdzie w kontakt ze stanem czastki o spinie 1/2
ktorej rzut spinu na o$ z jest —h/2 (w dot); wyobrazamy sobie, ze mamy czastke o spinie 1/2: mozemy
ja dowolnie ewoluowa¢ i kiedy chcemy umieszczamy ja w miejscu podejrzanym o istnienie w nim bomby.
Czy mozna ten schemat usprawnié¢, tak zeby prawdopodobienstwo sukcesu (czyli wykrycie bomby lub
stwierdzenie jej nieobecnosci, nie powodujac przy tym wybuchu) bylo dowolnie bliskie 1. Wskazowka:
pomy$l o efekcie Zenona...

Zadanie 5 Rozwaz atom dwupoziomowy, gdzie |0), |1) sa stanami o okreslonej energii wynoszacej
odpowiednio E i 2E. Niech stan atomu w chwili poczatkowej bedzie postaci: |1(0)) = (|0) + |1))/v/2.

a) Znajdz posta¢ stanu w chwili ¢

b) Po czasie t dokonano pomiaru czastki, w ktorym rzutowano stan czastki na stan poczatkowy [1(0)).
Jakie jest prawdopodobieristwo, ze istotnie zmierzono stan [1(0))

Zadanie 6 Rozwaz atom dwupoziomowy gdzie Hamiltonian zapisany w bazie |0), |1) ma postac:

(5 1)

gdzie E, g pewne parametry rzeczywiste—obecnos¢ g moze by¢ interpretowana jako pewne zaburzenie
sytuacji w ktorej oba poziomy mialy te sama energie F.

a) Znajdz stany wtasne i energie wlasne uktadu

b) Napisz ewolucje czasowa stanu |¢(t)) jesli w chwili ¢ = 0: [10(0)) = |0). Po jakim czasie stan powroci
do stanu poczatkowego

Zadanie 7 Udowodnij, ze transformata Fouriera zachowuje iloczyn skalarny funkcji (innymi stowy, ze
jest operacja unitarng), czyli ze:

/ d " (2)g(z) = / WP 0)dD), V) = =

\V2mh

Zadanie 8 Rozwaz gausowska funkcje falowa w jednym wymiarze:

_ (x —x0)* | ipow
Y(r) = Aexp <— 107 + W )

/dxe‘im/hw(x).

a) Wyznacz wartosé statej normalizacyjnej A
b) Napisz i zinterpretuj wyrazenie na prad prawdopodobieristwa

¢) Na ¢wiczeniach wyprowadziliSmy wzor na rozmywanie sie paczki falowej, mowiacy ze wariancja
polozenia po czasie ¢, wynosi A%z(t) = o*[1 + (t/7)?], gdzie T = 2mo?/h jest charakterystycznym
czasem rozplywania sie paczki. Oszacuj ten czas dla elektronu zlokalizowanego na skali rozmiarow
atomu, oraz np. pchty.



Zadanie 9 Rozwaz czastke swobodna o masie m przygotowang w stanie opisanym funkcja falowa

22

Y(x) = Aze 12 (3)
a) Wyznacz stala normalizacyjna A
b) Oblicz A%z, A%p i sprawdz spelnienie zasady nieoznaczonosci Heisenberga

c¢) Znajdz funkcje falowa tej czastki po czasie t. Wyznacz, tez A%x(t), Ap(t). Poréwnaj, czy stan
tego typu doznaje szybszego rozpltywania sie, co analogiczny stan gaussowski, tzn. stan gaussowski
o takim samym poczatkowym rozrzucie polozen.



