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Zadanie 1 Na zaj¦ciach omówili±my prosty przykªad �kwantowego sapera� gdzie z prawdopodobie«stwem
1/4 byli±my w stanie stwierdzi¢ obecno±¢ superczuªej bomby bez powodowania jej wybuchu. Rozwa»
nast¦puj¡ce uogólnienie tego protokoªu, zilustrowane na poni»szym schemacie:

w którym foton wpuszczany jest pocz¡tkowo do dolnego portu, pªytka ±wiatªodziel¡ca ma transmisj¦
T a detekcja nast¦puje dopiero po N cyklach przepuszczenia ±wiatªa przez ukªad. Jak zaprojektowa¢
eksperyment aby móc wykrywa¢ bomb¦ bez powodowania jej wybuchu z prawdopodobie«stwem dowolnie
bliskim 1. Wskazówka: Przyjmij, »e dziaªanie pªytki ±wiatªodziel¡cej odpowiada nast¦puj¡cej macierzy:[

cos θ/2 sin θ/2
− sin θ/2 cos θ/2

]
gdzie wspóªczynnik transmisji T = sin2 θ/2 powinien by¢ maªy, aby protokóª miaª sens.

Zadanie 2 Znaj¡c, stany spinu 1/2 odpowiadaj¡ce okre±lonym rzutom spinu na osie x, y, z, udowodnij, »e
stan cz¡stki o spinie 1/2 odpowiadaj¡cy okre±lonemu rzutowi spinu na o± ~n = [sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ]
wynosz¡cemu +~/2 powinien mie¢ posta¢:

|+〉~n = cos(θ/2)|+〉z + sin(θ/2)eiϕ|−〉z.

Wskazówka: U»yj argumentu, »e taki stan w wielokrotnie powtarzanych pomiarach rzutu spinu np. na
o± x powinien ±rednio da¢ wyniki nx~/2 (i podobnie dla innych osi y,z) tak aby±my mieli zgodno±¢ z
wynikiem klasycznym, w którym mierzyliby±my po prostu odpowiedni¡ skªadow¡ spinu. Maj¡c posta¢
tego stanu wyka», »e obserwabla spinu odpowiadaj¡ca pomiarowi rzutu spinu na o± ~n ma posta¢: σ~n =
~n · ~σ = nxσx + nyσy + nzσz.

Zadanie 3 Czastka o spinie 1
2
znajduje sie pocz¡tkowo w stanie |+〉z. W chwili t = 0 zostaª �wªaczony�

nast¦pujacy ci¡g Hamiltonianów: Ĥ1 = µσx dla t ∈ (0, π}
4µ

), Ĥ2 = µσy dla t ∈ (π}
4µ
, πµ
2} ) oraz Ĥ3 = µσz dla

t ∈ (π}
2µ
, 3π}

4µ
). Wyznacz prawdopodobie«stwo, »e w chwili t = 3π}

2µ
spin byª nadal w stanie |+〉z. Wyznacz

pojedynczy Hamiltonian niezale»ny od czasu i taki, ze jego dziaªanie na cz¡stk¦ w przedziale czasowym
t ∈ (0, 3π}

4µ
) doprowadziªby j¡ do tego samego stanu ko«cowego, co ci¡g Hamiltonianów Ĥ1, Ĥ2, Ĥ3.

Przy okazji na podstawie powy»szych rachunków przekonaj si¦, »e operacja unitarna na spinie odpowiada-
j¡ca obrotowi spinu w przestrzeni o k¡t ϕ wokóª osi ~n ma posta¢ Uϕ,~n = eiϕ~n·~σ/2. Zapisz, powy»sz¡ operacj¦
dla ϕ = 2π. Czy U jest macierz¡ jednostkow¡? Co o tym s¡dzisz?



Zadanie 4 Na ¢wiczeniach omawiany byª eksperyment z kwantowym wykrywaniem bomby przy pomocy
interfereomtru Macha-Zehndera, gdzie mo»na byªo z prawdopodobie«stwem 1/4 wykry¢ bomb¦ (która
wybucha przy kontakcie z pojedynczym fotonem) bez powodowania wybuchu. Sformuªuj równowa»ny
schemat dla wariantu spinowego: bomba wybucha gdy wejdzie w kontakt ze stanem cz¡stki o spinie 1/2
której rzut spinu na o± z jest −~/2 (w dóª); wyobra»amy sobie, »e mamy cz¡stk¦ o spinie 1/2: mo»emy
j¡ dowolnie ewoluowa¢ i kiedy chcemy umieszczamy j¡ w miejscu podejrzanym o istnienie w nim bomby.
Czy mo»na ten schemat usprawni¢, tak »eby prawdopodobie«stwo sukcesu (czyli wykrycie bomby lub
stwierdzenie jej nieobecno±ci, nie powoduj¡c przy tym wybuchu) byªo dowolnie bliskie 1. Wskazówka:
pomy±l o efekcie Zenona...

Zadanie 5 Rozwa» atom dwupoziomowy, gdzie |0〉, |1〉 s¡ stanami o okre±lonej energii wynosz¡cej
odpowiednio E i 2E. Niech stan atomu w chwili pocz¡tkowej b¦dzie postaci: |ψ(0)〉 = (|0〉+ |1〉)/

√
2.

a) Znajd¹ posta¢ stanu w chwili t

b) Po czasie t dokonano pomiaru cz¡stki, w którym rzutowano stan cz¡stki na stan pocz¡tkowy |ψ(0)〉.
Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e istotnie zmierzono stan |ψ(0)〉

Zadanie 6 Rozwa» atom dwupoziomowy gdzie Hamiltonian zapisany w bazie |0〉, |1〉 ma posta¢:

H =

(
E g
g E

)
(1)

gdzie E, g pewne parametry rzeczywiste�obecno±¢ g mo»e by¢ interpretowana jako pewne zaburzenie
sytuacji w której oba poziomy miaªy t¦ sam¡ energi¦ E.

a) Znajd¹ stany wªasne i energie wªasne ukªadu

b) Napisz ewolucj¦ czasow¡ stanu |ψ(t)〉 je±li w chwili t = 0: |ψ(0)〉 = |0〉. Po jakim czasie stan powróci
do stanu pocz¡tkowego

Zadanie 7 Udowodnij, »e transformata Fouriera zachowuje iloczyn skalarny funkcji (innymi sªowy, »e
jest operacj¡ unitarn¡), czyli »e:∫

dxψ∗(x)φ(x) =

∫
dp ψ̃∗(p)φ̃(p), ψ̃(p) =

1√
2π~

∫
dxe−ipx/~ψ(x).

Zadanie 8 Rozwa» gausowsk¡ funkcj¦ falow¡ w jednym wymiarze:

ψ(x) = A exp

(
−(x− x0)2

4σ2
+

ip0x

~

)
(2)

a) Wyznacz warto±¢ staªej normalizacyjnej A

b) Napisz i zinterpretuj wyra»enie na pr¡d prawdopodobie«stwa

c) Na ¢wiczeniach wyprowadzili±my wzór na rozmywanie sie paczki falowej, mówi¡cy »e wariancja
poªo»enia po czasie t, wynosi ∆2x(t) = σ2[1 + (t/τ)2], gdzie τ = 2mσ2/~ jest charakterystycznym
czasem rozpªywania si¦ paczki. Oszacuj ten czas dla elektronu zlokalizowanego na skali rozmiarów
atomu, oraz np. pchªy.



Zadanie 9 Rozwa» cz¡stk¦ swobodn¡ o masie m przygotowan¡ w stanie opisanym funkcj¡ falow¡

ψ(x) = Axe−
x2

4σ2 (3)

a) Wyznacz staª¡ normalizacyjn¡ A

b) Oblicz ∆2x, ∆2p i sprawd¹ speªnienie zasady nieoznaczono±ci Heisenberga

c) Znajd¹ funkcj¦ falow¡ tej cz¡stki po czasie t. Wyznacz, te» ∆2x(t), ∆2p(t). Porównaj, czy stan
tego typu doznaje szybszego rozpªywania si¦, co analogiczny stan gaussowski, tzn. stan gaussowski
o takim samym pocz¡tkowym rozrzucie poªo»e«.


