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Zadanie 1 Wstawiamy do równania Schroedingera i otrzymujemy potencjaª oscylatora harmonicznego
V (x) = 1

2
mω2x2, gdzie ω = ~

2mσ2

Zadanie 2 W obrazie Heisenberga mamy nast¦puj¡ce równania:

˙̂x = p̂/m (1)
˙̂p = mg (2)

St¡d mamy rozwi¡zanie: ˙̂p(t) = ˙̂p(0) +mgt, x̂(t) = x̂(0) + p̂(0)t/m+ gt2/2 Widzimy, »e 〈x〉(t) = 〈x〉(0) +
〈p(0)〉t/m+ gt2/2 = p0t/m+ gt2/2, 〈p〉(t) = 〈p〉(0) +mgt = p0 +mgt, a wariancje b¦d¡ takie same jak w
przypadku ewolucji swobodnej.

Zadanie 3 Równania Heisenberga daj¡ nam zwi¡zki na operatorach takie same jak klasyznie co prowadzi
do rozwi¡za«:

x̂(t) = x̂(0) cosωt+
p̂(0)

mω
sinωt (3)

p̂(t) = p̂(0) cosωt− x̂(0)mω sinωt (4)

Licz¡ wariancj¦ w czasie t na stanie gausowskim dostajemy:

∆2x(t) = σ2(cos2 ωt+ sin2 ωt
~2

4m2ω2σ4
).

Je±li dobierzemy σ2 = ~
2mω

widzimy »e ∆2x(t) = σ2 i paczka gausowska si¦ nie rozpªywa. Tak naprawd¦
to nie±wiadomie znale¹li±my w ten sposób stan wªasny (podstawowy) oscylatora harmonicznego.

Zadanie 5 Staªa normalizacyjna A =
√

30/a5. Warto±ci oczekiwane: 〈x〉 = a/2, 〈p〉 = 0, ∆2x = a2/28

∆2p = 10~2/a2, 〈E〉 = 10~2/(2ma2). W studni mamy dost¦pne energie En = ~2π2

2ma2
n2 odpowiadaj¡ce

stanom wªasnym ψn(x) =
√

2
a

sin(nπx/a). Rozkªadamy stan ψ(x, 0) w bazie ψn(x): ψ(x, 0) =
∑

n cnψn(x).

cn =
∫ a
0
dxψ∗n(x)ψ(x) = 2

√
60

π3n3 (1− (−1)n). Czyli niezerowe dla n nieparzystych cn = 4
√
60

π3n3 (caªkujemy przez
cze±ci

∫
t sin t,

∫
t2 sin t). Prawdopodobie«stwo pomiaru warto±ci energii En: pn = |cn|2 = 960/(π6n6)

(przy okazaji udowodnili±my, »e
∑

1,3,...
1
n6 = π6

960
). Stan po czasie t: ψ(x, t) =

∑
n cnψne

−iEnt/~.

Zadanie 6 W chwili pocz¡tkowej cz¡stka znajduje si¦ w stanie ψ(x, 0) =
√

2
a

sin(πx/a). Po rozszerzeniu
studni to juz nie jest stan podstawowy i musimy rozªo»y¢ nasz¡ funkcj¦

ψ(x, 0) =

{√
2
a

sin(πx/a) x ∈ [0, a]

0 ∈ [a, 2a]

w bazie stanów wªasnych poszerzonej studni: φn(x) =
√

1
a

sin (πnx/2a) Szukamy rozkªadu ψ(x, 0) =

cnφn(x). Znajdujemy cn =
∫
dxφ∗n(x)ψ(x, 0) = 4

√
2

π
sin(nπ/2)
4−n2 , przy czym c2 = 1/

√
2. Funkcja falowa po czasie



t, ψ(x, t) =
∑

n cnφne
−iEnt/~, przy czym En to energie w nowej studni: En = ~2π2

8ma2
n2. Prawdopodobie«stwo

znalezienia cz¡stki w stanie podstawowym nowej studni: p(E1) = |c1|2 = 32/(9π2) ≈ 0.36. �redni¡
energi¦ mo»na liczy¢ 〈E〉 =

∑
n |cn|2En ale po co . . . Lepiej bezpo±rednio licz¡c warto±¢ oczekiwan¡ na

Hamiltonianie. Poniewa» energia zalezy tylko od cze±ci kintetycznej Hamiltonianu, wi¦c po rozszerzeniu
studni ±rednia energia stanu si¦ nie zmieni i wynosi: 〈E〉 = ~2π2

2ma2
.


