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Zadanie 1 Zacznijmy od podej±cia algebraicznego. Operator p¦du mo»emy wyrazi¢ poprzez operatory
kreacji i anihilacji:

p̂ =
√
mω~

â− â†

i
√
2
.

Pami¦taj¡c, »e â|n⟩ =
√
n|n− 1⟩, â†|n⟩ =

√
n+ 1|n+1⟩, mamy od razu ⟨n|p̂|n⟩ = 0. Liczymy wariancj¦ p:

∆2p = ⟨n|p̂2|n⟩ = −~mω
2

⟨n|(a− a†)2|n⟩ = ~mω
(
n+

1

2

)
Niech ψn(x) = AnHn(αx)e

−α2x2

2 , b¦dzie n-tym stanem wªasnym. Licz¡c ⟨p2⟩ bezpo±rednio, w reprezentacji
poªo»eniowej musieliby±my obliczy¢:

⟨p2⟩ = A2
nα~2

∫
dξHn(ξ)e

− ξ2

2 ∂2ξ [Hn(ξ)e
− ξ2

2 ].

Bior¡c funkcj¦ tworz¡c¡ wielomianów Hermite'a S(ξ, s) = e−s2+2sξ =
∑

n
sn

n!
Hn(ξ), rozwa»my:∫

dξ S(ξ, s)e−
ξ2

2 ∂2ξ[S(ξ, t)e−
ξ2

2 ] = e2st
∫

dξe−ξ2 [(t− s− ξ)2 − 1] = e2st
√
π[(t− s)2 − 1

2
].

W powy»szym wyniku rozpoznajemy, »e wspóªczynnik stoj¡cy przy sntn

n!2
wynosi 2nn!

√
π(n + 1

2
), a tym

samym dostajemy, »e
⟨p2⟩ = A2

nα~2
√
π2nn!(n+ 11

2
) = m~ω(n+ 1

2
).

Zadanie 2 Równanie Schroedingera dla oscylatora harmonicznego z potencjaªem V (x) = 1
2
mω2x2 w

reprezentacji p¦dowej ma posta¢:
p2

2m
ψ̃ − mω2~2

2

d2ψ̃

dp2
= Eψ̃

Widzimy, »e równanie jest caªkowicie analogiczne analogiczne to równania w reprezentacji poªo»eniowej.
Zamieniaj¡c zmienne ξ = βp, β = 1/

√
mω~, otrzymujemy to samo równanie co startuj¡c z reprezentacji

poªo»eniowej
d2ψ̃

dξ2
+ ψ̃(λ− ξ2) = 0, λ =

2E

~ω
.

St¡d od razu mo»emy napisa¢:

ψ̃n(p) =

√
β√
π2nn!

Hn(βp)e
− 1

2
β2p2 .

Przy okazji znale¹li±my wi¦c baz¦ stanów które nie zmieniaj¡ swej postaci pod wpªywem dziaªania trans-
formaty Fouriera.

Zadanie 3 Hamiltonian cz¡stki na która dziaªa staªa siªa to Ĥ = −Fx̂. Poniewa» kopni¦cie jest bardzo
krótkie mo»emy zaniedba¢ ewolucj¦ cz¡stki podczas dziaªania siªy i przybli»y¢ kopni¦cie poprzez nast¦pu-
j¡c¡ operacje unitarn¡: U = eiFδt/~ = eiγx̂/~. Oznacza to, »e stan podstawowy oscylatora zostanie prze-

suni¦ty w p¦dach o warto±¢ γ/~. W wyniku otrzymamy stan koherentny |z⟩ o z = i
√

γ2

2mω~3 . Nast¦pnie

stan ewoluuje jak |ze−iωt⟩.



Zadanie 4 Stan po czasie t ma posta¢:

|ψ(t)⟩ = 1√
2
(e−i(n−1/2)ωt|n− 1⟩ − e−i(n+1/2)ωt|n⟩) ≡ 1√

2
(|n− 1⟩ − e−iωt|n⟩).

Stan ortogonalny uzyskamy po czasie t = π/ω. Warto±ci oczekiwane:

⟨x⟩ =
√

~
2mω

⟨ψ(t)|(a+ a†)|ψ(t)⟩ = −
√

2~n
mω

cosωt

⟨p⟩ =
√
mω~
2

1

i
⟨ψ(t)|(a− a†)|ψ(t)⟩ =

√
2m~ωn sinωt.

Zadanie 5 Operator kreacji w reprezentacji poªo»eniowej ma posta¢:

a† =
1√
2

(
x

√
mω

~
− i

p√
mω~

)
=

1√
2

(
αx− 1

α
∂x

)
,

gdzie α =
√

mω
~ . Dziaªaj¡c dwukrotnie operatorem kreacji na stan podstawowy dostaniemy

√
2ψ2(x) czyli:

ψ2(x) =
1√
2
(a†)2ψ0(x) =

1√
2π

(2α2x2 − 1)e−α2x2/2.

Posta¢ w reprezentacji p¦dowej jest analogiczna z dokªadno±ci¡ do zamiany α na β = 1/
√
mω~.

Zadanie 6 Dzi¦ki warunkowi zupeªno±ci stanów koherentnych 1
π

∫
d2z|z⟩⟨z| = 11 mo»emy napisa¢:

|n⟩ = 1

π

∫
d2z |z⟩⟨z||n⟩ = 1

π

∫
d2z e−

|z|2
2
z∗n√
n!
|z⟩.

Zadanie 7 Korzystamy z tw. Bakera-Cambella-Haussdorfa i zapisujemy

D(α) = ezâ
†−z∗â = ezâ

†
e−z∗âe

1
2
zz∗[a†,a] = e−

|z|2
2 ezâ

†
e−z∗â

Dziaªaj¡c na |0⟩ pierwszy eksponens sprowadza sie do dziaªania identyczno±ciowego, rozwijaj¡c w szereg
drugi eksponens dostajemy:

D(α)|0⟩ = e−
|z|2
2

∑
n

1

n!
(a†)n|0⟩ = |z⟩.

Zadanie 8 Warunek normalizacji:

⟨ψ(0)|ψ(0)⟩ = |A|2(2 + ⟨z| − z⟩+ ⟨−z|z⟩) = 2|A|2(1 + e−|z|2−z∗z) = 1

Stan po czasie t:
|ψ(t)⟩ = A(|ze−iωt⟩+ | − ze−iωt⟩).

Stan powróci do stanu pocz¡tkowego dla t = π/ω.



Zadanie 9 Metod¡ separacji zmiennych dochodzimy do wniosku, »e rozwi¡zaniem ogólnym b¦dzie:

ψnx,ny(x, y) = ψnx(x)ψny(y), nx, ny = 0, 1, . . .

gdzie ψnx(x) jest rozwi¡zaniem dla jednowymiarowego oscylatora z czesto±ci¡ wªasn¡ ωx i analogicznie dla
ψny(y). Energia stanu to Enx,ny = ~ωx(nx+

1
2
)+~ωy(ny+

1
2
). W przypadku ωx = ωy = ω, dost¦pne energie

mo»emy zapisa¢ jako: En = ~ω(1 + n), gdzie n = nx + ny. Ka»dy poziom ma n + 1-krotn¡ degenracj¦
(liczba sposobów zapisania n jako sumy dwóch liczb naturalnych).

Zadanie 10 Metod¡ separacji zmiennych otrzymujemy ogólne rozwi¡zanie postaci:

ψnx,ny,nz(x, y, z) = ψnx(x)ψny(y)ψnz(z), nx, ny, nz = 1, 2, . . .

gdzie ψnx(x) =
√

2
a
sin(πnxx/a) s¡ stanami wªasnymi odpowiadaj¡cymi jednowymiarowej niesko«czonej

studni potencjaªu o szeroko±ci a (analogicznie dla pozostaªych kierunków). Energia stanu:

Enx,ny,nz =
~2π2

2m

(
n2
x

a2
+
n2
y

b2
+
n2
z

c2

)
.


