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Zadanie 1 Udowonij, »e ka»d¡ macierz unitarn¡ mo»na zapisa¢ jako U = eiH , gdzie H jest pewn¡
macierz¡ hermitowsk¡.

Zadanie 2 Udowodnij, »e wszystkie macierze hermitowskie 2x2 mo»na zapisa¢ jako rzeczywiste kom-
binacje macierzy Pauliego σi oraz 11. Na tej podstawie uzasadnij, »e wszystkie �zycznie istotne operacje
unitarne w przestrzeni dwuwymiarowej da si¦ zapisa¢ jako U = eiσ⃗·n⃗α/2, gdzie α ∈ [0, 2π]. Przypomina-
j¡c, sobi¦ interpretacj¦ takich operacji jako reprezentacji trójwymiarowego obrotu o k¡t α wokóª osi n⃗ w
zespolonej przestrzeni dwuwymiarowej, zastanów si¦ nad przypadkiem α = 2π. Czy U w tym przypadku
jest macierz¡ jednostkow¡? Zadumaj si¦ nad tym.

Zadanie 3 Na ¢wiczeniach udowodnili±my, »e próbuj¡c optymalnie rozró»ni¢ dwa stany kwantowe |ψ1⟩,
|ψ2⟩ przesyªane do nas z równymi prawdopodobie«stwami, minimalny bª¡d jaki popeªniamy to ε =
1
2
(1 −

√
1− |⟨ψ1|ψ2⟩|2). Uogólnij to rozwi¡zanie na przypadek, gdy stany s¡ przysyªane z nierównymi

prawdopodobie«stwami p1, p2.

Zadanie 4 Jedn¡ z �zycznych realizacji qubitu, jest polaryzacja fotonu. Mo»emy my±le¢ o stanie po-
laryzacyjnym fotonu jako o superpozycji |ψ⟩ = α| ↔⟩ + β| ↕⟩�w analogii do superpozycji dwóch fal
pªaskich o prostopadªych liniowych polaryzacjach, które mog¡ dawa¢ ró»ne stany polaryzacyjne. Zastanów
si¦ w j¦zyku sfery Blocha, gdzie b¦d¡ znajdowa¢ si¦ stany o polaryzacji liniowej pod k¡tem α do poziomu, a
gdzie stany o polaryzacji koªowej�przy czym uto»samiamy |0⟩ = | ↔⟩, |1⟩ = | ↕⟩. Je±li teraz chciaª(a)by±
napisa¢ operacj¦ unitarn¡ dziaªaj¡c¡ w przestrzeni Hilberta odpowiadaj¡c¡ obrotowi polaryacji ±wiatªa
wokóª osi jego propagacji, jak¡ posta¢ miaªaby ta operacja�porównaj z operacj¡ odpowiadaj¡c¡ obrotowi
spinu 1/2 o dany k¡t wokóª pewnej osi w przestrzeni trójwymiarowej.

Zadanie 5 Rozwa» atom dwupoziomowy, gdzie |0⟩, |1⟩ s¡ stanami o okre±lonej energii wynosz¡cej
odpowiednio E i 2E. Niech stan atomu w chwili pocz¡tkowej b¦dzie postaci: |ψ(0)⟩ = (|0⟩+ |1⟩)/

√
2.

a) Znajd¹ posta¢ stanu w chwili t

b) Po czasie t dokonano pomiaru cz¡stki, w którym rzutowano stan cz¡stki na stan pocz¡tkowy |ψ(0)⟩.
Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e istotnie zmierzono stan |ψ(0)⟩

Zadanie 6 Rozwa» ukªad dwupoziomowy, przygotowany w chwili pocz¡tkowej w stanie |0⟩. W chwili
t = 0 zostaª �wªaczony� nast¦pujacy ci¡g Hamiltonianów: Ĥ1 = µσx dla t ∈ (0, π}

4µ
), Ĥ2 = µσy dla

t ∈ (π}
4µ
, πµ
2} ) oraz Ĥ3 = µσz dla t ∈ (π}

2µ
, 3π}

4µ
). Wyznacz prawdopodobie«stwo, »e w chwili t = 3π}

2µ
spin

byª nadal w stanie |0⟩. Wyznacz pojedynczy Hamiltonian niezale»ny od czasu i taki, ze jego dziaªanie na
cz¡stk¦ w przedziale czasowym t ∈ (0, 3π}

4µ
) doprowadziªby j¡ do tego samego stanu ko«cowego, co ci¡g

Hamiltonianów Ĥ1, Ĥ2, Ĥ3.



Zadanie 7 Na ¢wiczeniach omawiany byª eksperyment z kwantowym wykrywaniem bomby przy pomocy
interfereomtru Macha-Zehndera, gdzie mo»na byªo z prawdopodobie«stwem 1/4 wykry¢ bomb¦ (która
wybucha przy kontakcie z pojedynczym fotonem) bez powodowania wybuchu. Sformuªuj równowa»ny
schemat dla ewoluuj¡cego qubitu. Przyjmujemy, »e bomba wybucha gdy �zmierzy� stan cz¡stki |0⟩.
Wyobra»amy sobie, »e qubit mo»emy przygotowa¢ w dowolnym stanie pocz¡tkowym, oraz »e mo»emy
ewoluowa¢ go zgodnie z dowolnym Hamiltonianem i kiedy chcemy umieszczamy go w miejscu podejrzanym
o istnienie w nim bomby. Czy mo»na ten schemat usprawni¢, tak »eby prawdopodobie«stwo sukcesu (czyli
wykrycie bomby lub stwierdzenie jej nieobecno±ci, nie powoduj¡c przy tym wybuchu) byªo dowolnie bliskie
1. Wskazówka: pomy±l o efekcie Zenona...

Zadanie 8 Rozwa» atom dwupoziomowy gdzie Hamiltonian zapisany w bazie |0⟩, |1⟩ ma posta¢:

H =

(
E g
g E

)
(1)

gdzie E, g pewne parametry rzeczywiste�obecno±¢ g mo»e by¢ interpretowana jako pewne zaburzenie
sytuacji w której oba poziomy miaªy t¦ sam¡ energi¦ E.

a) Znajd¹ stany wªasne i energie wªasne ukªadu

b) Napisz ewolucj¦ czasow¡ stanu |ψ(t)⟩ je±li w chwili t = 0: |ψ(0)⟩ = |0⟩. Po jakim czasie stan powróci
do stanu pocz¡tkowego

Zadanie 9 Udowodnij, »e transformata Fouriera zachowuje iloczyn skalarny funkcji (innymi sªowy, »e
jest operacj¡ unitarn¡), czyli »e:∫

dxψ∗(x)ϕ(x) =

∫
dp ψ̃∗(p)ϕ̃(p), ψ̃(p) =

1√
2π~

∫
dxe−ipx/~ψ(x).

Zadanie 10 Rozwa» cz¡stk¦ swobodn¡ o masie m przygotowan¡ w stanie opisanym funkcj¡ falow¡

ψ(x) = Axe−
x2

4σ2 (2)

a) Wyznacz staª¡ normalizacyjn¡ A

b) Oblicz ∆2x, ∆2p i sprawd¹ speªnienie zasady nieoznaczono±ci Heisenberga

c) Znajd¹ funkcj¦ falow¡ tej cz¡stki po czasie t. Wyznacz, te» ∆2x(t), ∆2p(t). Porównaj, czy stan
tego typu doznaje szybszego rozpªywania si¦, co analogiczny stan gaussowski, tzn. stan gaussowski
o takim samym pocz¡tkowym rozrzucie poªo»e«.

Zadanie 11 Udowodnij, »e dla funkcji ψ(x) czysto rzeczywistej ⟨p⟩ = 0.



Zadanie 12 Rozwa» ukªad odniesienia X oraz fal¦ elektromagnetyczn¡ fal¦ pªask¡ poruszaj¡c¡ si¦ z
pr¦dko±ci¡ c w kierunku z. Rozwa»my nast¦pnie wirtualny sze±cian o oboku a wspóªporuszaj¡cy si¦
z t¡ fal¡. Oznaczmy przez E energi¦ promieniowania zawart¡ w tym sze±cianie. Nast¦pnie rozwa»my
obserwatora X ′ poruszaj¡cego si¦ z pr¦dko±ci¡ v w kierunku z wzgl¦dem X. Przechodz¡c do ukªadu X ′,

wyka», »e w tym ukªadzie odniesienia energia zawarta w wirtualnym sze±cianie wynosi E ′ = E
√

1−v/c
1+v/c

.

Jest to dokªadnie taka sama reguªa transformacji jakiej podlega cz¦stotliwo±¢ fali elektro-magnetycznej
zgodnie z relatywistycznym efektem Dopplera. Pokazuje to, »e je±li faktycznie energia fotonu jest funkcj¡
cz¦stotliwo±ci musi to by¢ zale»no±¢ o charakterze proporcjonalno±ci � Jest to argument z pracy Einsteina,
Zur Elektrodynamik bewegter Körper, Annalen der Physik 17, 891 (1905). Wskazówka: Transformacje póª
e-m przy przej±ciu do ukªadu primowanego:

E⃗ ′
∥ = E⃗∥, E⃗ ′

⊥ = γ
(
E⃗⊥ + v⃗ × B⃗

)
,

B⃗′
∥ = B⃗∥, B⃗′

⊥ = γ

(
B⃗⊥ − 1

c2
v⃗ × E⃗

)
,

gdzie γ = 1/
√

1− v2/c2, a E⃗∥, E⃗⊥ oznacza skªadowe równolegªe i prostopadªe pola do kierunku wyznac-
zonego przez v⃗.


