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Zadanie 1 W obrazie Heisenberga mamy nastepujace réwnania:
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Stad mamy rozwiazanie: p(t) = p(0) + mgt, &(t) = 2(0) + p(0)t/m + gt>/2 Widzimy, ze (z)(t) = (z)(0
(p(0))t/m + gt?/2 = pot/m + gt*/2, (p)(t) = (p)(0) + mgt = py + mgt, a wariancje beda takie same jak
przypadku ewolucji swobodnej.

Zadanie 2 Rownania Heisenberga daja nam zwiazki na operatorach takie same jak klasycznie co prowadzi
do rozwigzan:
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z(t) = 2(0) cos wt + ——sinw (3)
p(t) = p(0) coswt — &(0)mw sin wt (4)
Licza wariancje w czasie t na stanie gausowskim dostajemy:
h2
A%z (t) = 0 (cos® wt + sin® wtm).

Jesli dobierzemy o? = S widzimy ze A%z(t) = o? i paczka gausowska si¢ nie rozptywa. Tak naprawde

to nieSwiadomie znalezliSmy w ten sposob stan wlasny (podstawowy) oscylatora harmonicznego.

Zadanie 4 Stala normalizacyjna A = /30/a’. Wartosci oczekiwane: (z) = a/2, (p) =0, A’x = a*/28
A2p = 10R2/a?, (E) = 10h%/(2ma?). W studni mamy dostepne energie E, = 22n? odpowiadajace

2ma?

stanom wtasnym ¢, (z) = \/Esin(mrx/a). Rozktadamy stan ¢ (x,0) w bazie ¥, (x): ¢¥(x,0) = Y c,n ().

=[5 dayr(x)p(x) = 2‘ﬁ(1 — (=1)"). Czyli niezerowe dla n nieparzystych ¢, = i‘g/; (catkujemy przez

m3n3
czesci [tsint, [t*sint). Prawdopodobieﬁstwo pomiaru wartoéci energii E,: p, = |c.|? = 960/(7n°)

1 Stan po czasie t: P(z,t) = Zn anne—mnt/h.

(przy okazaji udowodnilismy, ze 3.7 960)

Zadanie 5 W chwili poczatkowej czastka znajduje sie w stanie ¢ (x,0) = \/gsin(ﬁx/a). Po rozszerzeniu
studni to juz nie jest stan podstawowy i musimy rozlozy¢ nasza funkcje

b(w,0) = {\/gsin(ﬂx/a) z €0, a
0 € [a, 2d]

w bazie stanow wlasnych poszerzonej studni: ¢,(r) = \/gsin (mnx/2a) Szukamy rozkladu ¢ (z,0) =
Cn@n(2). Znajdujemy ¢, = [ dz¢i(x)Y(z,0) = W2sinnm2) vy czym co = 1/v/2. Funkeja falowa po czasie

™ 4—n?
t, (1) = cnpne  Et/M przy czym E, to energie w nowej studni: E,, = 52”271 Prawdopodobietistwo
znalezienia czastki w stanie podstawowym nowej studni: p(E;) = |ci|> = 32/(97?) ~ 0.36. Srednia
energie mozna liczy¢ (E) = > |c,|*E, ale po co ...Lepiej bezposrednio liczac warto§¢ oczekiwana na
Hamiltonianie. Poniewaz energia zalezy tylko od czesci kintetycznej Hamiltonianu, wiec po rozszerzeniu

[ . . . . . .. . 2,2
studni rednia energia stanu sie nie zmieni i wynosi: (E) = £




zadanie 6 W przypadku braku potencjatu delty mamy rozwiazania symetryczne i antymsymetryczne

odpowiednio: ¥, (z) = \/%cos(xmr/a) (dla n nieparzystych) i ¢, (x) = \/gsin(xmr/a) (dla n parzystych),
odpowiadajace im energie to: E, = ;;ZZQ Obecno$¢ delty powoduje skok pochodnej w punkcie z = 0 o
2;7—2’\ (0). Dla funkcji antysymetrycznych, ktore w tym punkcie sa rowne zero obecno$é¢ potencjatu delty
nic nie zmieni, wiec beda to wciaz poprawne rozwigzania i te energie (n parzyste) sie nie zmienia.
Rozwazmy wiec tylko rozwiazania symetryczne. W tym przypadku funkcja po lewej i prawej strony

bariery ma postac:
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gdzie o = /2mFE /h?. Warunek zszycia pochodnych uwzgledniajac skok zwiazany z funkcja delta implikuje

2mA

—iaA +iaB —iaA +i1Ba = 2

(A+ B)

Warunek znikania funkcji w punktach z = +a/2 daje warunek:
Aefioza/Q + Beiaa/Q -0

Laczac powyzsze dwa réwnania otrzymujemy:
¢ <aa> mA
acot (— ) =——
2 h?

Co jest jednoczesnie warunkiem na dopuszczalne energie. W przypadku braku potencjatu A = 0 mieliby$my
rozwiazania aa/2 = nn/2 (dla n nieparzystych) i odtwarzamy znany wynik. Poniewaz funkcja « cot aa/2
jest malejaca z a to dla A > 0 dopuszczalne rozwigzania o beda przesuniete do wiekszych wartosci w porow-
naniu z przypadkiem braku potencjalu—wyzsze energie. W przypadku A < 0 energie beda odpowiednio
obnizone.

Zadanie 7 Stany zwiazane beda odpowiadaé¢ energiom —Vj < E < 0. Warunek znikania funkcji w x = 0

i zanikania w x = oo implikuje
Asinaxr, = <a
-]

Be P?, T >a

gdzie o = \/2m(E + V) /h2, B = \/—2mE [/h? Warunki zszycia:
Asinaa = Be™#*,  aAcosaa = —(Be P

Dostajemy warunek
2mVj
o
Analizujac graficznie rozwiazanie powyzszego rownania (przeciecie funkcji a cot aa 7 fragmentem okregu
o promieniu /2mV;/h?) wnioskujemy, ze nie bedzie zadnego stanu wtasnego wtedy i tylko wtedy gdy

a\/2mVy/R?* < /2.

—acotaa = =



