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Zadanie 1 (obowi¡zkowe) Operacja
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dla θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π) w dziaªaniu na stan |0⟩ pozwala uzyska¢ dowolny stanu qubitu (dowolny punkt
na sferze Blocha).

a) Udowodnij bezpo±rednim rachunkiem (tzn. caªkowaniem) fakt, z którego korzystali±my podczas
wyprowadzania wierno±ci optymalnej estymacji zupeªnie nieznanego stanu qubitu, a mianowicie »e∫

dU U⊗2|0⟩⟨0|⊗2U †⊗2 =
1

3
P+, (2)

gdzie dU = 1
4π
dθdφ sin θ, a P+ jest operatorem rzutowym na podprzestrze« symetryczn¡ dwóch

qubitów.

b) Postaraj si¦ znale¹¢ sko«czony (jak najmniejszy) zbiór operacji unitarnych {Ui} t. »e:
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W praktyce oznacza to, »e mo»liwe jest zast¡pienie optymalnego pomiaru zawieraj¡cego niesko«cze-
nie wiele operatorów pomiarowych pomiarem o sko«czonej liczbie operatorów daj¡cym tak¡ sam¡
wierno±¢ estymacji. Jest to istotne w praktyce gdzie zazwyczaj ªatwiejsze w implementacji s¡ po-
miary o maªej liczbie mo»liwych wyników. Wskazówka: my±l o sferze Blocha i staraj si¦ dba¢ o

symetri¦...

Zadanie 2 Na ¢wiczeniach rozwa»any byª schemat pozwalaj¡cy na jednoczesny pomiar poªo»enia i p¦du.
W ramach modelu, wyprowadzili±my prawdopodobie«stwo, »e wynik pomiaru poªo»enia da warto±¢ q1, a
wynik pomiaru p¦du da warto±¢ p2:

p(q1, p2) = Tr (|ψ⟩⟨ψ|Πq1,p2) (4)

gdzie |ψ⟩ jest mierzonym stanem, a Πq1,p2 s¡ uogólnionymi operatorami pomiarowymi:

Πq1,p2 = ⟨Ψ0|δ(q1 − q̂ + q̂f )δ(p2 − p̂− p̂f )|Ψ0⟩, (5)

gdzie q̂, p̂ s¡ operatorami poªo»enia i p¦du mierzonego ukªadu, q̂f , p̂f s¡ operatorami poªo»enia i p¦du
�urz¡dzenia pomiarowego�, a

|Ψ0⟩ =
1

π1/4

∫
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jest stanem pocz¡tkowym urz¡dzenia pomiarowego.
Udowodnij, »e

Πq1,p2 =
1

2π
|α⟩⟨α| (7)

gdzie

|α⟩ = 1

π1/4

∫
dq′e−q′2/2+ip2q′|q′ + q1⟩ (8)

jest stanem koherentnym o amplitudzie α = (q1+ ip2)/
√
2. Tym samym uzyskali±my operacyjne znaczenie

quassi-rozkªadu prawdopodobie«stwa Husimi.

Zadanie 3 Korzystaj¡c z modelu eksperymentu Sterna-Gerlacha przedstawionego w poprzedniej serii
(Seria 4, Zadanie 5), rozwa» pomiar uogólniony, polegaj¡cy na tym, »e po przej±ciu cz¡stki przez pole
magnetyczne dokonywany jest pomiar skªadowej p¦du w kierunku z (pz), w celu uzyskania informacji o
rzucie spinu cz¡stki na o± z. Znajd¹ operatory pomiarowe Πpz dziaªaj¡ce na spinowe stopnie swobody
cz¡stki. Zastanów si¦, kiedy pomiar pozwala jednoznacznie wnioskowa¢ o warto±ci rzutu spinu.

Zadanie 4 Na ¢wiczeniach przeanalizowali±my transformacj¦ klonuj¡c¡, dokonuj¡c¡ optymalnego klonowa-
nia dowolnych stanów qubitu. Rozwa» nieco ogólniejsz¡ transformacj¦ klonuj¡c¡ U sparametryzowan¡
przez γ ∈ [0, 1]:

U |0⟩1 ⊗ |0⟩2 ⊗ |0⟩A =
√
γ|0⟩1 ⊗ |0⟩2 ⊗ |0⟩A +

√
1− γ|Ψ+⟩12 ⊗ |1⟩ (9)

U |1⟩1 ⊗ |0⟩2 ⊗ |0⟩A =
√
γ|1⟩1 ⊗ |1⟩2 ⊗ |1⟩A +

√
1− γ|Ψ+⟩12 ⊗ |0⟩ (10)

gdzie |Ψ+⟩ = (|0⟩ ⊗ |1⟩ + |1⟩ ⊗ |0⟩)/
√
2, a podukªady pisane s¡ w kolejno±ci: klon 1, klon 2, �maszyna

klonuj¡ca�. Przypadek rozwa»any na ¢wiczeniach odpowiadaª sytuacji γ = 2/3.
Rozwa» sytuacj¦, w której interesuje nas klonowanie jedynie stanów qubitu znajduj¡cych si¦ na równiku

sfery Blocha. Czy w tej sytuacji mo»na dobra¢ parametr γ tak aby zwi¦kszy¢ wierno±¢ klonowania tych
stanów?

Zadanie 5 Na optymaln¡ transformacj¦ klonuj¡c¡ dowolny stan qubitu (patrz poprzednie zadanie, trans-
formacja z γ = 2/3), mo»na patrze¢ jak na ewolucj¦ ukªadu otwartego, traktuj¡c qubit 1 jako nasz ukªad,
a qubity 2 i A jako otoczenie. Zapisz ewolucj¦ qubitu 1 za pomoc¡ operatorów Krausa.

Zadanie 6 (obowi¡zkowe) Przybli»one klonowanie stanów koherentnych ±wiatªa mo»na zrealizowa¢
za pomoc¡ elementów optycznych tj. pªytek ±wiatªodziel¡cych i wzmacniaczy liniowych. Na ¢wiczeniach
przeanalizowali±my jeden ze schematów, w którym najpierw ±wiatªo przechodziªo przez wzmacniacz o
wzmocnieniu γ = 2 a nast¦pnie przez pªyt¦ ±wiatªodziel¡c¡ o transmisji η = 1/2. Rozwa» alternatywny
schemat tak jak na rysunku poni»ej



w którym ±wiatªo najpierw przepuszczamy przez pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡ o transmisji 1/2 a nast¦pnie przez
dwa niezale»ne wzmacniacze o wzmocnieniu 2. Pami¦taj o dodatkowych modach koniecznych do opisania
caªego procesu. Przyjmujemy, »e wszystkie pozostaªe mody poza modem w którym znajduje si¦ wej±ciowy
stan koherentny znajduj¡ si¦ w chwili pocz¡tkowej w stanie pró»ni.

a) Jak transformuj¡ si¦ operatory kreacji i anihilacji w tym ukªadzie?

b) Porównaj ±rednie kwadratur (równowa»nie mo»esz my±le¢ o poªo»eniach i p¦dach cz¡stki) na wyj±-
ciowych klonach ze ±rednimi na stanie wej±ciowym.

c) Porównaj wariancj¦ kwadratur na wyj±ciowych klonach z wariancjami na stanie wej±ciowym.

d) Czy ten schemat klonowania jest lepszy czy gorszy od tego który analizowali±my na ¢wiczeniach?


