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Zadanie 1. Pomiar jednoczesny poªo»enia i p¦du Rozwa»my cz¡stk¦ kwantow¡ S poruszaj¡c¡ si¦
w jednym wymiarze, z któr¡ zwi¡zane s¡ operatory poªo»enia i p¦du (bezwymiarowe) x̂S, p̂S, speªniaj¡ce
[x̂S, p̂S] = i. Cz¡stka w chwili pocz¡tkowej znajduje si¦ w stanie |ψ⟩S. Rozwa» protokóª jednoczesnego
pomiaru poªo»enia i p¦du w którym cz¡stka S oddziaªuje z dwoma �urz¡dzeniami pomiarowymi� M1 i M2

poprzez ewolucj¦ unitarn¡:

|Ψ⟩SM1M2 = U |ψ⟩S ⊗ |0⟩M1,M2 , U = e−i(x̂S p̂M1
−p̂S x̂M2

), (1)

gdzie |0⟩M1,M2 jest stanem pocz¡tkowym urz¡dzenia pomiarowego. Po zadziaªaniu operacji U mierzone jest
poªo»enie (xM1) i p¦d (pM2) odpowiednio urz¡dze« pomiarowychM1 iM2. W wyniku pomiaru uzyskujemy
pewien ª¡czny rozkªad prawdopodobie«stwa pomiaru poªo»enia i p¦du J(x, p) na stanie |ψ⟩S

a) W obrazie Heisenbegra, przewoluuj operatory pomiarowe xM1 , pM2 tak by móc dziaªa¢ nimi bezpo±red-
nio na stan wej±ciowy |ψ⟩S ⊗ |0⟩M1,M2 . Nazwijmy przewoluowane operatory x̃M1 , p̃M2

b) Rozwa» operatory δx̂ = x̃M1 − x̂S i δp̂ = p̃M2 − p̂S, które mo»na traktowa¢ jako operatory reprezen-
tuj¡ce ró»nic¦ operatora efektywnie mierzonego na cz¡stce i idealnego pomiaru poªo»enia lub p¦du.
Patrz¡c na posta¢ δx̂ oraz δp̂ jaki wybraª(a)by± stan |0⟩M1,M2 aby pomiar ª¡czny byª jak najbli»szy
idealnym niezale»nym pomiarom poªo»enia i p¦du i nie wyró»niaª »adnego z nich.

c) [TRUDNE] Bior¡c stan |0⟩M1,M2 wydedukowany w poprzednim podpunkcie, wyka» »e odpowiadaj¡cy
temu modelowi zbiór operatorów pomiarowych Πx,p dziaªaj¡cych na S reprezentuj¡cy taki pomiar
ª¡czny [czyli t.»e J(x, p) = Tr(|ψ⟩⟨ψ|Πx,p)] jest postaci:

Πx,p =
1

2π
|(x, p)⟩⟨(x, p)|, |(x, p)⟩ = 1

π1/4

∫
dx′ e

−(x′−x)2

2 eipx
′|x′⟩ (2)

gdzie |(x, p)⟩ jest tzw. stanem koherentnym o ±redniej warto±ci poªo»enia i p¦du odpowiednio x i p.
Tym samym mamy bardzo ªadn¡ interpretacj¦ ª¡cznego pomiaru poªo»enia i p¦du jako rzutowania
na stany koherentne:

J(x, p) =
1

2π
|⟨ψ|(x, p)⟩|2 (3)

Uwaga: w optyce kwantowej, taki rozkªad prawdopodobie«stwa pochodz¡cy z rzutowania stanu na
stany koherentne nosi nazw¦ reprezentacji Q Hussimi.


