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Zadanie 1 (5 pkt) Na wykªadzie wyprowadzaj¡c optymaln¡ strategi¦ Bayesowsk¡ estymacji fazy dla N
równolegªych kanaªów otrzymali±my wynik, »e minimalny koszt Bayesowski wyra»a si¦ wzorem:
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. Przy wyprowadzeniu zaªo»yli±my, »e optymalny pomiar kowariantny zadany jest przez Π0 = |e⟩⟨e|, gdzie
w notacji obsadzeniowej |e⟩ =

∑N
n=0 |n,N − n⟩. Udowodnij, »e rzeczywi±cie mieli±my prawo na tego typu

zaªo»enie, tzn udowodnij, »e

min
Π0,|Ψ⟩

⟨Ψ|
∫

dφU †
φΠ0Uφ sin

2(φ/2)|Ψ⟩ ≥ min
|Ψ⟩

⟨Ψ|
∫

dφU †
φ|e⟩⟨e|Uφ sin

2(φ/2)|Ψ⟩.

Wskazówka. Skorzystaj z faktu, »e Π0 ≥ 0, a to w poª¡czeniu z tym, »e wiemy »e na diagonali musi mie¢
1 prowadzi do wniosku, »e warto±ci bezwzgl¦dne wyrazów pozadiagonalnych nie mog¡ by¢ wi¦ksze ni» 1.
Zwró¢ te» uwag¦, »e bez utraty optymalno±ci mo»emy ograniczy¢ si¦ do dodatnich wspóªczynników cn,
rozwa»aj¡c ogólny stan |Ψ⟩ =

∑
n cn|n,N − n⟩.

Zadanie 2 (5 pkt) Wyprowadzaj¡c optymaln¡ strategi¦ Bayesowsk¡ estymacji fazy dla N równolegªych
kanaªów, otrzymali±my, »e optymalny stan ma posta¢:

|Ψ⟩ =
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cn|n,N − n⟩, gdzie cn =
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)
. (1)

Wiemy, »e robi¡c estymacj¦ Bayesowsk¡ i u»ywaj¡c stanu N00N, |ΦN⟩ = 1√
2
(|N, 0⟩+|0, N⟩), nie uzyskaliby±my

nic ciekawego z uwagi na to, »e stan N00N nie jest w stanie rozró»nia¢ faz ró»ni¡cych si¦ o wielokrotno±ci
2π/N . Rozwa»my jednak nast¦puj¡cy stan, który jest iloczynem tensorowym stanów N00N o liczbach
fotonów b¦d¡cych kolejnymi pot¦gami 2:

|ΨKitaev⟩ =
K=log2(N+1)−1⊗

k=0

|Φ2k⟩, (2)

przy czym zakªadamy, »e K = log2(N + 1) jest liczb¡ naturaln¡. Zwró¢ uwag¦, »e w sumie wykorzys-
tujemy N cz¡stek. Stan ten pojawia si¦ w tzw. algorytmie estymacji fazy Kitaeva, który jest wa»nym
elementem kwantowego algorytmu Shora rozkªadu liczby na czynniki pierwsze. Dla tego stanu nie po-
jawia si¦ ju» problem niejednoznaczno±ci estymowanej fazy i wraz ze zwi¦kszaniem N b¦dziemy mogli
estymowa¢ faz¦ coraz dokªadniej. Sprawd¹ jak b¦dzie zachowywaª si¦ minimalny koszt Bayesowski dla
tego stanu. Porównaj, ze strategi¡ nie wykorzystuj¡c¡ w ogóle spl¡tania cz¡stek. Wskazówka. Wygod-
nie jest u»ywa¢ notacji, |i0⟩ ⊗ · · · ⊗ |iK⟩, gdzie ik ∈ {0, 1} i stan |ik = 0⟩ oznacza stan |0, 2k⟩ a stan
|ik = 1⟩ oznacza stan |2k, 0⟩ w ramach przestrzeni w której »yje k-ty stan N00N. Zwró¢ uwag¦, »e wtedy
U⊗N
φ |i0⟩ ⊗ · · · ⊗ |iK⟩ = eiφ2

0i0 |i0⟩ ⊗ · · · ⊗ eiφ2
K iK |iK⟩. Zaªó», »e optymalny pomiar kowariantny jest postaci

Π0 = |f⟩⟨f |, gdzie |f⟩ =
∑1

i0,...,iK=0 |i0⟩ ⊗ · · · ⊗ |iK⟩ (je±li potra�sz udowodnij to).


