Kwantowa Teoria Pomiaru 1 Estymacj:

Seria 3

do oddania na 18.11.2016

Zadanie 1 (3 pkt) Rozwaz model pomiaru dwoch niezaleznych zmiennych losowych zq, x5 t.ze:
x1 ~ N (0,07 (1)

N(b,0%) 6>0
2 {N(@, 20%) <0 2)

gdzie zapis © ~ N(0,0%) oznacza, ze rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej losowe = jest rozkltadem
gaussowskim o $redniej 6 i wariancji o2. Przyjmujac, ze o jest znana a estymowanym parametrem jest
0 postaraj sie wykaza¢ korzystajac z nierownosci Cramera-Rao, ze optymalnym estymatorem w obszarze
0 > 0 jest é(wl,m) = %(ml + x5), a w obszarze 6 < 0 jest é(l‘l,ﬂ'}g) = %(Qxl + x9). Tym samym wykazesz,
ze nie istniej jeden estymator gwarantujacy minimalng wariancje w caltym obszarze parametrow.

Zadanie 2 (2 pkt) Rozwaz uogdlnienie nier6wnosci Cramera-Rao na przypadek estymacji funkeji od
parametru g(6). Wykaz, ze jesli pg(x) jest rodzing rozktadow prawdopodobieristwa obserwowanych zdarzer
to dla dowolnego nieobcigzonego estymatora g(x) zachodzi:

2~ 9’(9)2
A%g > Ia (3)

gdzie ¢'(0) = d“‘é—(:) a I jest informacja Fishera dla py(z).

Zadanie 3 (2 pkt) Mowimy, ze py(x) nalezy do rodziny wykltadniczych rozktadow prawdopodobienstwa
wtedy i tylko wtedy gdy:

pe(ﬂf) _ 6a(9)+b(z)+c(€)d(x) (4)
Wykaz, ze w tym przypadku zawsze istnieje funkcja g(6) dla ktorej istnieje estymator efektywny tzn. wysy-
cajacy nierowno$¢ Cramera-Rao. Podaj te funkcje. Bardzo wiele znanych rozktadéw prawdopodobienstwa

nalezy do tej rodziny (patrz http://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_family).
Zadanie 4 (3 pkt) Rozwaz model probabilistyczny, w ktérym obserwowane jest N niezaleznych zmien-
nych losowych z,,, (n =0,..., N — 1), gdzie x, ~ N(an + b, 0?) (zalezno$¢ liniowa + szum gaussowski).

a) Zapisz macierz Fishera odpowiadajaca zagadnieniu estymacji dwu-parametrowej w ktorej staramy
sie wyestymowaé parametry prostej a i b.

b) Zapisz dolne ograniczenie wynikajace z nieréwnosci Cramera-Rao na najmniejsza mozliwa niepewnosé
estymacji Aa i Ab. Ktory z parametrow jest “latwiejszy” do wyestymowania?

¢) Podaj estymatory wysycajace te nierownos¢. Sprawdz czy to te same estymatory, ktore wynikaja z
zastosowanie heurystycznej metody najmniejszych kwadratow



