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Zadanie 1 (3 pkt) Rozwa» cz¡stk¦ o spinie 1/2, przygotowan¡ w chwili pocz¡tkowej w stanie |ψ0⟩ =
1√
2
(| ↑⟩ + | ↓⟩), gdzie | ↑⟩, | ↓⟩ odpowiadaj¡ stanom wªasnym operatora σz. Cz¡stka umieszczona zostaªa

w jednorodnym polu magnetycznym w kierunku z. Hamiltonian opisuj¡cy dynamik¦ cz¡stki jest postaci
H = −µBσz, gdzie µ moment magnetyczny cz¡stki.

a) Podaj stan cz¡stki po czasie t.

b) Wyobra¹my sobie, »e poza umieszczeniem cz¡stki w jednorodnym polu magnetycznym jak wy»ej,
na cz¡stce przez caªy czas t wykonywane s¡ pomiary rzutowe spinu w kierunku x (np. idealnym
urz¡dzeniem Sterna-Gerlacha), w odst¦pie czasu δt. Zapisz wyra»enie na prawdopodobie«stwo, »e
cz¡stka po ka»dym pomiarze b¦dzie pozostawaªa w stanie pocz¡tkowym |ψ(0)⟩. W jakiej granicy
mo»na powiedzie¢, »e cz¡stka pozostaje zamro»ona w stanie pocz¡tkowym.

c) Zastanów si¦ jako±ciowo nad tym co by si¦ zmieniªo gdyby zamiast pomiaru rzutowego, wykona¢
sªaby pomiar spinu w kierunku x, zgodnie np. z modelem pomiaru Sterna-Gerlacha dyskutowanym
na drugim wykªadzie.

Zadanie 2 (3 pkt) Rozwa» model pomiaru dwóch niezale»nych zmiennych losowych x1, x2 t.»e:

x1 ∼ N (θ, σ2) (1)

x2 ∼

{
N (θ, σ2) θ ≥ 0

N (θ, 2σ2) θ < 0
(2)

gdzie zapis x ∼ N (θ, σ2) oznacza, »e rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej losowe x jest rozkªadem
gaussowskim o ±redniej θ i wariancji σ2. Przyjmuj¡c, »e σ jest znana a estymowanym parametrem jest
θ postaraj si¦ wykaza¢ korzystaj¡c z nierówno±ci Cramera-Rao, »e optymalnym estymatorem w obszarze
θ ≥ 0 jest θ̃(x1, x2) =

1
2
(x1 + x2), a w obszarze θ < 0 jest θ̃(x1, x2) =

1
3
(2x1 + x2). Tym samym wyka»esz,

»e nie istniej jeden estymator gwarantuj¡cy minimaln¡ wariancj¦ w caªym obszarze parametrów.

Zadanie 3 (2 pkt) Rozwa» uogólnienie nierówno±ci Cramera-Rao na przypadek estymacji funkcji od
parametru g(θ). Wyka», »e je±li pθ(x) jest rodzin¡ rozkªadów prawdopodobie«stwa obserwowanych zdarze«
to dla dowolnego nieobci¡»onego estymatora g̃(x) zachodzi:

∆2g̃ ≥ g′(θ)2

F
(3)

gdzie g′(θ) = dg(θ)
dθ

a F jest informacj¡ Fishera dla pθ(x).



Zadanie 4 (2 pkt) Mówimy, »e pθ(x) nale»y do rodziny wykªadniczych rozkªadów prawdopodobie«stwa
wtedy i tylko wtedy gdy:

pθ(x) = ea(θ)+b(x)+c(θ)d(x) (4)

Wyka», »e w tym przypadku zawsze istnieje funkcja g(θ) dla której istnieje estymator efektywny tzn. wysy-
caj¡cy nierówno±¢ Cramera-Rao. Podaj t¦ funkcj¦. Bardzo wiele znanych rozkªadów prawdopodobie«stwa
nale»y do tej rodziny (patrz http://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_family).


