Kwantowa Teoria Pomiaru 1 Estymacj:

Seria 4

do oddania na 23.11.2012

Zadanie 1 (4 pkt) - dopasowanie prostej Rozwaz model probabilistyczny, w ktorym obserwowane
jest N niezaleznych zmiennych losowych z,, (n = 0,...,N — 1), gdzie x, ~ N(an + b,0?) (zalezno$¢
liniowa + szum gaussowski).

a) Zapisz macierz Fishera odpowiadajaca zagadnieniu estymacji dwu-parametrowej w ktorej staramy
sie wyestymowa¢ parametry prostej a i b.

b) Zapisz dolne ograniczenie wynikajace z nieréwnosci Cramera-Rao na najmniejsza mozliwa niepewnosé
estymacji Aa i Ab. Ktory z parametrow jest “latwiejszy” do wyestymowania?

¢) Podaj estymatory wysycajace te nierownos¢. Sprawdz czy to te same estymatory, ktore wynikaja z
zastosowanie heurystycznej metody najmniejszych kwadratow

Zadanie 2 (6 pkt) - estymator najwiekszej wiarygodno$ci Rozwaz N niezaleznych realizacji (i =
0,...,N — 1) dwuwarto$ciowej zmiennej losowej x; € {0,1}, gdzie p(z; = 0) = p, p(z; = 1) = 1 — p.
Rozwaz zagadnienie estymacji parametru p. Zwr6oé¢ uwage, ze interesowac¢ nas bedzie tylko liczba zer i
jedynek uzyskanych w N realizacjach a nie kolejnosé¢ w jakiej wystepowatly.

a) Co moéwi nieréwnosé Cramera-Rao na temat najlepszej mozliwej precyzji estymacji p
b) Czy nieréwnos¢ Cramera-Rao da sie wysyci¢ dla skoniczonego N7 Jaki jest optymalny estymator?

¢) Czy w zwiazku z tym rozwazany rozklad prawdopodobienstwa nalezy do wyktadniczej rodziny
rozkltadow prawdopodobienstwa (patrz zadanie 4 seria 3)

d) Wyobraz sobie, ze w istocie p = sin?(0/2), gdzie 6 € [0, 7] i interesuje nas estymacja parametru 6, a
nie po prostu p. Wyprowadz ograniczenie Cramera-Rao na Af

e) Okazuje sie (sprawdz), ze tym razem nie istnieje estymator ¢ wysycajacy ograniczenie Cramera-
Rao dla skoriczonego N? Mozemy jednak sprobowaé zastosowaé¢ numerycznie metode estymatora
najwiekszej wiarygodnosci w celu estymowania 6. Zrob co nastepuje:

e Napisz program generujacy N realizacji zmiennej losowej z;, t.ze p(x; = 0) = sin?(0/2), p(z; =
1) = cos?(0/2), dla pewnego ustalonego 6 (np. 7/3, 7/2, 2/37) i N (np. N = 10). Takie N
realizacji nazwiemy pojedynczym eksperymentem

e Wygeneruj dane dla k (k =~ 1000, albo wiecej) eksperymentow

e Dla kazdego z eksperymentow znajdz estymator najwiekszej wiarygodnosci O,

e Wykonaj histogram uzyskanych wartosci estymatoréw i oblicz rozrzut (odchylenie standardowe)
- bedzie to dobre przyblizenie niepewnosci estymacji Af. Poréwnaj z ograniczeniem Cramera-
Rao



e Powtorz powyzsze kroki dla réznych N, np w przedziale od 1 do 10000 (oczywiscie nie dla
wszystkich N tylko co ktores...). Narysuj wykres: precyzja estymatora w funkcji NV nalozone
na ograniczenie Cramera-Rao i oceni na oko kiedy estymator najwiekszej wiarygodnosci zacznie
asymptotycznie wysyca¢ nierownosé Cramera-Rao (np. przyjmujac kryterium, ze bedzie wysy-
ca¢ gdy niepewno$¢ estymatora bedzie sie rozni¢ nie bardziej niz 1% od ograniczenia Cramera-
Rao). Najlepiej rysowac AOVN , zamiast Aé, i poréwnywacé z ograniczeniem Cramera-Rao dla
pojedynczej realizacji zeby wszystko nie spadato na wykresie do zera.



