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Streszczenie

W pracy tej omawiam i modyfikuje model rynkéw finansowych zaproponowany ostatnio przez
Pawla Sieczke i Janusza A. Holysta z Politechniki Warszawskiej. Czes¢ monograficzna za-
wiera opis tego modelu oraz innych powszechnie uzywanych modeli. Wyniki uzyskane przez
autorow odtwarzaja wiele faktow stylizowanych znanych z rzeczywistych rynkow. Przedsta-
wiam takze wyniki moich badan nad modelem Sieczki-Hotysta, idacych dalej niz to, co byto
zaprezentowane w pracach autoréw. Wreszcie, badam dogtebniej jedna z mozliwych mody-

fikacji modelu, wskazujac, do jakich wynikéw prowadzi.
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Modelowanie rynkéw finansowych stanowi palacy problem, zwtaszcza ostatnio, w zwiazku
z wciaz trwajacym $wiatowym kryzysem finansowym. Tego typu problematyka nalezy takze
do kanonicznej problematyki ekonofizyki. Ekonofizyka traktuje rynek, podobnie jak ztozony
uktad fizyczny, co okazuje sie owocne, gdyz na tej drodze udaje sie uzyskaé¢ wiele intere-
sujacych cech rynkow. Szczegélnie warte uwagi jest stosowane przez ekonofizyke podejscie
oparte na modelu Isinga lub jego réznych uogélnieniach. Odtwarza ono szereg faktow styli-
zowanych, np. grube ogony rozktadu dochodéw czy dlugozakresowe korelacje absolutnych
dochodéw!. To z pewnoécia stanowi istotna zachete do zajmowania sie tego typu mode-
lami. Poza tym, pomimo ponad dwoch dekad preznego rozwoju ekonofizyki, nadal nie mamy
prostego i klarownego modelu, ktory odtwarzatby wszystkie znane fakty stylizowane dotyczace
rzeczywistych rynkow. Warto zatem sie tym zajmowaé, bo pozostato tutaj jeszcze wiele do
zrobienia.

W niniejszej pracy omawiam i modyfikuje model zaproponowany ostatnio przez Sieczke i Holysta
[16, 15]. Co wiecej, przedstawiam zbudowane dotychczas modele.

Glownym celem pracy jest odtworzenie wynikéw zawartych w pracach |16, 15|, a nastepnie
systematyczne zbadanie wtasnosci modelu. Bedzie to zrealizowane na bazie symulacji kom-
puterowych, metoda dynamiki stochastycznej [17]. Praca sktada sie z czesci monograficznej,
w ktorej omawiam uzywane powszechnie modele oraz model Sieczki-Hotysta, zwany dalej
modelem progowym. Pokaze, ze wyniki uzyskane przez autoréw odtwarzaja dobrze wiele fak-
tow stylizowanych znanych z rzeczywistych rynkéw. W drugiej czesci przedstawiam wyniki
badan wtasnych i omawiam jedng z mozliwych modyfikacji modelu wskazujac, do jakich

wynikéw prowadzi.

'"Uwage te przytoczylem za artykulem [16].



Rozdzial 2
Inspiracje

2.1. Model Isinga

Model Isinga to model matematyczny, ktéry wykorzystuje sie w mechanice statystycznej, aby
bada¢ przemiany fazowe. Stworzyl go Wilhelm Lenz w 1920 roku [11], pierwotnie byl to
model probujacy, w bardzo uproszczony sposob, opisaé strukture ferromagnetyka. W modelu
tym rozpatruje sie uktad N ustalonych punktéw, ktore nazywamy weztami sieci. Tworza one
n-wymiarowa periodyczna sie¢, gdzie n = 1,2,3. W kazdym wezZle sieci zlokalizowana jest
zmienna spinowa s; (i=1, ..., N), przyjmujaca wartos¢ +1 lub —1. Poza tym w uktadzie
nie ma zadnych innych stopni swobody. Gdy s; = +1, to méwimy, ze na i-tym wezle spin
skierowany jest do goéry, natomiast gdy s; = —1, to méwimy, ze jest on skierowany do dotu.
Zbior {s;, i =1,..., N} wyznacza konfiguracje catego uktadu.

Spiny oddziatuja ze soba: energia oddziatywania kazdej pary spinéw moze przyjmowac jedna
z dwoéch wartosci, ktéra zalezy od tego, czy ich wzajemna orientacja jest zgodna, czy prze-
ciwna. Hamiltonian modelu Isinga uwzgledniajacego oddzialtywania miedzy spinami zlokali-
zowanymi w najblizej sasiadujacych weztach oraz zewnetrzne pole magnetyczne mozna przed-

stawi¢ w postaci

1
H = —2<Z:>Jij57;8j —Zhisi, (21)
,] 7

gdzie sumowanie w pierwszym skladniku odbywa sie po wszystkich sasiadujacych ze soba
parach spinow zlokalizowanych w weztach 7, j. Parametr J;; jest catkg wymiany i przyjmuje

nastepujace wartodci zalezne od charakteru oddzialywan miedzy spinami:
e J;j > 0 — oddzialywanie ferromagnetyczne,
e J;j <0 — oddzialywanie antyferromagnetyczne,

e J;j = 0 — para spinéw nie oddzialuje ze soba.



h; jest energia i-tego spinu w zewnetrznym polu magnetycznym.

Prosta zamiana oznaczenl pozwala zastosowa¢ model Isinga do opisu uktadéw innych niz fer-
romagnetyk, np. gaz sieciowy (zbior atomoéw, ktorych potozenia moga przyjmowaé tylko
dyskretne wartosci) czy stop podwojny (czyli dwusktadnikowy).

Dotychczas rozwiazano écisle model Isinga dla przypadku jednowymiarowego. Zrobit to
w 1925 roku Ernst Ising [9]. Rozwiazano takze przypadek dwuwymiarowy z zerowym zewnetrz-
nym polem magnetycznym (czego z kolei dokonal Lars Onsager w roku 1944 [12]). Na razie

przypadek dwuwymiarowy w niezerowym zewnetrznym polu jest nierozwigzany!.

2.2. Model zbiorowego zachowania Granovettera

Inspiracja do sformutowania modelu progowego byt model zbiorowego zachowania przedsta-
wiony w pracy Granovettera [5].

Modele zbiorowego zachowania opisuja sytuacje, w ktorych aktorzy maja wybér pomiedzy
alternatywami. Konsekwencje danego wyboru zalezg od tego, jak wielu pozostatych aktoréw
wybierze dang alternatywe. Kluczowym pojeciem jest tutaj prdg (ang. threshold), czyli liczba
lub proporcja pozostatych aktoréw, ktorzy podejmuja decyzje, zanim dany aktor to zrobi.
Jest to punkt, w ktérym korzyéci netto zaczynaja przekraczaé¢ koszty netto dla tego aktora.
Dzieki takim modelom, opierajac sie na rozktadzie progdéw, mozemy obliczyé ostateczng lub
rownowagowa liczbe aktoréw podejmujacych dang decyzje. Warto zauwazy¢, ze w przypadku
tych modeli grupy o bardzo podobnych érednich preferencjach moga dawaé bardzo rézne za-
chowania; w zwiazku z tym jest bardzo ryzykowne wyciaga¢ wnioski co do indywidualnych
cech poszczegélnych aktoréw na podstawie koricowych rezultatéw.

Przyktadowe zastosowania modeli zbiorowego zachowania to symulowanie wybuchu i rozwoju
buntéw i rozruchéw, rozprzestrzenianie sie¢ innowacji lub plotek, strajki, gtosowania czy tez
migracje.

Przyktad buntu wyjatkowo dobrze obrazuje istote modeli zbiorowego zachowania. Koszt
wlaczenia sie maleje razem z wielkoscig buntu. Zaktadamy, ze aktorzy sa racjonalni i dazg do
maksymalizacji swojej uzytecznosci. Indywidualne réznice sa tym, na co zwraca sie najwieksza
uwage. Poszczegblni aktorzy maja rézne ,poziomy bezpieczenistwa”, od ktérych zalezy, kiedy
zdecyduja dotaczyé sie do buntu; réznig sie takze korzysciami, ktore uzyskuja w wyniku tego
wlaczenia sie. Jak to byto powiedziane powyzej, kluczowym pojeciem stuzacym do opisu tych
réznic pomiedzy aktorami jest pojecie progu. Prog danego aktora moze by¢ zdefiniowany jako
czes¢ grupy aktorow, ktora przystapi do buntu, zanim zrobi to on. Radyka? (ang. radical)
bedzie mial niski prog; korzysci ze wstapienia do buntu beda dlan wysokie, koszt aresztowa-

nia — niski. Niektorzy przystapia do buntu, nawet jesli nikt inny tego nie zrobi. Maja oni

!Oczywiscie, problem polega na znalezieniu rozwigzania analitycznego, bo rozwigzania numeryczne (z kon-

trolowana dokladnoscia) sa znane. Model Isinga przedstawilem na podstawie [13] oraz [7]



prog 0% i nazywaja sie instigators (podzegacze, prowokatorzy). Z kolei konserwatysci (ang.
conservatives) maja wysoki prog, jako ze odnosza marne korzysci lub wrecz ponosza straty
z wstagpienia do buntu, a koszty aresztowania sa dla nich wysokie. Tu tez mamy przypadek
skrajny - osoby, ktore nie przystapia do buntu w zadnych okolicznosciach - ¢i majg prog 100%.
Niezaleznie od rodzaju zastosowania modelu, jego cel jest zawsze taki sam: przewidzieé, opie-
rajac sie na poczatkowym rozktadzie progbéw, ostateczng liczbe lub proporcje aktoréw, podej-
mujacych kazda z alternatywnych decyzji. Latwo sie przekonaé, ze — co juz byto powiedziane
— wycigganie wnioskow o indywidualnych cechach na podstawie koricowych rezultatéw moze
byé¢ tu mylace. Dwa bardzo podobne rozktady progéw moga daé w rezultacie: jeden — bunt

z udziatem wielu oséb, drugi — jednostkowy incydent.

2.3. Model Iori

2.3.1. Wprowadzenie

Przedstawie teraz model, ktéry jest bardzo podobny do modelu progowego, jesli chodzi
o lokalna dynamike. Jego autorem jest Giulia Iori, a zostal on opisany w artykule [8]. W mo-

2 oznacza agenta, czyli

delu tym rozpatrujemy macierz L X L, gdzie kazdy wezet i =1,...,L
inwestora. Polaczenia miedzy weztami oznaczaja oddzialywania miedzy agentami. Kazdy
z agentow oddzialuje tylko ze swoimi czterema najblizszymi sasiadami: u géry, u dotu, z lewej
i z prawej, przy czym obowigzuja periodyczne warunki brzegowe — agenci na samej gorze
macierzy oddzialuja z odpowiednimi agentami na samym dole, a ci z prawego brzegu oddzia-
tuja z tymi z brzegu lewego. Innymi stowy macierz interakcji w tym modelu ma topologie
torusa.

Na poczatku kazdy z agentow ma taki sam kapital, ztozony z dwoch waloréw: gotowki M;(0)
oraz N;(0) jednostek akcji. W kazdym kroku czasowym t dany agent, i, podejmuje jedng
z trzech akcji reprezentowana przez zmienna S;(t), ktéra moze przyjmowaé jedna z trzech
wartodci: +1, jesli kupuje jedna jednostke akcji, —1, jesli ja sprzedaje lub 0, gdy pozostaje
nieaktywny. Decyzja, ktora podejmuje agent, jest ograniczona przez jego zasoby (agent moze
nie by¢ w stanie kupi¢ lub sprzeda¢ ze wzgledu na niedobér gotowki lub akcji) oraz przez
warunek, ze moze on kupowaé/sprzedawaé tylko jedna jednostke akcji w jednym kroku cza-
SOwym.

Oprécz agentow-handlowcow w modelu wystepuje market maoker, ktérego zadanie polega na
realizacji zlecenn kupna/sprzedazy i dostosowywaniu cen. Market maker takze pojawia si¢ na
rynku z pewnym poczatkowym zasobem pieniedzy oraz akcji i ten zasob, zmieniajac sie w cza-
sie, ogranicza jego mozliwosci kupna/sprzedazy, jednak jego decyzja inwestycyjna w danym
kroku czasowym nie jest ograniczona do jednej jednostki akcji, jak to bylo w przypadku

pozostatych inwestoréw.



2.3.2. Podejmowanie decyzji przez agenta

W kazdym kroku czasowym agent podejmuje decyzje na podstawie dwdch czynnikow:

1. Zagregowane] opinii czterech najblizszych sasiadéw, z ktérymi oddziatuje, reprezen-
towanej przez czton Sj(f), gdzie j oznacza numer agenta, z ktérym zachodzi oddziaty-
wanie, za$ t oznacza czas pomiedzy poczatkiem a konicem danego okresu czasowego t,
tzn. wystepowanie w danym miejscu zmiennej £ sygnalizuje nam, ze w tym miejscu
zmiany w ukladzie nastepuja na biezaco, jedna po drugiej, a nie wszystkie naraz na

konicu danego okresu czasowego t.

2. Swojej whasnej opinii o stanie rynku, ktora jest reprezentowana przez zmienna v;(t),

bedaca zmienna losowa z rozkladu jednostajnego na przedziale [—1, 1].

Sktadajac te dwa elementy i dodajac do pierwszego z nich macierz interakcji J;; (mierzaca
wplyw, ktory wywiera na i-tego agenta decyzja S; jego sasiada j), za$ do drugiego — parametr
A, wyrazajac site indywidualnej opinii i-tego agenta, otrzymujemy zagregowany sygnat Y;(f),
na podstawie ktorego i-ty agent podejmuje decyzje inwestycyjna:

Yi(t) =Y Ji;Si (1) + Avy(t). (2.2)

(i,)

(1,7) oznacza, ze suma jest wykonywana po najblizszych sasiadach agenta i. Przyjeto, ze
macierz interakcji jest symetryczna, choé¢ w ogélnosci nie musiatoby tak by¢.
Decyzja inwestycyjna jest podejmowana na podstawie powyzszego sygnatu oraz tarcia (ang.
friction), ktore moze by¢ interpretowane np. jako koszt transakcji, ktory jest inny dla kazdego
agenta. W tym modelu tarcie zostalo odtworzone przez indywidualny prog aktywacji &(t).

Sygnal Y;(t) musi przekroczyé ten prog, jesli agent zdecyduje si¢ na handlowanie. Podej-

mowanie decyzji przez agenta opisane jest przez nastepujace rownania dyskryminacji:
Si) =1 jesli Yi(f) > &),
SiB) =0 jesli —&(t) < Vi(d) < &(1), (2.3)
Si(f) = —1 jesli Y;(t) < —=&(2).
Wartosci &;(t) sa inicjowane zmiennymi losowymi z rozkltadu Gaussa z poczatkowa wariancja
0¢(0) i $rednig rowng 0. Z okresu na okres wartodci te zmieniaja si¢ dla kazdego agenta

proporcjonalnie do ruchéw cen akcji.

2.3.3. Ustalenie wolumenu i ceny. Wyniki symulacji

Gdy juz proces podejmowania decyzji sie skoniczy, inwestorzy i jednocze$nie market maker
sktadajg swoje zlecenia i ma miejsce handel po pojedynczej cenie. Market maker okresla
zagregowany popyt na akcje D(t) oraz zagregowana podaz akcji Z(t) w czasie t:

D= Y S, zZh=- Y S (2.4)

i:Si(t)>0 ’L':Si(t)<0



oraz wolumen V' (t) = Z(t) + D(t) i dostosowuje cene akcji zgodnie z formuta:

P(t+1) = P(t) (Zg)a, (2.5)

gdzie

V(t)
L2
L? to liczba agentéw, ktora jednoczeénie oznacza maksymalng liczbe akcji mogacych byé

a=a

(2.6)

w obrocie w kazdym kroku czasowym.
Zmienno$¢ o(t) na rynku moze by¢ zdefiniowana jako warto$¢ bezwzgledna logarytmicznej

stopy zwrotu r(t):

P(t)
t)=1 t) = |r(t)|. 2.7
1) = lo ey, (1) = () 1)
Zmiany cen wplywaja na zmiane progu w nastepnym okresie czasowym:

&Gt+1) = gi(t)P(]Z(i)l)'

Jak widzimy, w modelu jest zachowana symetria pomiedzy kupowaniem a sprzedawaniem.

(2.8)

Autorce pracy udato sie odtworzy¢ takie fakty stylizowane jak grupowanie wariancji, pozyty-
whna korelacja miedzy wolumenem a zmiennodcia, potegowy zanik funkcji autokorelacji modutu
stopy zwrotu czy grube ogony rozkladu stép zwrotu. Trzeba jednak zaznaczyé, ze te rzeczy

byty odtwarzane tylko dla niektérych parametréw modelu.

2.4. Model Bornholdta

2.4.1. Wprowadzenie. Fundamentalisci

Wazng inspiracja dla sformutowania modelu progowego byt takze model Bornholdta. Po raz
pierwszy zostal on przedstawiony w pracy [1], a nastepnie rozwiniety w [10] przez Taisei Kaizojiego,
Stefana Bornholdta i Yoshi Fujiware. Model ten nadaje sie do opisywania zmian cen waloru

w krotkich okresach czasu, np. w ciagu jednego dnia.

W modelu Bornholdta mamy dwa typy uczestnikow rynku: m fundamentalistow (ang. funda-
mentalists) i n oddziatujgcych handlowcow (ang. interacting traders). Ci pierwsi sg wrazliwi
jedynie na zmiany ceny. Znaja oni fundamentalna wartosé¢ akeji p*(t) — jesli rzeczywista cena
p(t) jest ponizej tej wartosci, beda oni kupowa¢ akcje, jako ze uwazaja je za niedoszacowane.
Jedli jest powyzej, beda akcje sprzedawaé, uwazajac je za przeszacowane i przez to ryzykowne

instrumenty. Zatem ich zbiorowe zlecenie kupna/sprzedazy bedzie wygladato nastepujaco:
2" (t) = am(Inp*(t) — np(1)), (2.9)

gdzie m to liczba fundamentalistéw, natomiast a jest parametrem okreslajacym, jak mocno

fundamentalisci reaguja na dang réznice miedzy wartodcia fundamentalng a rynkowa waloru.
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2.4.2. Oddzialujacy handlowcy

Przejdzmy do charakterystyki oddziatujacych handlowcéw. Sg oni opisywani przez zmienng
si, gdzie i = 1,...,n, oznacza numer handlowca. Zmienna ta moze przyjmowaé dwie wartosci
zaleznie od tego, czy w danym okresie czasu handlowiec kupuje (wartos¢ +1) czy sprzedaje
(—1) akcje.
Rozwazmy teraz nastepujaca strategie inwestycyjna i-tego agenta:

1
1 + exp(—25h;(1))

si(t+1) =41 z prawdopodobienstwem p = (2.10)

lub
si(t+1) = —1 =z prawdopodobienstwem 1 — p, (2.11)

gdzie h;(t) jest lokalnym polem modelu spinowego, decydujacym o strategii i-tego handlowca,
natomiast 8 jest parametrem petnigcym role odwrotnej temperatury.

Decyzja, jaka podejmuje kazdy oddziatujacy handlowiec zalezy od dwédch czynnikéw: in-
formacji lokalnej (ang. local information) i globalnej (ang. global information). Informa-
cje lokalna tworzy zachowanie si¢ sasiednich (czyli znajomych) handlowcow. Zaktadamy, ze
kazdy oddziatujacy handlowiec pozostaje pod wplywem jedynie swych najblizszych sasiadéw
w odpowiednio zdefiniowanym sgsiedztwie. 7 kolei informacja globalna jest dana przez to,
czy handlowcy naleza do wickszosciowej (majority), czy mniejszosciowej (minority) grupy
sprzedajacych/kupujacych w danym okresie czasowym i przez to, jak liczne sa te grupy.
Asymetria w rozmiarach wiekszosciowej i mniejszo$ciowej grupy moze by¢ zmierzona wartoscia,

bezwzgledna magnetyzacji |M(t)|, gdzie

M(t) = si(t). (2.12)

1
s

Celem oddziatujacych handlowcow jest oczywiscie osiggniecie wzrostu kapitatu dzieki hand-
lowi. Wiedza oni, ze aby pomnozyé swoj kapital, konieczne jest pozostawanie w grupie
wiekszosciowej, cho¢ nie jest to warunek wystarczajacy, aby grupa wiekszosciowa powiek-
szyta sie w trakcie nastepnego okresu. Z drugiej strony, oddziatujacy handlowcy pozostajacy
w grupie wiekszosciowej beda oczekiwali, ze im wieksza jest wartos¢ |M (t)|, tym trudniejsze
bedzie dalsze powiekszanie rozmiaru tejze grupy. W zwiazku z tym oddzialujacy handlowcy
z grupy wiekszosciowej czasami przenosza sie do grupy mniejszoéciowej, aby uniknaé straty
kapitatu w wyniku krachu, ktérego prawdopodobienstwo ro$nie wraz z rozmiarami grupy
wiekszosciowej. Inaczej moéwiac oddziatujacy handlowcy z grupy wiekszosciowej staraja sie
unika¢ ryzyka tym mocniej, im wieksze sa rozmiary tej grupy. Sytuacja komplikuje sie jeszcze
bardziej, gdy zauwazymy, ze handlowcy z grupy mniejszosciowej mogg chcieé przeniesé sie do
grupy wiekszosciowej, by powiekszy¢ swoj kapital i ze handlowcy z grupy mniejszosciowej tym
chetniej podejmuja ryzyko, im wieksza jest grupa wiekszoéciowa. Podsumowujac: im wiek-

sza jest warto$¢ |M(t)|, tym wieksze jest prawdopodobienstwo, ze oddziatujacy handlowcy
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zmienia swoja grupe, niezaleznie od tego, czy jest to grupa wiekszosciowa, czy mniejszos-
ciowa. Zgodnie z [1]| lokalne pole h;(t) uwzgledniajace interakcje opisane powyzej moze by¢

dane przez

hit) =Y Ji;S;(t) — aS;(6)| ML), (2.13)
j=1

gdzie o > 0. Pierwszy czton odpowiada informacji lokalnej, z oddzialywaniem najblizszych
sasiadow J;; = J 1 J;; = 0 dla pozostatych par.
W omawianym modelu zatozono, ze nadmiarowy popyt na akcje oddziatujacych handlowcow
jest przyblizany przez wyrazenie

zl(t) = bnM(t), (2.14)

gdzie b jest liczba akcji, ktore agent kupuje lub sprzedaje w kazdym kroku czasowym.

2.4.3. Cena rynkowa i wolumen. Odtworzone fakty stylizowane

Zakladamy, ze na rynku istnieje system clearingowy, w ktérym market makerzy posrednicza
w handlu i dostosowuja cene rynkowa do wartosci clearingowej. Transakcja rynkowa jest
dokonywana, kiedy zlecenia zakupu zréwnuja sie ze zleceniami sprzedazy. W zwigzku z tym

réwnoéé popytu i podazy mozemy zapisaé jako
P (1) + 21 (t) = am[Inp*(t) — Inp(t)] + bnM(t) = 0. (2.15)

Stad mozemy obliczy¢ cene akcji:

b
Inp(t) = Inp*(t) + AM(t), A= ﬁ (2.16)

1 wolumen:
V(t) = an‘QM(t)'. (2.17)

Przypatrzmy sie rownaniu (2.16). Zgodnie z nim sytuacja, w jakiej znajduje sie rynek, moze

by¢ jedna z nastepujacych:
e Jesli M(t) =0, cena rynkowa p(t) jest tozsama z cena fundamentalna p*(t).
o Jesli M(t) > 0, cena rynkowa p(t) przewyzsza cene fundamentalna p*(¢) (rezim hossy).

e Jesli M(t) < 0, cena rynkowa p(t) jest mniejsza od ceny fundamentalnej p*(¢) (rezim

bessy).

Zgodnie z rownaniem (2.16) logarytmiczna stopa zwrotu dla rynku w modelu Bornholdta
Wynosi

Inp(t) —Inp(t —1) = (Inp*(t) —Inp*(t — 1)) + A(M(t) — M(t — 1)). (2.18)

Zat6zmy na chwile, ze tylko fundamentalidci uczestnicza w grze rynkowej. Wtedy z zasady

cena rynkowa p(t) jest zawsze rowna cenie fundamentalnej p*(t), a to oznacza, ze w tej
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sytuacji ma zastosowanie hipoteza efektywnego rynku®. Zgodnie z modelem efektywnego
rynku opisanym w [4], warto$¢ ceny fundamentalnej podlega bladzeniu losowemu. Skoro
ciagla granica bladzenia losowego jest proces gaussowski, gestos¢ prawdopodobieristwa loga-
rytmicznej stopy zwrotu r(t) = Inp(t)—In p(t—1) jest opisywana przez rozktad normalny. Nie-
stety, dla rzeczywistych rynkéw obserwuje sie powazne odchylenia od tego rozktadu. W mo-
delu Bornholdta jest to uwzglednione, poniewaz na rynku wspotistnieja fundamentalisci i od-
dzialujacy handlowcy, co implikuje mozliwosé wystapienia hossy lub bessy.

Badajac statystyczne wlasciwosci ceny i wolumenu w spinowym modelu rynkéw akcji, autorzy
przyjeli dla prostoty, ze cena fundamentalna nie zmienia sie z uptywem czasu.

Autorom modelu udato sie odtworzy¢ wiele faktow znanych z rzeczywistego rynku, na przyktad
potegowe rozktady stép zwrotu, grupowanie zmiennosci, dodatnig korelacje pomiedzy zmien-
noécia a obrotami oraz samopodobienstwo miedzy zmiennosciami na réznych skalach cza-
sowych. Nie udato sie odtworzy¢ ksztattu funkcji autokorelacji wartosci bezwzglednych stép

zwrotu — nie zanika ona potegowo, jak na rzeczywistych rynkach.

2Ang. efficient market hypothesis — teza rozwazana w finansach, zgodnie z ktorg w kazdej chwili ceny
papierow wartoSciowych w pelni odzwierciedlajg wszystkie informacje dostepne na ich temat. Na podstawie
[13].
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Rozdzial 3

Opis modelu progowego

Sieczki-Hotlysta

3.1. Opis zalozen i postaci modelu progowego

Autorami ostatniego i dla tej rozprawy najwazniejszego z omawianych modeli sa Pawet Sieczka
i Janusz A. Holyst z Politechniki Warszawskiej. Przedstawili oni wyniki swoich badari w pra-
cach [16] oraz [15]. Ich model jest oparty na modelu zbiorowego zachowania Granovettera,
oméwionego w rozdziale 2.2. Inspiracja do stworzenia modelu progowego byt takze oméwiony
wczesniej model Bornholdta.

W modelu progowym rozwazamy N oddziatujacych ze soba agentéow, z ktoérych kazdy moze
podjac¢ jedna z trzech akcji: kupuj”, ,sprzedawaj” albo ,czekaj’, podobnie jak to bylo w mo-
delu Iori (rozdziat 2.3). Akcjom tym odpowiada warto§¢ zmiennej s;, ¢ = 1,..., N, opisujacej
agenta: sg to odpowiednio +1, —11 0. Agenci oddzialuja zgodnie z macierzg interakcji J;;,
bedaca odpowiednikiem catki wymiany J;; z rozdziatu 2.1. W omawianym modelu przyjeto,
ze na kazdego agenta oddzialtuje tylko czworo najblizszych sasiadéw! z taks sama sila réwna
J. W zgodnosci z terminologia z rozdziatu 2.1, jesli J > 0, site interakcji nazywamy ferromag-
netyczna, jesli J < 0 — antyferromagnetyczng. Aby odtworzyé zachowania stadne, autorzy
zajeli sie przypadkiem ferromagnetycznym. W dalszych badaniach nad modelem ja réwniez
bede brat pod uwage tylko ten przypadek.

Decyzja inwestycyjna podejmowana jest przez agenta zgodnie z regula

N
si(t) = signy vy | D Jigsi(t — 1) +oni(t) | (3.1)
j=1

! Zalozenie to bylo umotywowane tym, ze w krotkim czasie, jaki srednio uptywa od jednej do drugiej decyzji

inwestycyjnej, inwestor przed jej podjeciem kontaktuje sie co najwyzej z kilkoma znajomymi.
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gdzie?

1 jesliz >q,

signg(r) =4 0 jesli —¢ <z <gq, (3.2)

—1 jesliz < —q.
Jak tatwo zauwazy¢, w wyrazeniu (3.1) parametr A jest zbedny (zwickszenie A jest réwno-
znaczne zmniejszeniu tyle samo razy J i o, 1 odwrotnie), jednak wygodnie jest sie nim postugi-
wadé, przeprowadzajac symulacje i zapewne dlatego autorzy umiescili go w swoim modelu (poza
tym przydaje si¢, gdy chcemy wyzerowaé prog — patrz rozdzial 4.1.1).
Funkcja n;(t) przyjmuje losowe wartosci z rozktadu Gaussa o wartosci §redniej 0 i wariancji 1
(jej odpowiednik w modelu lori, v;(t), byt zmienna z rozkladu jednostajnego — patrz rozdzial
2.3.2). Funkcja ta wyraza indywidualng opinie i-tego inwestora; parametr o wyraza site in-
dywidualnej opinii.
Magnetyzacje sieci definiujemy w nastepujacy sposob:

1

M(t) = = Y silt), (33)

i=1
czyli identycznie, jak to bylo w modelu Bornholdta (patrz wzor (2.12)). Razem ze staly
A magnetyzacja tworzy parametr progowy g funkcji signum sign,. Autorzy zauwazaja, ze dla
A rownego 0 model ten jest dwustanowym modelem Isinga.
W stosunku do bazowego modelu Bornholdta w procedurze obliczania ceny zostaty poczynione

pewne zmiany. Autorzy zdefiniowali cene aktywoéw jako:
P(t) = Py(t)eM®), (3.4)

gdzie (w zgodnosci z hipoteza rynku efektywnego) Py(t) podlega geometrycznemu ruchowi
Browna. Dla prostoty zal6zmy (tak jak to zrobil Bornholdt i in.), ze Py(t) = Py, czyli Py
jest wielkoscia stata, niezalezng od czasu. Otrzymujemy wtedy logarytmiczng stope zwrotu
postaci

r(t) = M(t) — M(t —1). (3.5)
Uogolnieniem tego wyrazenia jest stopa zwrotu z opéznieniem czasowym 7, dana przez

ro(t) = M(t) — M(t — 7). (3.6)

Podsumowujac, mozemy powiedzieé¢, ze (zgodnie z wyrazeniem (3.1)) sg trzy czynniki wply-

wajace na zachowanie sie agentéw:

*Por. wyrazenie (2.3). W oryginalnej pracy Sieczki i Hotysta nie jest powiedziane, co zrobi¢ w przypadku
gdy z = ¢ lub x = —q. Whbrew pozorom ma to pewne znaczenie, zwlaszcza gdy A = 0. Jesli przyjmiemy,
ze w takim wypadku s;(t) jest rowne, odpowiednio, +1 lub —1, to sa widoczne niewielkie réznice na wykre-
sach magnetyzacji dla réznych parametrow J i o, przy zachowanym stalym stosunku o/J, co, jak to bedzie
omoéwione, nie powinno mieé miejsca (ma to zwiazek ze specyfiky zastosowanego przeze mnie algorytmu). Gdy
przyjatem, ze dla x = qix = —q wielko$¢ s;(t) jest rowna odpowiednio +1 i 0, réznice nie byly juz w oczywisty

sposob widoczne, prawdopodobnie zatem ich nie byto.
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1. Nagladowanie sasiadéw, zwigzane z macierzg J;;.

2. Indywidualna opinia kazdego agenta, ktora reprezentuje czton on;(t) (odpowiednik czto-
nu Ay;(t) w modelu Tori — wzor (2.2)). Odwolujac sie do standardowego modelu Isinga

wielko§¢ o/J mozna utozsamiaé z temperatura” uktadu.

3. Czynnik MM (t — 1)|, ktory pelni funkcje parametru progowego (awersji do ryzyka).
Jedynie ci sposrod agentéw, ktorzy sa w stanie przekroczy¢ prog, uczestnicza w hand-
lowaniu. Jak widzimy, parametr ten zalezy od magnetyzacji, ktéra, zgodnie ze wzorem
(3.4), mierzy odchylenie od wartosci podstawowej. Zatem, kiedy jest ono duze, agenci
boja sie przeprowadzaé transakcje, nawet gdy maja mocne wsparcie swoich sasiadéw lub
zwiazane z ich indywidualng opinia. Czynnik A\|M (¢ —1)| jest odpowiednikiem czynnika
&i(t) w modelu Iori (patrz rozdzial 2.3.2).

Opisujac funkcje parametréw modelu progowego, obrazowo mozna powiedzie¢, ze w o jest
zakodowana euforia, w A\ — awersja do ryzyka, zas§ w J — jowczy ped”.

Jak widzimy, u Sieczki i Hotysta, tak jak u Granovettera i lori, tez wystepuje prdg, jednak
u kazdego z nich to stowo oznacza troche co innego. Roznica polega na tym, ze u Granovettera
kazdy aktor mial swoj wlasny prog (mozna byto zatem mowic o rozktadzie progéow w ,przestrzeni”
aktorow), zas u Sieczki i Hotysta wszyscy agenci (czyli aktorzy u Granovettera) w danej chwili
czasu majg ten sam prog, cho¢ od chwili do chwili moze on sie zmieniaé¢ (tu zatem mozna
by moéwié o rozkladzie progow, ale w czasie). Natomiast u Tori progi zmieniaja sie zaréwno

w przestrzeni agentow, jak i od jednego do drugiego kroku czasowego.

3.2. Wyniki symulacji i ich odtworzenie

Omawiam teraz wyniki przeprowadzonej symulacji przedstawione na rysunkach 3.1-3.5% i po-
réwnania ich z analogicznymi wynikami, ktére mnie udato si¢ uzyska¢ programem wtasnym
napisanym w jezyku C++ na podstawie opisu modelu podanego w pracy [16].

W symulacji uzyto kwadratowej ptaskiej sieci o wymiarach 32 x 32 z periodycznymi warun-
kami brzegowymi. Jak juz bylo powiedziane, jedynie czterech najblizszych sgsiadéw mialo
wplyw na kazdego agenta. Poczatkowa konfiguracja spinéw byta losowa. W kazdym kroku
czasowym 32-32 = 1024 razy losowano numer agenta (ze zwracaniem) i na biezaco uaktualnia-
no wartos¢ odpowiadajacego mu spinu. Zignorowano pierwsze 5000 krokéw czasowych jako
czas termalizacji. Na tej podstawie oszacowano jak zmienia sie¢ cena waloru.

Rysunek 3.1 pokazuje, ze dla odpowiednich parametréw symulacji na wariogramie stopy
zwrotu wystepuje zjawisko grupowania zmiennosci, ktore zostalo po raz pierwszy zaobser-

wowane przez Mandelbrota. Polega ono na tym, ze po duzych zmianach zwykle nastepuja

3Rysunki i opis wynikéw przeprowadzono tutaj na podstawie [16].
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Rysunek 3.1: Wariogramy stép zwrotu dla J = 1,0 = 11 réznych A. U géry: wyniki autoréw

modelu (zaczerpniete z [16]). U dolu: moje wyniki.
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Rysunek 3.2: Grube ogony statystyk stop zwrotu. U gory: wyniki autor6w modelu (zaczerp-
niete z [16]). U dolu: moje wyniki.

duze zmiany, za§ po matych — mate. Na tym rysunku widaé to szczegblnie dla A = 5, czyli
dla niskiego progu. Im wieksze A, tym grupowanie wariancji stabsze.

Na rysunku 3.2 widzimy tzw. fat tails, czyli grube ogony w statystyce wariogramu stopy
zwrotu rig(t) dla J = 1, 0 = 1 i roznych A\ (lewa czes$é rysunku) oraz dla J = 1, A = 10
i roznych o (czes¢ prawa). Wskazuje to na niegaussowski charakter symulowanego procesu.
Wida¢, ze wraz ze wzrostem A grube ogony najpierw sie powieckszaja, nastepnie zas ,cofaja
sie”. Jak zobaczymy w rozdziale 4.1.1, jest to zwigzane z tym, ze im wieksze A, tym mniejsza
wartos¢ sup, | M|, czyli mniejszy rozrzut mozliwych do osiagniecia przez uktad wartosci mag-
netyzacji — stad ,cofanie sie¢” grubych ogonéw dla bardzo duzych A. Jednoczeénie dla bardzo
malych XA magnetyzacja dtugo pozostaje prawie niezmieniona, wiec stopy zwrotu sa zazwyczaj
niewielkie — stad poczatkowy brak grubych ogonéw dla matych A.

Rysunek 3.3 pokazuje zanikanie grubych ogonéw wraz z rosnacym krokiem (przesunieciem)
czasowym 7. Widaé¢ na nim histogramy stopy zwrotu r-(t) dla J =1, 0 = 1, A = 10 i réznych
krokéw czasowych 7. Stopy zostaly przeskalowane zgodnie z odpowiednim odchyleniem stan-

dardowym o, (bedacym pierwiastkiem kwadratowym sredniego odchylenia kwadratowego od
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sredniej szeregu czasowego stop zwrotu), a nastepnie rozktady przesunieto w gore o czynnik
10, 100, 1000 itd., zeby calo$é byta czytelna. Dla cen rzeczywistych grube ogony rozktadu
stopy zwrotu r,(t) = log(P(t)/P(t — 7)) sa tym szczuplejsze, im wiekszy jest krok czasowy
symulacji. Dla duzych 7 ogony rozktadu staja sie gaussowskie, chociaz ksztatt rozkladu
rozni sie od ksztaltu rozktadu normalnego — statystyka r,(t) posiada subtelna strukture. Na
rzeczywistych rynkach tez nie mamy na ogét doktadnie rozktadu normalnego. W dalszej czesci
pracy postaram sie wyjasni¢, skad biorg sie charakterystyczne ,dzi6bki” po bokach rozkitadu
przeskalowanych stop zwrotu.

Zjawisko grupowania zmiennogci moze by¢ pokazane iloSciowo z pomoca autokorelacji stopy

zwrotu?:

T T\t —T)) — (T 2
€, () — LE)(t =) = (a(t) 5

o2 ’

gdzie 02 to wariancja x(t), a (...) oznacza usrednianie po czasie. Autorzy modelu wyznaczyli
te funkcje dla z rownego stopie zwrotu i dla & réwnego wartosci bezwzglednej z tej stopy.
Rysunek 3.4 przedstawia funkcje autokorelacji zwyktej stopy zwrotu, ktora, jak widaé¢, bardzo
szybko zanika do zera od strony ujemnych wartosci (cho¢ zdarzaja sie tam tez wartosci tej
funkcji wieksze od zera). Jest to zgodne z obserwacjami z rzeczywistego rynku.

Na rysunku 3.5 u géry wida¢ funkcje autokorelacji wartosci bezwzglednej stopy zwrotu, ktora
otrzymali autorzy modelu. Jest to zanikajaca funkcja eksponencjalna. Przypomina to rezul-
taty, jakie otrzymal na przyktad Bornholdt i in. [10]. Autokorelacja wartosci bezwzgled-
nych zanika tutaj wolniej, niz autokorelacja zwyktej stopy zwrotu, czyli kolejne wartosci
bezwzgledne sa silniej ze soba skorelowane, niz zwykte stopy zwrotu. Zgadza sie to z ob-
serwacjami z rzeczywistych rynkéw, chociaz tam mamy zanik potegowy, a nie — jak tutaj —
eksponencjalny.

Jesli chodzi 0 moje odtworzenie wynikéw Sieczki i Hotysta, to, jak wida¢ na rysunkach, wyniki
s3 zblizone do wynikéw oryginalnych. Jezeli chodzi o funkcje autokorelacji absolutnych stép
zwrotu, przedstawiona na rysunku 3.5 u dotu — jej relaksacja jest szybsza, tzn. ksztaltt funkcji
jest odtworzony, jednak dla takich samych 7 przyjmuje ona nizsze wartosci. Poza tym, jak
wida¢ na rysunku 3.5 u goéry, w przypadku wynikéow autoré6w modelu do 7 = 1200 funkcja ta
przyjmowala same wartosci dodatnie — u mnie zdarzaly sie tez wartoéci ujemne, zwlaszcza
dla symulacji o matej dtugosci. Niemniej wartosé¢ tej funkcji zbiega do zera, co zgadza sie
7 obserwacja z rzeczywistego rynku. Na rysunku 3.5 wida¢ najlepsze, jak mi sie wydawato,
odtworzenie wyniku przedstawionego w pracy [16]. Uzyskalem je dla symulacji o dtugosci

10 mln krokow czasowych (nie liczac termalizacji).

*Nie nalezy utozsamia¢ T wystepujacego w tej funkcji z 7 wystepujacym w wyrazeniu (3.6) na stope zwrotu

z opdZnieniem czasowym.
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Rysunek 3.3: Zanikanie grubych ogonéw z rosnacym krokiem czasowym. Na czarno zazna-

czono rozktad normalny. U gory: wyniki autor6w modelu (zaczerpniete z [16]). U dotu: moje

wyniki.
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Rysunek 3.4: Autokorelacja stopy zwrotu dla J =1,0 =11 A = 15. U gory: wyniki autoréow

modelu (zaczerpniete z [16]). U dotu: moje wyniki.
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Rysunek 3.5: Autokorelacja modutu stopy zwrotu. Parametry: J =1, 0 =11 A = 15. Skala
logarytmiczna i potlogarytmiczna (wstawka). U gory: wyniki autoréw modelu (zaczerpniete

z [16]). U dotu: moje wyniki.
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3.3. Silne i stabe strony modelu

Najwazniejsze zalety modelu progowego to:
1. Prostota zalozen.

2. Mata ztozonosé obliczeniowa problemu, przez co symulacja szybko sie wykonuje (oblicze-

nie 25000 krokow czasowych trwa ok. 10 sekund).
3. Odtworzenie wielu faktow stylizowanych, w tym w szczegdlnosci:

e grupowania zmiennodci na wariogramie stop zwrotu,
e pogrubionych ogonéw rozktadéw stoép zwrotu dla pewnych parametréw modelu,

e zblizania sie do rozktadu Gaussa rozktadéw stop zwrotu z opoznieniem czasowym
rr(t) przy T — 00, czyli spetnienie Centralnego Twierdzenia Granicznego (cho¢ —

jak to bylo wida¢ — niedoktadnie),

e szybko zanikajacej od strony ujemnych wartosci funkeji autokorelacji stép zwrotu.

Pomimo wielu atutéw, jakie ma model progowy, nie jest on niestety pozbawiony wad. Postaram

sie tutaj wymieni¢ najwazniejsze z nich:

1. Naiwnos¢ zalozen (ktora, niestety, czesto idzie w parze z wymieniona w zaletach pros-

tota).

2. Nieodtworzony charakter zaniku funkcji autokorelacji wartosci bezwzglednych stép zwrotu.

Na rzeczywistych rynkach mamy zanik potegowy, tutaj — eksponencjalny.

3. Dynamika modelu: jak sie okaze w dalszej czedci pracy, nierzadko mamy sytuacje,
w ktorej wszyscy kupuja lub wszyscy sprzedaja, ale cena stoi; to jest chyba najpowazniejsza

wada modelu.
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Rozdzial 4

Dalsze badania nad modelem

4.1. Magnetyzacja 1 wariancja spinu

4.1.1. Magnetyzacja dla malego progu

Przejdziemy teraz do omoéwienia wynikéw moich badan nad modelem progowym, wykracza-
jacych poza to, co zostalo przedstawione w pracy [16]. Znamy juz wariogramy stop zwrotu
i ich rozktad dla réznych parametréw, przedstawilismy takze funkcje autokorelacji tych stop.
Jednak stope zwrotu w modelu Sieczki-Hotysta oblicza sie na podstawie magnetyzacji M;
dlatego zachowanie magnetyzacji wymaga zbadania. Zachowanie to jest interesujace i dla
réznych parametréw moze by¢ jakosciowo rézne.

Przyjrzyjmy sie najpierw rysunkowi 4.1, przedstawiajagcemu ewolucje magnetyzacji w czasie
w modelu dwustanowym, czyli dla'? A = 0. Jak wida¢, uklad ma tendencje do wpadania
w stan uporzadkowania, tj. magnetyzacja po pewnym czasie osiaga wartosé¢ +1 (dodatni)
albo —1 (ujemny stan uporzadkowania) i pozostaje taka do konca, a przynajmniej do korica
czasu symulacji (nie zdarzyto mi sie zaobserwowa¢ przypadku, w ktorym uktad opuscitby
stan uporzadkowania, gdy juz go osiagnal). Przez analogie do klasycznego modelu Isinga
mozna powiedzieé, ze temperatura uktadu jest w tym przypadku ponizej temperatury kryty-
cznej, zwanej temperaturg Curie, bo spiny maja tendencje do spontanicznego porzadkowania
sie, i to nawet bez zewnetrznego pola. Jak widaé¢ na rysunku 4.2, dla J =1, 0 =21 A =0
temperatura uktadu jest powyzej krytycznej — uktad nie wpada spontanicznie w stan uporzad-
kowania?. Potwierdza to, ze im wieksze o, tym wieksza temperatura uktadu. Poza tym wykres
magnetyzacji dla J =2, 0 =41 XA = 0 jakosciowo nie rézni sie od wykresu magnetyzacji dla
J=1,0=2iA=0,awykresdla J=2,0=38i A=0-o0d wykresudla J=1,0=1.9

!Dla 0 = 0 i niezerowych pozostalych parametréw magnetyzacja szybko osigga pewien ustalony poziom,
a nastepnie moze (ale nie musi) troche sie¢ wokol niego waha¢, natomiast dla J = 0 i pozostalych parametrow

niezerowych wykres magnetyzacji wyglada jak szum wokoél zera.
% Jak ustalilem na podstawie symulacji, temperatura krytyczna dla J = 1 jest osiagana przez uktad wtasnie

przy o niewiele ponizej 2, pomiedzy 1.9 a 2.
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Rysunek 4.1: Ewolucja magnetyzacjidla J =1,0 =11 A =0.
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Rysunek 4.2: Ewolucja magnetyzacjidla J =1, 0 =21 A =0.

i A = 0. Tego zreszta nalezato si¢ spodziewaé — jesli przyjrzymy sie wyrazeniu (3.1) na s;(t),
to widzimy, ze dla A = 0 jeden z dwoch pozostatych parametréw jest zbedny, bo znaczenie ma
tylko ich stosunek. To wszystko potwierdza przypuszczenie, ze dla A = 0, czyli w przypadku
klasycznego modelu Isinga, o/J mozemy utozsamia¢ z temperatura ukltadu.

Kolejny rysunek, 4.3, przedstawia sekwencje zmian wygladu stanu uporzadkowania wraz z ros-
nacym od 0 do 3 parametrem A, przy o i J nadal réwnym 1. Ten stan nie jest juz teraz scisle
stanem uporzadkowania, bo nie wszystkie spiny maja jednakows wartos¢; dla odréznienia
nazwiemy go stanem stagnacji®. Na rysunku pokazano same ujemne stany stagnacji, ale

oczywiscie rownie czesto zdarzaja sie takze dodatnie.

3Bede staral unika¢ sie gieldowego okreglenia konsolidacja, poniewaz dotyczy on raczej zmian cen, ktore

w ogo6lnosci nie muszg by¢ dane prostym przeksztatceniem M (t) (patrz wzor (3.4) i rozdzial 5).
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Rysunek 4.3: Stan stagnacji w ewolucji magnetyzacji dla A = 0,1,2,3. Widaé, ze wahania
wartodci magnetyzacji w stanie stagnacji staja sie coraz wieksze, a nastepnie odsuwa sie ona

od —1 tym bardziej, im wieksze A\. Podobnie jest dla dodatniego stanu stagnacji.

Nie powinno specjalnie dziwié, ze wraz ze wzrastajacym A stan stagnacji znajduje sie coraz
blizej zera. Intuicyjnie jest to jasne — wszak gdy wzrasta A\, wzrasta prog, wiec coraz wiecej
inwestorow wybiera decyzje ,czekaj’, jesli nie ma naprawde solidnego wsparcia od swoich
sasiadow. W zwiazku z tym modul magnetyzacji sie zmniejsza. Pokazuje to pogladowo ry-
sunek 4.4. Przedstawiono na nim warto$¢ sup, | M| w funkcji wzrastajacego A dla J = 1,
o =11 symulacji kazda po 200000 krokéw czasowych, nie liczac okresu termalizacji. Widac,
ze modul magnetyzacji w stanie stagnacji jest coraz mniejszy, ale maleje coraz wolniej, a dla
A > 30 nawet zaczyna jakby nieznacznie rosnaé¢. W kazdym razie najmniej wynosi on okoto
0.14 (warto$¢ zaznaczona na rysunku czerwona linia). Jak sie mozna przekonaé, dla duzych
A wykres magnetyzacji wyglada po prostu jak szum wokét zera — jej znak zmienia sie z do-
datniego na ujemny i odwrotnie z duza czestotliwoscia, tak jakby magnetyzacja byta caty
czas w zerowym stanie stagnacji — mozna wiec powiedzieé, ze zostaje osiggniety pewien prog,
ponizej ktérego modut magnetyzacji juz nie moze zejsé.

Okazuje sie, ze wielkoscia wyrdzniona w jakis sposoéb w modelu jest, w przyblizeniu, A = 4.
Nie jest to dokladnie 4 (podobne zachowanie do opisanego ponizej uzyskatem na przyktad dla
A = 3.95), cho¢ dynamika modelu, a w szczegolnoséci rownanie (3.1) wyroznia taks kombinacje
J i\, dlaktorej A/J = 4. Narysunku 4.5 widac, ze (trzeba tu jednak dodac, ze tylko czasami)
dla A = 4 otrzymujemy — na pewnym, choé¢ niezbyt dtugim, przedziale czasowym — przebieg

magnetyzacji z dala od stanu stagnacji po osiagnieciu tego stanu. Mozna zatem postawic¢
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Rysunek 4.4: sup, | M| w funkcji wzrastajacego A. Czerwona linia odpowiada sup, |M| = 0.14.
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Rysunek 4.5: Niestandardowy przebieg magnetyzacjidla J =1, 0 =11 A =4.
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Rysunek 4.6: Magnetyzacja i wariogram stép zwrotu dla J =1, 0 = 11 A = 5. Tam gdzie
magnetyzacja (dane w kolorze czarnym) znajduje sie w stanie stagnacji, wida¢ wiekszy rozrzut

na wariogramie (dane w kolorze niebieskim).

hipoteze, ze wprowadzenie do modelu parametru A zmniejsza temperature krytyczna lub ze
zmienia charakter modelu, przez co temperatura ta — o ile jeszcze mozna moéwié o jej istnieniu
— nie ma juz tak istotnego wplywu na uktad. Innymi stowy, zwiekszanie \ dziala podobnie,
jak zwiekszanie o. Jak pokaza takze dalsze rysunki, im wicksze A, tym tatwiej wyjs¢ uktadowi
ze stanu stagnacji, a to prawdopodobnie dlatego, ze pojawia sie wtedy wiecej zer w macierzy
agentéw 1 w zwigzku z tym pojawia sie takze wieksza szansa na jakas fluktuacje w tej macierzy,
o znaku przeciwnym do aktualnego znaku magnetyzacji, ktora zapoczatkuje zmiane trendu

(pamietamy, ze decyzja kazdego agenta zalezy takze od decyzji jego sasiadow).

4.1.2. Magnetyzacja i wariogram stép zwrotu

Idzmy dalej. Dla A = 5 odstepstwa od stanu stagnacji zdarzaja sie czesciej i, statystycznie
rzecz biorac, sa coraz dtuzsze. Na rysunku 4.6 jest pokazany przyktadowy przebieg magne-
tyzacji 1 wariogram stép zwrotu dla tych samych danych. Jak widaé¢, stopy zwrotu maja
wiekszy rozrzut w stanie stagnacji. W symulacjach, ktoére zrobitem dla J =1i0 =1,
nie spotkalem sie z odstepstwem od tej regulty, mozna zatem postawi¢ hipoteze, ze dla takich

parametréw i réznych wielkosci A jest to faktycznie reguts.
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Rysunek 4.7: Magnetyzacja (linia w kolorze czarnym) i wariancja spinu (linia w kolorze

niebieskim) w czasie.

4.1.3. Wariancja spinu

Wprowadzmy teraz nows wielkos¢, ktéra postuzy nam do poczynienia kolejnej ciekawej ob-
serwacji. Wielko$¢ te nazwiemy wariancjg spinu i oznaczymy przez o> — bedzie to po prostu
sredni kwadrat rozrzutu zmiennej spinowej s;(t), gdzie w kazdej chwili czasu ¢ usredniamy po
indeksie i, czyli

a3 (t) = (s7(t)i — (si(1)F = (s7(t))i — M2(t), (4.1)
jako ze* (s;(t)); = M(t). W programie symulacyjnym obliczatem wielkos¢ o2 tak, jak stan-
dardowo oblicza sie wariancje na podstawie serii danych:

1 X

) = 7 Lot = M) (42)

Przyjrzyjmy sie teraz, jak wyglada wykres wariancji spinu w czasie i poréwnajmy go z wykre-
sem magnetyzacji. Poréwnanie przebiegu tych dwoch wielkosci dla parametrow J =1, 0 =1
i A = 10 przedstawia rysunek 4.7. Znéw jedna rzecz jest widoczna od razu: w stanie stagnacji
wariancja spinu jest niewielka (miesci sie w przedziale 0.2-0.4), natomiast w pozostatych miej-
scach — duza (0.8-1). Gdyby roznice te byly mniejsze, mozna by to wyjasni¢ tym, ze w stanie
stagnacji kwadrat magnetyzacji jest duzy, przez co wariancja spinu si¢ zmniejsza (por. wzor
(4.1)). Jednak, wobec tego ze dla podanych parametréw magnetyzacja nie przekracza granicy

dolnej ok. —0.2 ani gérnej ok. 40.2, nie moze by¢ to dominujacy powdd, bo jej kwadrat nie

“Poniewaz (sZ(t)): <1, a M?(t) > 0, to o2(t) < 1.
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przekracza w takim wypadku 0.04. Pozostaje zatem druga mozliwosé: W stanie stagnacji
wiele zmiennych spinowych przyjmuje wartos¢ 0, czyli wielu agentéw wybiera
decyzje ,,czekaj”. Nie jest to zaskoczeniem, skoro jest to stan najwyzszego modutu mag-
netyzacji, zatem prog jest wtedy wysoki, co — jak widzieliSmy w rozdziale 3.1 — oznacza, ze

agenci boja sie handlowaé¢ i mamy duzo spinéw réwnych 0.

4.2. Wielkosci M, i M_. Plynno$é.

4.2.1. Wprowadzenie wspélczynnika plynnosci

Wprowadzmy teraz trzy nowe wielkosci:

1
My (t) = N D la=+1, (4.3)
i=1
1
Mo(t) = N Z 1s,1=0 (4.4)
i=1
oraz
1
M_(t) = I D L=t (4.5)
i=1
Latwo mozna zauwazy¢, ze
M(t) = My (t) = M_ (1), (4.6)

poniewaz spiny, ktére w danej chwili maja wartos¢ 0 nie daja zadnego przyczynku do magne-

tyzacji. Zauwazmy tez, ze
M (t) + M_(t) = ma(t) = (s7(t))s, (4.7)

gdzie mgo(t) to po prostu drugi moment zwykly zmiennej spinowej s;(t). Faktycznie: dla
si(t) = £1 wkiad do ma(t) bedzie rowny 1, zas s;(t) = 0 nie bedzie dawato doni wktadu, wiec
sredni kwadrat zmiennej spinowej bedzie suma liczby spinéw o wartosciach +1i —1. Widzimy,

ze im wiecej pasywnych (s;(t) = 0) inwestorow, tym wartos¢ mo(t) mniejsza, a doktadnie:
ma(t) =1 — My(t). (4.8)

Warto teraz zwrocié uwage na jedna rzecz: chociaz Sieczka i Hotyst precyzuja z jakiego powodu
inwestorzy decyduja sie nie kupowa¢ ani nie sprzedawa¢ waloréw w danym kroku czasowym
— boja sie handlowaé z powodu przegrzania rynku — to mozliwa jest tez inna interpretacja
przyjetej przez nich dynamiki modelu. Pasywnosé inwestora na rynku nie musi by¢ zwiazana
z jego obawa, ze rynek jest przegrzany, na podstawie ktérej podejmuje on decyzje, ale by¢
konieczno$ciq zwiazana z brakiem plynnosci na rynku, gdy jest on przegrzany. Innymi stowy,

im wiecej decyzji ,czekaj”’, tym mniejsza plynnosé, a im mniej takich decyzji, tym
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Rysunek 4.8: Zaleznos¢ magnetyzacji M od wspoétczynnika ptynnosci mo.

plynnosé¢ wieksza. Zatem wprowadzony w rownaniu (4.7) wspotczynnik mag, ktory jest tym
wiekszy, im mniej decyzji ,czekaj”, przy powyzszych zalozeniach moze nam postuzyé jako
wspoétczynnik okredlajacy ptynnosé na rynku — bedziemy go zatem, na potrzeby tej pracy,

nazywali wspétcaynnikiem plynnosci®.

4.2.2. Zalezno$é wspoélczynnika pltynnosci od magnetyzacji i wariancji spinu

Jedli na osi poziomej odtozymy magnetyzacje, zas na pionowej — odpowiadajace jej wartosci
wspotcezynnika plynnosci, otrzymamy wykres w ksztalcie podkowy. Przedstawia to (dla 50000

krokow czasowych, J =1, 0 =11 A = 10) rysunek 4.8. Trzy rzeczy od razu zwracaja uwage:
1. Wspoétezynnik mgo nigdy nie przekracza wartosci 1, co wynika z rownania (4.8).

2. Wykres ma zatamanie dla M ~ +0.2. Jak widaé¢ na rysunku 4.7, dla tych parametréw
jest to wartos$é odpowiadajaca stanowi stagnacji. Zatem dla stanéw, ktore nie sa stanami
stagnacji, utrzymuje sie wzglednie wysoka ptynnosé (mo w granicach 0.9-1) i dopiero

po wejsciu w ten stan plynnoéé gwaltownie spada do mo ~ 0.3.

SKlasyczna definicja ptynnosci na rynku finansowym okresla ja jako przestrzeri dla transakcji na rynku
powiazang z glebokoscig rynku (wskazujaca na wielko$¢ transakeji jakie mozna dokonaé na rynku bez wywoly-
wania duzych zmian cen). Plynnosé to cecha instrumentu finansowego, ktora okresla, do jakiego stopnia moze
on by¢ sprzedany bez wywolania znaczacych ruchéw ceny i z minimalng strata wartosci. Plynnos¢ taka wy-
stepuje wtedy, gdy istnieje na danym rynku swoboda dokonywania wszelkich transakcji sprzedazy lub kupna,

bez obawy, ze nie znajdzie sie odpowiedniego popytu lub podazy. Na podstawie [13] oraz [3]
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Rysunek 4.9: Zalezno$¢ wspotezynnika plynnogci ma od wariancji spinu 2. Czerwone punkty
przedstawiaja zaleznosé empiryczna, za$ czarna linia — dopasowana do nich funkcje liniows.

Widaé, ze korelacja miedzy ms i 02 jest silna.

3. Na wykresie mozna wyréznié trzy zwarte obszary: jeden odpowiada duzej ptynnodci, zas
dwa kolejne sa obszarami ptynnosci ograniczonej®. Zwroémy uwage, ze stany duzego
| M| sa prawie zawsze stanami matego me, a stany |M| ponizej ok. 0.2 sg zwykle stanami

duzego mgy — duzej ptynnodci.

Zauwazmy, ze kwadrat magnetyzacji, nawet w stanie stagnacji, jest dla parametréow J = 1,

o =11 A = 10 niewielki. Intuicja podpowiada zatem, ze wprowadzona w rozdziale 4.1.3

2

wariancja spinu o nie powinna wiele si¢ r6zni¢ od wspoétczynnika mo. Rzeczywiécie, rysunek

4.9 pokazuje, ze korelacja pomiedzy nimi jest bardzo silna.

4.3. Zachowanie sie modelu dla malego o

Dotychczas rozwazalisémy zachowanie sie uktadu dla J = 1i 0 = 1. Teraz zmienimy proporcje
tych dwéch parametréw, a mianowicie zmniejszymy o do 0.5, pozostawiajac J niezmienione.
Zachowanie magnetyzacji w czasie dla parametréow J =1, 0 = 0.51 A = 10 bedzie, czasami,

wygladato jak na rysunku 4.10. Rzuca sie w oczy to, ze mamy w takim przypadku wiece]j,

%Jednak, nie zawsze to tak wygladalo; czasami jeden z obszaréw ptynnosci ograniczonej byt stabo widoczny.
Ale zawsze przynajmniej jeden — prawy albo lewy — byl widoczny dobrze. Takie zachowanie wynika oczywiScie
z tego, ze w niezbyt dlugiej symulacji czasami ujemne stany stagnacji utrzymuja sie dluzej niz dodatnie lub

odwrotnie.
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Rysunek 4.10: Ewolucja magnetyzacji w czasie dla malego o.

niz dwa stany stagnacji — na rysunku 4.10 wida¢ ich trzy’. Znamienne jest to, ze im blizszy
zera stan stagnacji, tym wahania wokét niego mniejsze; dla zera wahan tych prawie nie ma.
Poza tym, jak pokazuja dluzsze symulacje, po wpadnieciu w stan stagnacji odpowiadajacy
|M| ~ 0.2 uktad juz z niego nie wychodzi. Taki stan stagnacji bedziemy zatem nazywali
koricowym. Wtadnie z tego powodu pisatem, Ze tylko czasami bedziemy mieli ciekawe za-
chowanie magnetyzacji, bo najczesciej uktad po prostu od razu (a doktadnie: przed koncem
okresu termalizacji) wpadnie w koncowy stan stagnacji. Trudno powiedzie¢, czy uklad juz
nigdy nie wyjdzie z koficowego stanu stagnacji, czyli czy jest to stan trwaty, ale dtugie symu-
lacje pokazuja, ze w najlepszym przypadku jest to glteboki stan metatrwaly.

Ciekawe wydaje sie pytanie o to, czy stan stagnacji odpowiadajacy M = 0 jest spowodowany
tym, ze wszystkie spiny sie zeruja, czy tez mamy w nim troche spinéw przyjmujacych wartosci
+1. A moze wszystkie przyjmuja takie wartosci i jest ich p6t na po6t? Aby odpowiedzie¢ sobie
na to pytanie, przyjrzyjmy sie wykresowi magnetyzacji z poprzedniego rysunku z natozona na
niego zaleznoscia mo(t). Widaé je na rysunku 4.118. Widzimy, ze dla fragmentéow wykresu,
dla ktorych M(t) = 0 mamy jednoczesnie mo(t) = 1. Oznacza to, ze wszystkie spiny przyj-
muja tam wartosci +1, tyle ze jest doktadnie potowa tych réwnych +1 i potowa tych réwnych

—1. Nie powinno to specjalnie dziwi¢ — dla M(t) = 0 rynek jest w doskonatej rownowadze,

"Stany stagnacji dla tego zestawu parametréw sa rozmieszczone symetrycznie wokol zera i jest ich piec:

wzerowy”, dwa ,posrednie” i dwa ,skrajne”.
8Wydaje sie, jakoby na tym rysunku wspotczynnik mo przekraczal czasami wartosé 1. Nie jest to jednak

prawda — wida¢ to po powiekszeniu fragmentu rysunku, gdzie rzekomo tak sie dzieje. Prawdopodobnie jest to

jakis blad programu rysujacego Gnuplot.
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Rysunek 4.11: M (t) (kolor czarny) i ma(t) (kolor niebieski) dla matego o.

wiec i ptynnoé¢ jest doskonala i wspétczynnik ms przyjmuje wartosé 1. Ciekawsze jest to,
ze takze w ,posrednim” stanie stagnacji, odpowiadajacym M = 0.07, mamy bardzo wysoka
plynnodé, czyli prawie nie ma spindéw przyjmujacych wartosé¢ 0. Natomiast gltebszy namyst
powinno budzi¢ to, ze dla koncowego stanu stagnacji wykres mq(t) praktycznie pokrywa sie
z wykresem M (t). Co to moze oznacza¢? Jesli przyrownamy do siebie wyrazenia (4.6) i (4.7)

na M i mg, to dostaniemy
mo~ M My +M_~M, —M_< M_=0. (4.9)

Okazuje si¢, ze kiedy uklad wpada w ujemny koricowy stan stagnacji, wykres mo(t) jest

w przyblizeniu odbiciem wykresu M (t) wzgledem zera, a wiec
mQ%—M@M++M_%—M++M_<:>M+%O. (410)

Czyli dla koncowych stanow stagnacji, dla ktorych mamy mso ~ | M|, spiny przyjmuja prawie
wylacznie dwie wartosci: zero (zawsze) i +1 dla dodatniego stanu stagnacji albo —1 dla
stanu ujemnego. Przy czym — skoro tak i skoro |M| w koncowym stanie stagnacji dla tych
parametréow jest rowne zaledwie ok. 0.2 — to w tym przypadku tych zer jest catkiem sporo, bo
ok. 80% (reszte stanowia same plus jedynki albo same minus jedynki). Zatem w modelu pro-
gowym Sieczki i Holysta, dla matego 0 w dodatnim koricowym stanie stagnacji prawie
nie ma inwestorow, ktorzy sprzedaja walory, a w ujemnym — inwestoréw, ktorzy
je kupuja, w obu tych przypadkach jest jedynie sporo inwestoréw oczekujacych.

Symulacje dla ¢ = 1 pokazuja, ze nie zawsze jest to prawda, i dobrze, bo raczej rzadko jest to
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prawda na rzeczywistym rynku, gdzie zwykle nawet gdy rynek jest przegrzany, znajduja sie
jednak tacy inwestorzy, ktérzy mimo wszystko podejmuja decyzje przeciwng do dominujacej
na rynku. Dlaczego mamy takie, a nie inne zachowanie si¢ modelu dla malego parametru
o? By¢ moze wiaze sie to z tym, ze pojawienie sie koricowego stanu stagnacji to pewne
uporzadkowanie sie uktadu, w ktérym pozostaja tylko spiny zerowe i spiny o znaku zgodnym
ze znakiem magnetyzacji, a mate o to maly ,szum” w uktadzie, ktéry mégtby powodowaé wys-
tepowanie w niektérych miejscach spinéw niezgodnych ze wspomnianym uporzadkowaniem.
Dla wiekszego o ,szum” jest juz wiekszy i spiny niezgodne ze znakiem magnetyzacji moga

wystapic.

4.4. Ztamanie centralnego twierdzenia granicznego

W modelu progowym nie jest spelnione centralne twierdzenie graniczne, tzn. nieprawda jest
to, ze rozklad stép zwrotu dazy do rozkladu normalnego przy wzrastajacym do nieskoni-
czonosci interwale czasowym, czyli ze, uzywajac wczeéniej wprowadzonych oznaczeri,

lim () ~ N(u, 0?), (4.11)

T—00

gdzie p i 0% (nie myli¢ z parametrem o w wyrazeniu (3.1)) sa odpowiednio wartoscia oczeki-
wang i wariancja rozktadu. Jak to byto pokazane w rozdziale 3.2, w przypadku modelu pro-
gowego Sieczki i Hotysta rozktad stop zwrotu z rosngcym 7 zbliza sie do rozktadu Gaussa, ale —
przynajmniej dla 7 = 256 — nie osiaga go. Pojdzmy dalej i zbadajmy ksztatty rozktadow r,(t)
dla wiekszych 7 (kolejnych poteg czworki, poczynajac od 1024). Wyniki moich obliczen przed-
stawia rysunek 4.12. Jak widaé, rozbiezno$é¢ miedzy rozkladem normalnym a rozkla-
dem r;(t) w modelu Sieczki i Holysta pozostaje mimo zwiekszania 7. Tu, a moze
nawet jeszcze bardziej na rysunku 3.3 dla 7 = 256, wida¢ charakterystyczne ,dziébki” po
bokach rozkltadu, stanowiace jego subtelna strukture. Wyjaénienie ich wystepowania, ktére
sygnalizowatem w rozdziale 3.2, jest proste. Przyktadowo, przyjrzyjmy sie nieprzeskalowanemu
zgodnie z odchyleniem standardowym rozktadowi stop zwrotu rose(t) (rysunek 4.13). Latwo
zauwazy¢, ze ,dziobki” (zaznaczone czerwonymi strzatkami) wystepuja dla ros6 ~ +0.4. Jesli
przytoczymy teraz fragment wykresu magnetyzacji M w czasie dla tych danych (rysunek
4.14), zauwazymy, ze wartos¢ 0.4 jest przyblizona réznica miedzy sup, M (t) a inf, M (t), cayli
miedzy gornym i dolnym brzegiem wykresu magnetyzacji, a jak widzielidmy wczesdniej, w tych
obszarach wartos¢ magnetyzacji ,Jubi” dtugo przebywaé¢. W zwiazku z tym, przy odpowiednio
duzym odstepie czasowym, czesto zdarzac sie beda przeskoki z dolnego do gérnego (r; = +0.4)
i z gornego do dolnego (r, = —0.4) kranca wykresu magnetyzacji — stad zatem biorg sie owe
charakterystyczne ,dziobki™

Pozostaje jeszcze wyjasni¢, dlaczego ,,dzi6bki” sie nie powiekszaja ze wzrastajacym 7. Oto6z,

jak wida¢ na rysunku 4.14, przeskoki z ujemnego na dodatni i z dodatniego na ujemny stan
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Rysunek 4.12: Rozklady przeskalowanych stép zwrotu dla wigkszych 7. Histogramy stopy
zwrotu r-(t) dla J = 1, 0 = 1, A = 10 i réznych krokéw czasowych 7. Stopy zostaly
przeskalowane zgodnie z odpowiednim odchyleniem standardowym o,. Rozktady zostaty prze-

suniete w gore o czynnik 10, 100, 1000 itd. Czarng linia ciagta zaznaczono rozktad normalny.
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Rysunek 4.13: Rozktad stop zwrotu ros6(t) dla J =1, 0 =11 A = 10.
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Rysunek 4.14: Magnetyzacja M w czasie dla danych z rysunku 4.13 (fragment).

stagnacji na wykresie magnetyzacji zdarzaja sie srednio co jaki§ skoriczony czas. W pewnym
momencie warto$¢ 7 przekracza juz dlugosé tego czasu, w zwiazku z czym liczba przeskokow
z dolnego na gérny i z gérnego na dolny kraniec wykresu magnetyzacji, gdy przeskakujemy
o 7 do przodu, nie bedzie juz rosta.

Nalezy podkredlié, ze wykazanie, iz centralne twierdzenie graniczne jest tutaj ztamane, stanowi

jeden z kluczowych wynikéw badawczych mojej pracy.
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Rozdzial 5

Modyfikacja modelu Sieczki 1 Holysta

5.1. Motywacja

Autorzy modelu progowego uproscili obliczenia logarytmicznej stopy zwrotu zakltadajac, ze
wielkos¢ Py(t) w wyrazeniu (3.4) na cene instrumentu finansowego, ktorej ewolucje opisuje ten
model, jest stala, réwna Py. Jak byto podane, przy takich zatozeniach zalezna od czasu loga-
rytmiczna stopa zwrotu jest dana przez réznice magnetyzacji w tym i poprzednim kroku cza-
sowym (wzor (3.5)). Jednak, jak to juz bylo powiedziane w rozdziale 3.1, gdzie omawialiémy
zaltozenia modelu Sieczki-Hotysta, Py(t) w ogélnosci powinno podlegaé tzw. geometrycznemu
ruchowi Browna, czyli logarytm tej wielkoéci powinien podlega¢ ruchowi Browna. Moze troche
dziwié¢, dlaczego autorzy nie poszli tym tropem, nie jest bowiem trudno wprowadzi¢ w kodzie
programu modyfikacje, ktora oblicza stopy zwrotu przy zatozeniu bladzenia Py(t) zgodnie
z tym schematem. Najwazniejsza korzysé zwiazana z wprowadzeniem takiej modyfikacji to, jak
zobaczymy, bardziej realne wykresy ceny waloru (dotychczas cena wygladata bardzo podobnie
do magnetyzacji, czyli malto realnie). Wydaje mi sie, ze jedna z przyczyn mogto by¢ to, ze
wprowadzane sa w ten sposéb do modelu dodatkowe parametry: poczatkowa cena waloru
Py(0), odchylenie standardowe, op, rozktadu normalnego, z ktérego losowane sa zmiany lo-
garytmu ceny oraz wartosé¢ srednia tego rozktadu. Interesujace wydaje sie pytanie, czy (jesli
w ogole) wprowadzenie takiej modyfikacji do modelu zmieni charakter uzyskanych wynikow,
a w szczegblnoscei czy rynkowe fakty stylizowane dotychczas odtwarzane przez model, nadal

beda przezen odtwarzane. Na to wladnie pytanie bede starat sie odpowiedzie¢ w tym rozdziale.

5.2. Zalozenia
Roéwnanie stochastyczne dla geometrycznego ruchu Browna przyjmuje postac!:

dSt = ,LLStdt + O'Stth, (51)

'Ponizsze obliczenia przeprowadzono na podstawie [3] oraz [2].
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gdzie W, to proces Wienera centrowany w zerze o dyspersji jednostkowej, zag p i o (nie myli¢

z parametrem o ze wzoru (3.1) na s;(t)) sa stalymi. Rozwiazaniem tego rownania jest

2
Sy = Spexp ((u - U2> t+ O'Wt> , (5.2)

In (Z) ~N ((u — U;) t,02t> . (5.3)

Tutaj S = Py(t) oraz 0? = 0%. Mamy zatem zaleznosé

Py(t) o} 2
In (Po(?—l)> ~N ((u - 2P> ,ap> . (5.4)

W symulacji przyjatem cene poczatkowa Py(0) = 10, op = 0.005 oraz, aby zredukowa¢ do

z czego wynika, ze

niezbednego minimum liczbe parametréow w modelu, p = 0.0000125 tak, iz
Py(t) = Py(t — 1) - e®® | gdzie a(t) ~ N(0,0.005), (5.5)

przy czym a(t) w kolejnych chwilach czasu t sa od siebie niezalezne.

5.3. Wyniki symulacji

5.3.1. Wariogramy stop zwrotu

Rysunek 5.1 przedstawia przyktadowa ewolucje ceny instrumentu finansowego, opisywanej
przez model, dla parametréow J =1, 0 =11 A = 10. Wida¢, ze nasz wykres jakosciowo przy-
pomina wykresy ceny instrumentéw finansowych z rynkéw rzeczywistych. Kolejny rysunek,
5.2, jest analogiem rysunku 3.1 — przedstawia wariogramy stop zwrotu dla J =1, ¢ = 1
i réoznych A. Rysunek ten jako$ciowo bardzo przypomina rysunek 3.1.

Wybér op réwnego wiasnie 0.005 byt podyktowany tym, ze, jak sie okazalo, dla zbyt duzej
wartosci tego parametru w trakcie symulacji zdarzaja sie zbyt duze skoki Py(t), ktore na
rzeczywistym rynku raczej nie powinny mie¢ miejsca. Poza tym zaciera sie efekt grupowania
zmiennodci — zmniejsza sie réznica pomiedzy stanami o duzej zmiennodci a tymi o zmiennogci
mniejszej, co —dla J =1, 0 =1, A =5 i réznych op — pokazuje rysunek 5.3.

Jaka moze by¢ przyczyna takiej zmiany w wygladzie wariograméw? Prawdopodobnie jest ona
wynikiem tego, ze na catkowita zmiennos$¢ wplywaja teraz dwa efekty, co pokazuje wyrazenie

na logarytmiczng stope zwrotu z inwestycji (por. wyrazenie (2.18)):

_ P\ _ Py(t) - MO\
=1 () = ey s -
— In(Py(t)) — In(Py(t — 1)) + M(t) — M(t — 1) =
=rP(t) + rM (1), (5.6)
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Rysunek 5.1: Wykres ceny w zmodyfikowanym modelu Sieczki i Hotysta.
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Rysunek 5.2: Wariogramy st6p zwrotu w zmodyfikowanym modelu Sieczki i Hotysta.
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Rysunek 5.3: Zanikanie grupowania wariancji wraz ze zwiekszaniem op. Wprowadzenie Py
zaleznego od czasu powoduje zmiejszenie grupowania zmiennosci na wariogramie. Efekt jest
tym silniejszy, im wieksze op. Goérny rysunek pokazuje przypadek Py = const (op = 0),

srodkowy: op = 0.01, zas dolny: op = 0.1.

gdzie skorzystaliémy ze wzoru (3.4) na cene waloru. Widzimy zatem, ze nowa stopa zwrotu
sklada sie z dwoch cztondw:
rM(t) = M(t) — M(t — 1) (5.7)

to dotychczasowa, ,stara” stopa z wyrazenia (3.5), natomiast
rP(t) = In(Py(t)) — In(Py(t — 1)) (5.8)

to dodatkowy sktadnik, zwiazany z tym, ze Py(t) zmienia sie z okresu na okres. Korzystajac

ze wzoru (5.5), tatwo dostajemy, ze
rP(t) ~ N(0,0.005), (5.9)

czyli czton rP(t) ma rozklad gaussowski o éredniej 0 i wariancji réwnej 0.005.

Zatem pierwszy efekt wpltywajacy na catkowita zmiennos¢ to zmiany magnetyzacji, zwiazane
ze sktadnikiem rM(t) — to juz mielismy dotychczas. Natomiast efekt drugi, nowy, to zmia-
ny Py(t) w czasie, zwiazane z cztonem r(t) (por. wyrazenie (5.6)). Mozna sie kloci¢, ze
przeciez dodatkowy czlon wplywa na zmiennodé w kazdym momencie, takze wtedy, gdy jest
ona wieksza. Faktycznie, tak jest, jednak poniewaz efekt zwiekszenia zmiennosci zwigzany
7z cztonem ¥ (t) jest jednakowy w kazdym momencie (bo parametry geometrycznego ruchu
Browna nie zmieniaja si¢ w czasie), zaciera si¢ réznica pomiedzy grubszymi i cieniszymi frag-

mentami wariogramu i caloé¢ wydaje sie bardziej jednolita. Zauwazmy, jak duza jest catkowita
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zmiennosé dla op = 0.1! Mozna tez polemizowaé, ze czton 7 (¢) moze mie¢ przeciwny znak,
niz rM(t), w zwiazku z czym czasami zmienno$¢ moze by¢ mniejsza. To prawda, ale nie bedzie
tego wida¢ na wariogramie, poniewaz jest on bardzo zageszczony i zawsze sa na nim widoczne
tylko najwieksze i najmniejsze w danym momencie stopy zwrotu, ktérych modul stanie sie
wiekszy gdy bedziemy mieli dwa cztony odpowiedzialne za zmiennog¢, a nie jeden.

7 drugiej strony, op nie moze tez by¢ za mate, gdyz im jest ono mniejsze, tym bardziej nasz
model przypomina swoja niezmodyfikowana wersje i wykres ceny przypomina wykres magne-
tyzacji, czyli wyglada malo przekonujaco. Staratem sie zatem wybraé¢ ztoty srodek pomiedzy
nierealnie duzymi a nierealnie maltymi wartosciami parametru op i wybratem, metoda préb

i bledow, wlasnie wartosé 0.005.

5.3.2. Stopa zwrotu z op6zZnieniem czasowym w modyfikacji modelu

Sieczka i Hotyst zdefiniowali w swoim modelu logarytmiczna stope zwrotu z op6zZnieniem
czasowym 7. Ich wyrazenie — (3.6) — bylo bardzo proste, ale oczywiscie teraz sie ono zmieni,
podobnie jak zmienito sie wyrazenie na zwykla stope zwrotu r(t). Nowa logarytmiczna stopa

zwrotu z op6znieniem czasowym, obliczona analogicznie jak nowe r(t), to

(PO Y (B )
r-(t) = In (P(t—7’)> =In <P0(t0—7') .eM(t—T)> =
= In(Po(t)) — In(Po(t — 7)) + M(t) — M(t —7) =
— () + (), (5.10)

gdzie interpretacja cztonow M (t) oraz r'(t) jest podobna, jak interpretacja cztonow r ()

oraz ¥ (t) w wyrazeniu (5.6). Warto zauwazy¢ nastepujaca rzecz,
Pty =rP(@t) + Pt — 1)+ -+ 7Pt — 7+ 1) ~ N(0, VT - 0.0052). (5.11)

Widag, ze rL(t) podlega rozktadowi Gaussa jako suma zmiennych z tego rozktadu, co wynika
z CTG (por. zaleznos¢ (5.9)). Wartos¢ oczekiwana tego rozkltadu bedzie oczywiscie nadal
réwna 0, jednak czy jego wariancja bedzie réwna po prostu 7 - 0.0052? Zmienne te nie sg
niezalezne, poniewaz maja parami wspolne cztony, ale, jak sie okazuje, ich kowariancja jest
rowna 0 tak, ze wariancja rozktadu, ktéremu podlega rf(t) jest réwna wlagnie 7 - 0.0052.
Obliczmy to. Skorzystamy ze wzoru (5.5),

)=o) = )

TPt —1)) a(t), gdzie a(t) ~ N(0,0.005). (5.12)

Jednoczesnie, dysponujemy definicjg kowariancji

Cov(x,y) = Bz - y) - B(z) - E(y), (5.13)
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Rysunek 5.4: Statystyka r{;(t) wraz z dopasowana krzywa gaussowska.

gdzie E(-) oznacza wartos¢ oczekiwana. Z tych dwoch wyrazen dostajemy

Cov(rP(t),rP(t — 1)) = E(a(t) - a(t — 1)) — E(a(t)) - E(a(t — 1)) =
= E(a(t)) - E(a(t — 1)) — E(a(t)) - E(a(t — 1)) = 0, (5.14)

gdzie skorzystalismy z tego, ze a(t) i a(t — 1) sa dwiema niezaleznymi zmiennymi losowanymi
z rozktadu normalnego (odwotujac sie do sposobu realizacji geometrycznego ruchu Browna

w kodzie programu symulacyjnego). Analogicznie obliczy¢ mozna
Cov(rf'(t),7"'(t — 1)) =0, (5.15)

gdzie 7’ jest dowolna liczbg miedzy 1 a 7 ze wzoru (5.11). Skoro za$ kowariancja miedzy
dowolnymi ze zmiennych jest rowna zero, to wariancja sumy zmiennych jest suma wariancji

tych zmiennych, a poniewaz wariancje te sa takie same, to
Var(rf' (t)) = 70%. (5.16)

Jako ze op = 0.005, to Var(rf’(t)) = 7-0.0052, tak jak postulowaligmy.

Sprawdzmy, czy obliczenia zgadzaja sie z rzeczywistodcia. Rysunek 5.4 przedstawia statystyke
r{%(t) oraz dopasowana do niej w programie Gnuplot krzywa gaussowska. Jak wida¢, dopa-
sowanie jest bardzo dobre — faktycznie mamy do czynienia z rozktadem normalnym. Parametr

o tej krzywej obliczony z dopasowania to 0.0200648, co dobrze zgadza sie z wartoscig teore-
tyczna, rowna V16 - 0.0052 = 0.02.
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5.3.3. Pozostale wyniki

Przyjrzyjmy sie teraz, jak wygladaja rozktady stop zwrotu ri6(t) dla réznych parametrow
zmodyfikowanego modelu progowego. Przedstawia je rysunek 5.5. Ogoélnie rozktady stop
zwrotu w modyfikacji modelu progowego sa podobne do tych, ktore przedstawitem w rozdziale
3.2 na rysunku 3.2. Najwieksza roznica, ktéra od razu rzuca sie w oczy, jest pogrubienie
rozktadu r(t). Jest to widoczne szczegolnie wtedy, gdy pierwotna grubosé¢ rozktadu byta
niewielka, a wiec w pierwszej kolejnosci dla J = 1, 0 = 0.5 1 A = 10 (prawa cze$¢ rysunku,
kolor czerwony), a potem dla J = 1,0 = 11 A = 5 (po lewej, kolor zielony). Jest to wyraz tego,
0 czym juz méwiliSmy omawiajac wariogramy — doszta nam dodatkowa zmiennos¢ zwiazana
z cztonem ¥ (t) i to ona sprawita, ze rozklady sa grubsze. Przy dokladniejszym poréwnaniu
rysunkéw 3.2 oraz 5.5 mozna tez zauwazyé, ze rozktad jakby nieco sptaszczyl sie u gory —
gdy pojawita sie dodatkowa zmiennosé, zwiazana z cztonem T{JG(t), mniej jest zerowych stop
zZwrotu.

Kolejny rysunek, 5.6, przedstawia zanikanie grubych ogonéw wraz z rosnacym krokiem cza-
sowym 7 w zmodyfikowanej wersji modelu. Tu zwraca uwage przede wszystkim to, ze opisy-
wane przeze mnie przy okazji rysunku 3.3 i p6Zniej w rozdziale 4.4 charakterystyczne ,dziébki”
zmniejszyty sie. Zatem dodanie btadzenia geometrycznego do ewolucji ceny powoduje $cie-
cie ,dziobkéw”. W zwiazku z tym, ze tego typu ,dziébki” nigdy nie byly obserwowane na
rzeczywistych rynkach, przedstawiona przeze mnie modyfikacja modelu, przynajmniej pod
tym wzgledem, wydaje sie wladciwsza. Co dzieje sie dla jeszcze wiekszych 77 Rysunek 5.7
przedstawia dwa rozktady — dla 7 = 16384 i 7 = 65536 — wraz z dopasowanym rozktadem nor-
malnym. Wida¢, ze dla 7 = 16384 (lewa czes¢ rysunku), rozktad bardzo przypomina rozktad
normalny. Sa pewne odstepstwa, nieregularnosci, ale ogélnie rozktad ten znacznie bardziej

przypomina Gaussowski, niz analogiczny rozktad w pierwotnej wersji modelu (patrz rysunek
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Rysunek 5.7: Rozktady przeskalowanych r,(t) dla wiekszych 7 w modyfikacji modelu. His-
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or. Czarng linia ciagta zaznaczono rozktad normalny.
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Rysunek 5.8: Autokorelacja stopy zwrotu w modyfikacji modelu.

4.12, kolor niebieski). Zastanawiajace jest to, ze parametr op rozkladu Gaussa dopasowanego
w programie Gnuplot do rozkladu empirycznego dla 7 = 16384 jest bliski jednosci (0.995102).
Nie jest to parametr op rozktadu 7“{)6384, bo ten jest réwny V16384 - 0.0052 = 0.64. By¢ moze
wiec jest to tylko zbieg okolicznosci. Jesli chodzi o 7 = 65536 (prawa cze$¢ rysunku), to
podobienstwo do rozktadu normalnego jest juz znacznie mniejsze. Nieregularnogci sa wyraz-
niejsze, a poza tym rozktad jest jakby obciety po bokach (w niewielkim stopniu byto to juz
wida¢ dla 7 = 16384).

Funkcja autokorelacji stép zwrotu, przedstawiona na rysunku 5.8, wyglada bardzo podob-
nie do swojej odpowiedniczki w modelu niezmodyfikowanym. Roézni sie jedynie gtebokoscia
poczatkowego dotka” — w wersji niezmodyfikowanej jest to prawie doktadnie —0.2, a tutaj
troche mniej, w okolicach —0.16. Dodatkowy czton 7 () w nowej stopie zwrotu 7(t) powoduje
takie wlasnie sptaszczenie — autokorelacja obliczana tylko dla tego cztonu natychmiast spada
do (prawie) zera, co nie powinno dziwi¢, skoro kolejne stopy zwrotu r’ (t) sa kolejnymi nieza-
leznymi zmiennymi z rozktadu Gaussa a(t) (por. wyrazenie (5.12)). Udrednienie zachowania
sie autokorelacji tego sktadnika i sktadnika 7 () powoduje takie sptaszczenie ,dotka” funkcji
autokorelacji stop zwrotu.

Pozostalo nam jeszcze przyjrzenie sie funkcji autokorelacji modutéw stop zwrotu (rysunek
5.9). Jak wida¢, ksztalt funkcji autokorelacji pozostal niezmieniony. Dla symulacji o dtugosci
10 mln krokéw czasowych, ktéry to przypadek zostat pokazany na rysunku 5.9, do 7 = 1200

nie byto wartodci ujemnych tej funkcji, poza tym catosé jest jakby bardziej podobna do tego,

46



T T T T T T ||I T T T T T TTT T T T T LI
0.1 .
= :
+ i
-0.01 ¢
£ F 0.01 & .
[0.001 £
0001} B 1 |
- 0 200 400 600 800 10001200
] [ ! L1l ! L1

10 100 1000

Rysunek 5.9: Autokorelacja modutu stopy zwrotu w modyfikacji modelu.

co otrzymali autorzy w oryginalnym modelu (patrz rysunek 3.5, u gory), ale tu oczywiscie
mamy do czynienia z nieco innym modelem, wiec to podobienistwo jest raczej przypadkowe.
Ogolnie jednak autokorelacja nadal zanika eksponencjalnie, a nie potegowo, jak na rzeczy-
wistych rynkach, pod tym wzgledem zatem nie ma ani pogorszenia, ani polepszenia.

Zatem moja urealniajaca model modyfikacja nie zaburza odtwarzania przez niego faktow
stylizowanych, a w dodatku rozktad stop zwrotu z opo6znieniem czasowym 7(t) ma stabiej
widoczne nieregularnosci, ,dziobki”. W zwiazku z tym, ze na rzeczywistych rynkach nie sa

one obserwowane, ta wersja modelu progowego wydaje sie wlasciwsza.
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Rozdzial 6

Podsumowanie

6.1. Co zostalo zrobione w tej pracy

Praca ta sktadata sie z swoch zasadniczych czedci: czesci monograficznej oraz czesci opisujacej
moje wlasne badania. Osig pracy byl progowy model rynkéw finansowych, zaproponowany
przez Pawtla Sieczke i Janusza A. Holysta z Wydziatu Fizyki Politechniki Warszawskiej.
W czedci monograficznej opisano najpierw modele, ktore postuzyty autorom jako inspiracja do
sformutowania modelu progowego, a w koricu sam model progowy, w ramach ktérego badano
dynamike ceny instrumentu finansowego. Wyniki byly uzyskane na bazie symulacji kompu-
terowych, metoda dynamiki statystycznej. Wraz z prezentacja wynikéw opisanych w pracy
[16], pokazalem takze moje ich odtworzenie. W wiekszosci przypadkow (wariogramy stop
zwrotu z grupowaniem wariancji, rozktady tychze z grubymi ogonami zanikajacymi wraz
z rosnacym krokiem czasowym, funkcja autokorelacji stop zwrotu) wyniki moje i autorow
byty bardzo podobne, z wyjatkiem funkcji autokorelacji wartosci bezwzglednych stop zwrotu,
ktora co prawda nadal byla funkcjg eksponencjalna, jednak przebiegala nizej niz oryginat
1 przyjmowata takze wartosci ujemne.

W czedci z moimi wlasnymi wynikami najpierw opisalem badania nad klasycznym modelem
Sieczki-Hotysta. Stwierdzitem, ze rozktady st6p zwrotu z opdZnieniem czasowym odbiegaja od
gaussowskich nawet dla bardzo duzego opdznienia — obserwacja ta wykracza poza prace dok-
torska Pawtla Sieczki [15]. Nastepnie zbadatem zmodyfikowany model, w ktérym zmiany cen
byly spowodowane nie tylko zmianami magnetyzacji, lecz réwniez geometrycznym btadzeniem
brownowskim ceny fundamentalnej. Ta wersja modelu, cho¢ zasugerowana niejako w pracy
[16], nie byta badana przez autoréw modelu. Dopiero tu uzyskano, jak sie wydaje, spelnie-
nie centralnego twierdzenia granicznego, cho¢ dla asymptotycznie duzych wartosci op6znienia

crasowego pozostaje ono ztamane.
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6.2. Propozycje dalszych badan

Na koniec pragne zasygnalizowac rzeczy, ktérych nie zbadatem w tej pracy, a ktérymi warto

by sie jeszcze zajac:

o Wiszystkie symulacje byly przeprowadzone, w zgodnoéci z symulacjami autoréw, dla
macierzy 32 na 32 agentéw. Warto by zbada¢ zachowanie sie uktadu dla innych,
w szczegolnosci wiekszych (na rzeczywistych rynkach jest wszak wiecej, niz 1024 inwesto-
row) wymiaréw tej macierzy. Pojawia sie tu problem ztozonosci obliczeniowej — dla
wiekszej macierzy agentéw symulacja bedzie dluzej trwata. Mimo wszystko w wiek-
szosci przypadkéw nie bedzie to duza przeszkoda. Symulacja o dtugosci 100000 krokéw
czasowych dla macierzy 32 na 32 trwata tylko 40 sekund, dla macierzy 64 na 64 powinna

wiec potrwaé okoto 2.5 minuty.

e By¢ moze sporo ciekawych obserwacji mozna by bylo poczyni¢, badajac, jak zmienia
sie macierz agentéw w kolejnych krokach czasowych. Mam tu na mydli wizualizacje
tej macierzy, gdzie kazda z decyzji inwestycyjnych, tj. ,kupuj”, ,sprzedawaj”’ i ,czekaj’
bytaby oznaczona innym kolorem. Ciekawe zwtaszcza byltoby zachowanie sie tej macierzy

w stanach stagnacji (np. czy tworza sie klastry jednakowych decyzji inwestycyjnych).

e W niniejszej pracy przedstawilem modyfikacje modelu oparta na uogoélnionej definicji
ceny waloru. Oczywiscie, jest mozliwe wiele innych modyfikacji, np. J, o czy A\ za-
lezne od agenta lub od czasu (niektore z tych pomystéow mielismy juz w modelu Tori),
macierz interakcji z wolno malejacym oddziatywaniem lub niesymetryczna, tréjkatna
sie¢ agentow zamiast prostokatnej albo prostokatna macierz agentéw, wprowadzenie do
modelu obrotow (czy jest dodatnia korelacja pomiedzy obrotami a zmiennoscia), re-
definicja ceny waloru, a nawet redefinicja lokalnej dynamiki czy zmiennej spinowej s;(t)
(mozliwa na wiele roznych sposob6w). Propozycji mozna podaé¢ wiele i niewykluczone,
ze czesé z takich modyfikacji okazataby sie sensowna, dajac wyniki zgodne z faktami
stylizowanymi, by¢ moze nawet zanikajaca w sposob potegowy funkcje autokorelacji
wartosci bezwzglednych stop zwrotu, czego nie udato sie osiagnaé w podstawowej wersji
modelu progowego. Brownowska modyfikacja modelu, ktéra przebadatem, nie popsuta
odtwarzania przez niego faktéw stylizowanych, a nawet troche je poprawita, co daje
nadzieje na taka modyfikacje, ktora mogtaby odtwarzanie tych faktéw jeszcze bardziej

poprawic.

Widzielismy, ze zalozenia modelu progowego Sieczki i Holysta sa proste i ze generuje on
bardzo obiecujace, bo odtwarzajace rynkowe fakty stylizowane, wyniki. Ogolnie zatem mozna
powiedzie¢, ze jest on dobrym punktem startowym/inspiracja do stworzenia bardziej rozbu-

dowanego modelu rynkéw finansowych, ktory, bazujac na tak solidnej podstawie, ma szanse
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odtworzy¢ jeszcze wiecej faktéw stylizowanych, a moze nawet postuzy¢ do przewidywania za-
chowania sie rynku. Model progowy jest na tyle obiecujacym modelem rynku, ze na pewno
warto zajac sie nim doglebniej, niz zostalo to uczynione w tej pracy, ze szczegdélnym naciskiem

na ewentualne uogélnienia i modyfikacje.
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