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1 Przyklady

Pokazaé, ze wszystkie grupy rzedu 2 sa izomorficzne z Zs.
Pokazaé, ze wszystkie grupy rzedu 3 sa izomorficzne z Zs.

Pokazaé, ze wszystkie grupy rzedu 4 sa izomorficzne z Z4 lub Zy X Zo.

Pokazaé, ze wszystkie grupy rzedu 6 sg izomorficzne z Zg lub Ss.
Zmalez¢ wszystkie podgrupy Ss

(1)
(2)
(3)
(4) Pokaza¢, ze wszystkie grupy rzedu 5 sa izomorficzne z Zs.
(5)
(6)
(7) Pokaza¢, ze Aut(S3) ~ Inn(S3) ~ Ss

2 Grupy abelowe

Stwierdzenie 2.1 Wszystkie podgrupy Z sq postaci mZ dla m € N.

Dowdd. Niech m bedzie najmniejszym dodatnim elementem w podgrupie G. Oczywidcie,
mZ C G.

Pokazmy inkluzje odwrotna. Nech n € G\mZ. Wtedy n = mk+7r,0 <r < m. Zatem r € G,
co jest sprzecznodcia. O
Stwierdzenie 2.2 Jesli n,m sqg liczbami wzglednie pierwszymi, to

Ly % Ly 3 (i, [J]) = [in + jm] € Lo,

jest izomorfizmem.



Dow6d. Najpierw sprawdzamy, ze dla dowolnych m,n € N powyzsze odwzorowanie jest dobrze
okreslone i jest homomorfizmem. Aby dowies¢, ze jest on surjektywny korzystamy z faktu, ze
dla wzglednie pierwszych m,n istnieja i, j € Z takie, ze in + jm = 1. O

Lemat 2.3 Niech G bedzie skoviczong grupg abelowg. Wtedy istniejg nq, ..., ng takie, zZe
GZpy X+ XL, (2.1)

Dowéd. Niech {aq,...,a;} beda generatorami grupy G. Zdefiniujmy
R(al,...,at) = {(ml,...,mt) c {0,1,...}t maal + ... mpae :0}

Dazymy do tego, by znalez¢ generatory {b1, ..., bs} dla ktorych R(by,...,bs) := {kini,... kins :
ki € {0,1,...}}. Wtedy (2.1) jest spelnione.

Dowéd przebiega przez indukcje wzgledem liczby generatoréw. Zatézmy, ze dla t — 1 genera-
toréw teza jest prawdziwa. Pokazmy dla ¢.

Niech m bedzie najmniejsza dodatnia liczbg wystepujaca wéréd elementéw ciagéw w R.

Mozemy przyjac, ze m = my dla (my,...,m;). Najpierw pokazujemy, ze jesli (ni,...,n:) € R,
(n1,...,m¢) # (mq,...,my), to m dzieli n;. Zatem G jest generowana przez relacje a miaj +
---mpay = 0i relacje miedzy as ..., a;.

Nastepnie pokazjemy, ze m dzieli wszystkie m;. Zatem m; = mgq;. Kladziemy

a1 := a1+ geas + -+ + qag.

Wtedy G jest generowana przez ai, relacje ma; = e i ao, ..., a; i relacje miedzy nimi. Stosujemy
zatozenie indukcyjne i dostajemy, ze G jest generowana przez ap,ds,...,a; 1 relacje

mal = 0, mQ&Q = 0,...,7712(12 =0.
O

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Mowimy, Ze G jst p-grupa, jesli #G = p*.
Stwierdzenie 2.4 Kazda abelowa p-grupa jest postaci
a
Lyp' X ---Zp’,j.
Liczby a1, ..., ar sg jednoznacznie wyznaczone.

Dowdd. Istnienie takiego rozktadu wynika z Lematu 2.3 i indukcji.
Aby pokazaé¢ jednoznacznosé, sprawdzamy, ze dla m =1,...,k,

#be G : pb=0} =phpPez..pnam .. pher,

Czylidlam=1,...,k,
a1+ 2as + -+ +may, + -+ kag

sa wyznaczone jednoznacznie. Stad aq,...,a sa jednoznacznie wyznaczone. O



Twierdzenie 2.5 Niech G bedzie skoriczong grupg abelowg. Wtedy wszystkie elementy rzedu p*
dla pewnego k tworzq p-grupe G,. Mamy

G~ Gy XX Gp,.
Zy, jest pierscieniem.
Z) :={k € Z : k wzglednie pierwsze z n}
stanowi grupe. Definiujemy funkcje Eulera
¢(n) := #Z,

Jesli n = p jest pierwsze, to ¢(p) = p — 11 Z) ~7Zp_1 i wtedy Zj, jest cialem.

Przyktady:

Z§ ~ 7oy X Ly, 7Ly~ Za.

Stwierdzenie 2.6 Wszystkie podgrupy Z, sq postaci Ly, gdzie m dzieli n.

Dowdd. Niech m bedzie najmniejszym elementem podgrupy G. Wtedy g >~ Zy,. O
Mamy Z, /L, =2 Ly, jn, czyli

0= Zpm — L = Ly — 0. (2.2)

Zadanie 1 Niech p bedzie pierwsze. Jakie grupy przemienne mogqg wystepowaé na miejscu G w
ciggu doktadnym
0—Zp— G —Zy,— 0.

Odpowiedz: G = Zg lub G =7Z,.
Stwierdzenie 2.7 Niech dla pewnej grupy abelowej G
0—=Zpy —G— Z — 0. (2.3)
(2.3) sie rozszezepia < m i k sq wzglednie pierwsze < G = Ly X Ly, = Lm-
Dowédd. Jesli nie sa wzglednie piewsze, to maja wspélny dielnik pierwszy p. Zatézmy, ze p®

dzieli m, ale p®*! nie dzieli m, oraz p® dzieli k ale p**! nie dzieli k. Wtedy rzedy elementow
Lo X Ly, nie dziely sie przez p™@(@)+1 Natomiast w Z,,y istnieja elementy o rzedzie p®t. O



3 Iloczyn poélprosty grup 7,
Zadanie 2 Jak wygladajg automorfizmy Z,,?

Kazdy automorfizm jest zadany jednoznacznie przez obraz 1, ktéry oznaczamy przez k. Kazdy

automorfizm zachowuje Z), zatem k € Z). Osznaczmy taki automorfizm przez pr. Wtedy

pi(J) = jk. Oczywiscie, pi*(j) = k™j.
Przykltadem jest
p—1(7) = —j,

ktore jest automorfizmem rzedu 2. Definiujemy grupe dihedralng
Dn = Zn A ZQ = Zn XNp_q ZQ.
Ogolniej, jesli k € Z) 1 k™ = 1 mod(n), to mozemy zdefiniowac

Ly R Loy = Loy Ry, L.

3.1 Grupa O(2) i jej podgrupy

Grupa SO(2) sklada si¢ z obrotéow o kat ¢ € [0, 27[, oznaczanych przez Cy. Jest izomorficzna, z
R/27Z. Posiada automorfizm ¢ — —¢ rzedu 2, ktory generuje dziatanie grupy Zs.

Grupa O(2) posiada poza tym odbicia w osiach przechodzacych przez osie nachylone o kat
¢. Mamy O(2) = SO(2) X Zs.

PyPy = Coyp—g),  Coyp = PyryFy.

Skoriczone podgrupy O(2) sa postaci Cp,, n=1,2,..., Dy, n=1,2....
Grupa dihedralna D,, ma nastepujace klasy sprzezonosci:

n parzyste

identycznosé

Conk,C 2rk, k:1,...%f1

Cr

odbicie w prostej przechodzacej przez naprzeciwlegte wierzchotki
odbicie w prostej przechodzacej przez srodki naprzeciwlegltych bokéw

IS N =

n nieparzyste
identycznosé 1
Con,C_2ni,, k=1,...[§] 2
odbicie w prostej przechodzacej przez wierzchotek i srodek naprzeciwlegltego boku n
Grupa dihedralna Z, x Zs jest generowana przez a, b spelniajace relacje

a=e, b®=e, abab=e.



Jest tez generowana przez b, ¢ spelniajace relacje
V¥ =e c=e, (be)"=e.

Mozna przejé¢ z jednej rodziny generatoréw do drugich przez ¢ = ab.
Ly, Xy, Loy, jest generowane przez a, b spelniajace relacje

av=e, V" =c¢, bab ' =d".

3.2 Grupa afiniczna

Grupa GL(K™) dziata na K" automorfizmami w oczywisty sposob. Mozna zatem zdefiniowac
K" x GL(K™). Mamy
(a,A)(b,B) = (a + Ab, AB).

Znalezé¢ (a, A)~!. (Rowne (A~ta, A71).)

Zadanie 3 Pokazaé, zZe
a0 = a+ Az, K"

jest dziataniem grupy K" x GL(K™) na K.
Mamy

B(a,4)(@0,B)(T)) = P(a,a)(b+ Bx) = a+ Ab+ ABx = ¢4 a)1,B)(T)-

Kazdy element R? x SO(2) jest translacja lub obrotem. Klasy sprzezonosci sa numerowane
przez kat obrotu € [0, 27[ i odleglosé translacji

Do R? x O(2) nalezg jeszcze odbicia z poslizgiem. (Zwykle odbicia maja zerowy poslizg).
Klasy sprzezonosci sa numerowane dla obrotow przez modul kata € [0, 7], odleglos¢ translacji,
dtugoé¢ poslizgu.

3.3 Kolokwium
Zad. 1 Rozwazmy grupe

G::{[‘S‘ f] . a € R\{0}, BGR}

A;:{[g H : aeR\{O}},

B::{[é ﬂ :ﬂeR}.

Ktéra z tych podgrup jest normalna? Przedstawi¢ G jako iloczyn pélprosty tych dwoch podgrup
(czyli A x4 B lub B x, A) i znalez¢ odpowiadajacy temu iloczynowi homomorfizm + jedne;
podgrupy w grupe automorfizméw drugiej.

1 jej podgrupy



Zad. 2 Niech Y oznacza rodzine dwuelementowych podzbioréw zbioru wierzchotkéw kwadratu.
Grupa dihedralna D4 dziala w oczywisty sposéb na Y. Opisa¢ wszystkie orbity tego dziatania
i podaé ile maja elementow. Opisa¢ stabilizatory (podgrupy izotropii) elementéow tych orbit i
podac¢ ile maja elementéw.

Zad. 3 Mowimy, ze grupa jest cykliczna, gdy jest izomorficzna z Z,, dla pewnego n. Czy grupa
Z: ={1,2,3,4} (grupa multiplikatywna niezerowych elementéw Zs) jest cykliczna? Uzasadni¢
odpowiedz.

3.4 Kolokwium poprawkowe

Zad. 1 Rozwazmy zbiory macierzy rzeczywistych

ann a2 P

G := a1 aoy P2 | 1 arpioe —ajponr #0
0 0 1
a1 aig 0
A= a1 g 0 | @ agrane —ajpag #0
0 0 1
10 B
B = 01 52
0O 0 1

Sprawdzi¢, ze sg to grupy. Ktéra z podgrup, A lub B jest normalna? Przedstawi¢ G jako
iloczyn potprosty tych dwoch podgrup (czyli A x B lub B x, A) i znalez¢ odpowiadajacy temu
iloczynowi homomorfizm ~ jednej podgrupy w grupe automorfizmoéow drugie;j.

Zad. 2 Niech Y oznacza rodzine dwuelementowych podzbioréw zbioru wierzchotkéw szescianu.
Niech O oznacza grupe obrotéw zachowujacych szedcian. Oczywiscie, O dziala w oczywisty
spos6b na Y. Opisa¢ wszystkie orbity tego dziatania i podac ile maja elementow. Opisaé stabi-
lizatory (podgrupy izotropii) elementéw tych orbit i poda¢ ile maja elementow.

Zad. 3 Podac¢ wszystkie podgrupy nietrywialne (rézne od grupy 1l-elementowej i siebie samej)
w grupie Zs X Zs.

4 Reprezentacje—tabele charakteréow

4.1 Grupa S3 >~ Zs X Zoy >~ D3

id! (12)3  (123)2

O 0o o0 Triv 1 1 1
Od

O Sgn 1 -1 1
O

o 0O

O St 2 0 —1



1+3+2=6, 12+1%2+2%2=6.
4.2 Grupa Sy~ (Zg X Zs) X Ss

id' (12)6 (123)% (1234)8 (12)(34)3

O o o o Triv 1 1 1 1 1
O

E Sgn 1 -1 1 -1 1
O

O 0o O

- St 3 1 0 -1 -1
o O

O Sgn x St 3 -1 0 1 -1
O

o O

O O 2 0 -1 0 2

1+6+8+6+3=24, 124+124+32+32+22=24.
Homomorfizm Sy — S5 przenosi reprezentacje Ss na reprezentacje Sy. W szczegdlnodci, repre-
zentacja standardowa dla Ss przechodzi na 2-wymiarowa reprezentacje Sy.
4.3 Grupa dihedralna Z, < Zy = D,,.

Dwuwymiarowa reprezentacja nieprzywiedlna

Dwuwymiarowe reprezentacje dla 1 < j < 5:

i2mkj 0 0 i2mkj
e n e n
Ej(k,O) = [ 0 e—i?wkj s Ej(ka 1) = [ efiZTrkJ' 0 ] :

Ta sama reprezentacja w innej bazie:

ko) = 5 ] By =] e O (4.4)
) . . b M . . . .
J —sin % cos % J cos % —sin %

Czasami bedzie tez oznaczana przez F_j.
4.4 Grupa D, dla n nieparzystego

0,008 (k,0)2, 1<k<[n/2] (k1)"

A, 1 1 1
A, 1 —1
Ej,1<j<[n/2] 2 2 cos 7™M 0



14+ [n/224+n=2n, 12412+ ([n/2] —1)2% = 2n.

Tabliczka mnozenia.

A, Ay Ej
Ag Ag Ay J
Ay A, E;
Em Ej—m @ Ej-l—ma .7 7é m,

Ag@Au@Egj, j=m

Symetryczny i antysymetryczny kwadrat.

™ Rg T
TRym  — —

Redukcja do podgrupy

Zn, 0
Zo 0 1 ool
4.5 Grupa D, dla n parzystego
(0,008 (n/2,0)! (k,0)%, 1<k<n/2 (2k,1)" (2k—1,1)",1<k<n/2
Ag 1 1 1 1 1
Ay 1 1 1 —1 —1
B 1 (—1)n/2 (—1)* 1 -1
Bo 1 (—1)n/2 (—1)* —1 1
Ej _1V\j 27kj
1< j<n/2’ 2 2(—1) 2cos = 0 0

L+1+(n/2=-1)2+n/2+n/2=2n, 1*+124+124+ 1%+ (n/2 - 1)2 = 2n.

Tabliczka mnozenia.

A, A, B By E;
A, A, A, By By, E;
Ay A, By, B, E,
B A, A, E,
By A, E;
En, Ejfm@Ej+m7 J #m> j—|—m;£n/2,

A Ay @ Eyj, j=m #n/4,
EjfmGEBlEBB% ]#mv ]+m:n/2
A;® Ay @ B1® By, j=m=n/4



Symetryczny i antysymetryczny kwadrat.

A, Ay B1 By Ej
TRsm Ay Ay Ay Ay Ag @ Eoj, j#n/4
Ay ® B ® B, j=n/4
TRym — — — — Ay

Redukcja do podgrupy
D, A, Ay B B E;

L, 0 0 n/2 n/2 j&—j
Z 0 1

2 0 1 01

4.6 Grupa kwaternionowa (@)
Sktada sie z +1, £i, £j, £k, spetniajace relacje
ij=k, i2=;?=k*=—1.
{1, —1} jest podgrupa normalna. Mamy
Q/{1, -1} 2 Zy x Zy = {1,i,j,k}, ij=k, i2=j?=k>=1

Mamy 4 rézne nieprzywiedlne reprezentacje grupy Zs X Zs. Poza tym, mamy reprezentacje dana
przez macierze Pauliego razy i (jednostkowe kwaterniony):

7=y | wo=[ o] =[] 3] =] 4]

Tabela charakteréow
11 _11 {ia _i}2 {ja_j}Q {kv _k}2

A 1 1 1 1
B 1 1 -1 -1
By 1 1 -1 1 -1
B, 1 1 -1 -1 1
P 2 =2 0 0
Tabliczka mnozenia
A By By B P

A A B B; By P

B; A DBy B; P

B; A B P

By A P

P AD B D Bj @ By

Kwadraty symetryczne i antysymetryczne

A B, B B P
TR®m A A A A Bi@Bj@Bk
TRpm — — — — A



Redukcja reprezentacji do podgrupy.

[y

Q A B, B, B, P
{1,i,—-1,-i}~Z | 0 0 2

5 Rozkladanie reprezentacji

5.1 Reprezentacja dwuwymiarowa dla C),

2mik
Zy, ma reprezentacje nieprzywiedlne 7;, gdzie j € Zy,, z charakterem y;(k) = el

Rozwazmy dwuwymiarowa reprezentacje C,, = Z, w C?

cos 2Tki  gip 27k

. Drkj 21k
in 2551 ULz

n n

T 3 ks 0,(k) = [
—S COS
2mjk

z charakterem xy, (k) = 2cos
podreprezentacje:

Mamy xo, = x; © x—j- Zatem, 0; ~ 7; & 7_;. Rzut na

[\

1 2mjk 1 n  Fin 1 1 1
R (KeT = — - — i
Q+j = - kZ_OHJ(k:)e 5 [ T, ] NG [ " } [1, Fi].

Hamiltoniany niezmiennicze:

Ma on wektory wtasne
1 1 1 1
ARG AN
5.2 Reprezentacja dwuwymiarowa dla D,

Mozna rozszerzy¢ reprezentacje do grupy D,,, patrz (4.4). Wtedy reprezentacja staje si¢ nieprzy-
wiedlna, pokrywa si¢ z reprezentacja E; i hamiltoniany niezmiennicze sg postaci

a 0
i=[5 0]
5.3 Kwadrat tensorowy dwuwymiarowej reprezentacji grupy C,

Zatozmy, ze j # n/2. Rozwazmy reprezentacje gupy C, réwng 6; ® 6; Mamy

2mjk ;2m25k
Xo,w0;(k) = deos? ZTIT — oFRE o

_j2n2jk

+ 2.

Zatem 9j X 9]' = T2 D T_2; @ 2mg.
Oznaczmy baze kanoniczng w C2 przez | 1), ). Odpowiednio, baza w C? @ C? bedzie

(1), [T, 141, [

10



Piszac w skrocie ¢, s zamiast cos =, sin =5 dostajemy

cC CS sC 88
0j®9j:|:c 8:|®|:C S:|: —CS cC —S8S ScC

—S C —S C —S8C —S8S cc CS
SS —SCc —S8C ccC

Niech Qg bedzie rzutem na punkty state dla tej reprezentacji. Uzywajac

n—1 . n—1 . n—1 . .
27kj o021k n 2k . 2wkj
2 _ 2 _ _
Zcos T—Zsm — = ZCOSTSIHT_O’
k=0 k=0 k=0
dostajemy
1 0 0 1
1= 1{0 1 -1 0
@ = nkz_ogj(g’ej(k)zz 0 -1 1 0
B 1 0 0 1
1 0
1 0 1 1 1
= — —[1,0,0,1] + — —[0,1,-1,0
valo |t TS Al |
1 0

. : 1 S
Alternatywne rozwiazanie: % [ 1 ] to wektory, dla ktérych C, ma w C? reprezentacje +j.

Zatem reprezentacja trywialna w C? ® C? bedzie rozpieta na

1
1 1 © 1 1| 1] -
Vo i V2 | —i 2 i
—1_
17
ENERPERRAEY
V2 | i Vel 2] —i
_1_
Dlatego tez
[ 1 1
Q = | T ma o) b IS
2 1 b M _1 M b
1 1
1 -1 1 1 —i i 1
_1 -1 1 -1 - +1 i 1 -1 i
] i =1 1 i 41 -1 -1 1 —i
! 1 —-i 1 1 -1 i 1

11



1 0 0 1
10 1 -1 0
T 2010 -1 1 0

1 0 0 1

Reprezentacje m+9; s rozpigte na wektorach

1

171 2 11 1) H

V2 | £ V2 | £ | 2| &

-1

Dlatego tez, rzuty na odpowiadajac im podprzestrzenie sa
1
1] 41 |1 ..
Q:I:Qj — 5 +i 5[17 +1, 1, _1]

-1

1 Fi F -1
14 1 1 =+
41 4 1 1 =
-1 &+ 4+ 1

Jak wygladaja hamiltoniany niezmiennicze? Kazdy taki hamiltonian mozna zapisa¢ jako

hrar by Pprar by
o | Pt P b hau
hipar gy Purgr hpng
LANIR S S AR NI (ANINE Sy (ANINA R

Grupa C, sklada sie z

e (EH )|

Zatem wystarczy sprawdzi¢, ktére hamiltoniany komutuja z

Coolelo ]l t]e[h ]

Mozna od razu napisaé rozwigzanie:

H = a2jQ2j + a_2jQ_2; + C, (5.5)

gdzie QoC Qo = C. C mozna zapisaé jako

1 0
1 0 1 1 1 1
C = Copo— —[1,0,0,1] + cyu—= —[0,1,-1,0
gg\/i 0 \/i[ ] uu\/i -1 2[ ]
1 0

12



1 0
0 1 1 1 1
+Coy —— —[0,1,—1,0] + cyg— —[1,0,0,1
gu\@ 0 \/5[ ] Ugﬂ -1 \@[ ]
1 0

5.4 Kwadrat tensorowy dwuwymiarowej reprezentacji grupy D,
7 punktu widzenia grupy D,, mamy

Zatem 0; ® 0; ~ E; & Ay ® A,. Oto rzuty na przestrzenie izotypowe:

1 00 —1
1l o 11 0
QEQjZszJerQj:E 0o 11 o |
-1 00 1
710 0 17
11000 0
@i = 50000 0]
(100 1|
[0 0 0
1lo 1 =10
Qav = 3010 21 1 o]
00 0 0

Dla niezmienniczosci hamiltonianu H wzgledem D,, wymagamy jeszcze komutowania z
0 1 2 0 1]
10 10|

H = aQEgj + ngQAg + CuuQAu'

Oznacza to, ze w (5.5) musimy zazadac¢ by agj = a_2; i cug = cgu = 0.

= o o
O = O
S O =
SO O =

Sa one postaci

5.5 Pierscienn o symetrii C,

Rozwazamy reprezentacje
Lo > ks p(k) € UIR(Zy)),

p(k)lp) = |p + k).

Innymi stowy,

n—1
p(k) =" Ip+k)(pl.
p=0

13



z charakterem x,(k) = ndyo. Mamy

n—1

1 _i2mjk
m; = —g nopoe” n =1,

n

k=0

ik

1 i2
Qi = 5§:€ﬁ7m+@@!

~ 1 _i2mjp

1j) = 7: o |p).

Jedli wprowadzimy dyskretng transformate Fouriera F : 1?(Zy) — lz(Zn),

F= 7:22 b

mozemy napisac
Q= F )GIF.

Przyktad niezmienniczego hamiltonianu:

3
-

H = <@+1M+QM@+H>
=0

bS]

Wektory wlasne

127\'j i2mj

H) = (0™ 4 ae™ )|j):2|a|cos(¢—2£)\ ).

5.6 Pierscien o symetrii D,

Rozszerzamy powyzsza reprezentacje do D,, ktadac

pk, 1) = p(k,0)p Z|—p+k

Mamy wtedy (w przypadku nieparzystym)

p:Ag@El@E[n/Q]

Qa, = 5 3 (I + M@+ -p+E)G)) =0)(0],

.k

Qr, = —Z(2|p+k><p|cos )

p7

—_—

= DGl +1-) (il

14



Przyktadowy niezmienniczy hamiltonian:
H= Za(|k +1)(k| + k) (k + 1\).
k

Wektory wlasne:
H|j) = OéQCOSLj’j).
n

15



5.7 Egzamin pisemny

Zadanie 1. 3 Sciany szescianu zostaly pomalowane na czarno a 3 na biato. Niech X oznacza
zbiér sposobow pomalowania. Grupa symetrii szescianu O; C O(3) (sktadajaca sie zaréwno z
obrotow jak i odbi¢) dziata w oczywisty sposob na X.

1. Znalezé¢ wszystkie orbity dziatania O; na X.
2. Dla kazdej orbity podac jej liczbe elementéw i liczbe elementéw podgrupy izotropii.

3. Opisa¢ podgrupy izotropii (czy nalezy do ktorej$ ze znanych nam rodzin, czy jest prze-
mienna?).

Zadanie 2 Grupa G = Zy x Zz = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} zawiera podgrupe H =
{(0,0),(1,1)} ~ Zy. G dziata na C?> ® C? z baza |p,q) := |p) ® |q), p,q = 0,1, poprzez re-
prezentacje

p(k,Dlp,q) = [p+k,q+1).

1. Napisa¢ tabele charakteréw dla G. (Pamigtajmy, ze G~y xZyi dlatego reprezentacje
nieprzywiedlne G maja naturalne oznaczenia (0,0), (1,0), (0,1), (1,1)).

2. Roztozy¢ reprezentacje p na sktaniki nieprzywiedlne (podajac odpowiednia baze ortonor-
malng w C? @ C?).

3. Znalez¢ bazy ortonormalne przestrzeni izotypowych dla p obcietej do podgrupy H.

Zadanie 3.
Grupa S3 dziata na C3 z bazg |1), |2), 3) reprezentacja

plo)|i) =o(i)), o€ Ss, i=1,23.
1. Znalezé¢ krotnosci reprezentacji nieprzywiedlnych w p ® p.
2. Zmalez¢ krotnodci reprezentacji nieprzywiedlnych w p ®¢ p.
3. Znalez¢ krotnosci reprezentacji nieprzywiedlnych w p ®, p.
Wskazéwka. Oto tabela charakteréw dla Ss:

id' (12)%  (123)?

Triv 1 1 1
Sgn 1 -1 1
St 2 0 -1
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Odpowiedz ad 1. Orbita “Pasma’”, 12 elementow, grupa Ds, #Do = 4.
Orbita “Wokét wierzchotka”, 8 elementow, grupa D3, # D3 = 6.
Odpowiedz ad 2.
(00) (10) (01) (11)

© 1 1 1 1
1w 1 -1 1 -1
oy 1 1 -1 -1
1) 1 -1 -1 1
pla =(0,0) & (1,0) & (0,1) & (1,1). Baza ortonormalna:
1
eop) = 5(100)+101) +10) +[11)),
1
eap) = 5(l00)+101) - 10) —[11)),
1
e1) = 5(’00) —[01) +[10) — [11)),
1
eary = 5(/00) —[01) — [10) + [11)).

plg =2 m @2 m Baza dla reprezentacji mo: €(00), €(11); baza dla mi: e(10), €(o1)-
Odpowiedz ad 3.

p@p =~ 2Trive Sgn @ 3.5t,
pRsp =~ 2Trivd2S5t,
PpRap =~ Sgnd St
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Egzamin pisemny poprawkowy
Zad. 1. Grupa Dy = Z4 x Zo dziala na C? nastepujaca reprezentacja:

cos 5k  singk
.4 E
—sin ik cos 2k

sin 5k cos 5k
Tl _an T :
cos 2k sin 2k

p(,0) = . ot = |

1. Znalezé krotnodci reprezentacji nieprzywiedlnych w p.
2. Zmalez¢ krotnodci reprezentacji nieprzywiedlnych w p ® p.
3. Zmalez¢ krotnodci reprezentacji nieprzywiedlnych w p ®¢ p.

4. Znalez¢ krotnosci reprezentacji nieprzywiedlnych w p ®, p.

Wskazowka. Oto tabelka charakteréow grupy Dy:

0,0' (200" (1,002 (0,1)* (1,1)?

A, 1 1 1 1 1
A, 1 1 1 -1 -1
B 1 1 -1 1 —1
B, 1 1 -1 -1 1
E 2 —2 0 0 0

Zad. 2. Grupa Z3z dziata na C? z baza |0), |1), |2) przy pomocy reprezentacji

p(k)|p) := lp+ k),
(stosujemy powyzej dodawanie modulo 3).
1. Znalezé¢ krotnosci reprezentacji nieprzywiedlnych w p.
2. Zmalez¢ bazy wszystkich przestrzeni izotypowych dla tej reprezentacji.

3. Dla jakich f,~ operator
H =10)(1] + BI1)(2] + ~|2)(0]

jest niezmienniczy wzgledem tej reprezentacji, czyli

Hp(k) = p(k)H, k€ Z3?

Zad. 3. Niech X oznacza zbiér podgrup w Ss. Grupa Ss dziata na X przez sprzezenie, czyli
po(H)=0cHo ', 0€8; HecX.

Opisaé¢ wszystkie orbity tego dziatania.

Zad. 4. Niech { e, ea} bedzie bazg w C2. Rozwazmy przestrzen C? ® C? (ktéra oczywiscie ma
baze {e1 ® e1,e2 ® e1,e1 @ ea,e9 ® ea}). Roztozy¢ wektor (e1 + e2) ® (e; — ez) na sume dwoch
wektorow, jeden z C2 ®¢ C? a drugi z C? ®, C2.
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