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1 Podstawowe wtasno$ci grup

1.1 Definicja

Grupa to niepusty zbiér G wyposazony w

(1) dzialanie G x G 2 (g,h) — g - h € G majace wlasnosé¢ tqgcznosci
(gh)k = g(hk), g,hk € G.
(2) wyrozniony element e € G, zwany elementem neutralnym, spekniajacy
eg=ge=g, ge€aq.
(3) odwzorowanie G 3 g+ g~ ! € G, zwane odwrotnoscia spetniajace

g9 =g 'g=e, g€QqG.
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Czyli grupa jest czworka (G, -, e, ~!). Notacja powyzsza nosi nazwe multiplikatywne;.

Moéwimy, ze grupa jest nietrywialna, gdy jest rozna od grupy sktadajacej sie jedynie z elementu
neutralnego.

Element neutralny w notacji multiplikatywnej jest czesto oznaczany przez 1 lub 1.

Mozliwe jest tez sformutowanie stabszych aksjomatéw, w ktorych grupa jest zbiorem wypo-
sazonym jedynie w taczne dzialanie i dwa warunki zapewniajace istnienie elementu neutralnego
i odwrotnosci.

Moéwimy, ze grupa jest przemienna lub abelowa, gdy

gh=hg, g,heQqG.

Dla grup abelowych stosujemy czesto notacje addytywng, w ktoérej grupa to (G, +,0, —).

1.2 Podgrupy

Niech G bedzie grupg. Niepusty podzbior H C G nazywamy podgrupg gdy jest zamkniety ze
wzgledu na mnozenie i branie odwrotnodci. Zawiera wtedy element neutralny i ze wzgledu na
mnozenie i odwrotnosé¢ dziedziczone z G jest grupa.

Moéwimy, ze podgrupa jest nietrywialna, gdy jest rézna od grupy sktadajacej sie jedynie z
elementu neutralnego, jak réwniez od grupy G.

Jesli rodzina H, C G sklada sie z podgrup, to N, H, jest tez podgrupg. Dlatego, dla
dowolnego podzbioru X C G istnieje najmniejsza podgrupa zawierajaca X. Oznaczamy ja przez
Gr(X) i nazywamy podgrupg generowang przez X.

Grupe generowang przez jeden element nazywamy grupg cykliczng. Sa to grupy Z,, n € N i
7.

Liczbe elementow zbioru X oznaczamy przez #X. Liczbe elementéw grupy nazywamy rzedem
grupy.

Moéwimy, ze g € G ma 1zad n € NU {oo}, gdy n = #Gr(g). Jesli rzad g jest rowny n € N,
to Gr(g) = {e,g,...,9" 1} jest podgrupa w G izomorficzng z Z,. Jesli rzad g jest réwny oo, to
Gr(g)={...,97',¢,9,¢% ...} jest podgrupa izomorficzna z Z.

Jegli H jest podgrupa i g € G, to gHg™! := {ghg™' : h € H} jest tez podgrupa zwana
podgrupq sprzezong do H.

1.3 Homomorfizmy

Niech G, H beda grupami. Odwzorowanie ¢ : G — H jest homomorfizmem, gdy

#(9192) = ¢(91)0(92), 91,92 € G.

Stwierdzenie 1.1 Jesli ¢ jest homomorfizmem, to

dlec) =em,  ¢g7") =dlg) "



Dowod.

Bijektywny homomorfizm nazywamy izomorfizmem.
Jesli G = H, to homomorfizm nazywamy endomorfizmem a izomorfizm automorfizmem.
Automorfizmy grupy G tworza grupe oznaczana Aut(G).

1.4 Dzialanie

Niech X bedzie zbiorem. Przez S(X) oznaczamy zbior bijekcji na zbiorze X. Wtedy S(X) jest
grupg ze sktadaniem i elementem neutralnym réwnym id, gdzie id(z) = z, z € X.

Niech G bedzie grupa. Homomorfizm G — S(X) nazywamy dziataniem grupy G na zbiorze
X.

Innymi stowy, odwzorowanie
GxX>3(g,xz)=»19(x) e X (1.1)

jest dzialaniem, gdy
T9(Th(2)) = Tgn(2), g, h€G.

Stosujemy tez czesto notacje uproszczong:
GxX>3(g,z) —greX.
W tej notacji wlasnos$ci homomorficznosci i tacznosci naturalnie sie zapisuja:
g(hx) = (gh)x, ((gh)k)x = (g(hk))x, g,h, ke G, z € X.

Dlatego tez, zbyteczne jest pisanie nawiasow.
Jedlixz € X, to
G ={geG : 14(x) =2z}

jest podgrupa w G zwang grupg izotropii elementu x.
Niech 7: G x X — X, 7: G x X — X, bedg dziataniami. Méwimy, ze bijekcja ¢ : X — X
jest izomorfizmem dziatari T i T, gdy

Tg(¢(x)) = ¢ (19(2)), g€ G, zeX. (1.2)

W notacji uproszczonej (1.2) ma postaé

god(z) = ¢(g9z), g€ G, z€X.



1.5 Orbity
Niech 7 : G — S(X) bedzie dzialaniem. Definiujemy relacje

o~y & dgeary(T) =Y.

Stwierdzenie 1.2 ~, jest relacjg rownowaznosci.

Klasy abstrakcji tej relacji nazywamy orbitami dziatania 7. Klase abstrakcji dla elementu x € X
nazywamy orbitq elementu x i oznaczamy 7¢(x). Zbior orbit czasem oznaczamy przez G\ X.
Jesli x,y naleza do tej samej orbity, to grupy izotropii G* i GY sa do siebie sprzezone, to
znaczy istnieje g € G takie, ze G¥ = gGYg~ 1.
Moéwimy, ze dziatanie 7 jest tranzytywne, gdy posiada doktadnie jedna orbite. Mowimy tez
wtedy, ze X jest przestrzeniq jednorodng dla grupy G.
1.6 Warstwy

Niech H bedzie podgrupa grupy G. Wtedy H dziala na G przez lewe mnozenie
M(g) :==hg, g€ G, he H.

Orbity tego dzialania maja postaé
Hg:={hg : he H}, g€ G,

i sa nazywane lewymi warstwami podgrupy H. Zbior lewych warstw jest oznaczany przez H\G.
H dziala na G réwniez przez prawe mmnozenie

pr(g) ==gh™', g€ G, heH.
Orbity tego dzialania maja postaé
gH :={gh : he H}, g€ G,

i sg nazywane prawymi warstwami podgrupy H. Zbiér prawych warstw jest oznaczany przez
G/H.

G 39+ g' € G jest izomorfizmem dla tych dziatai.

Lewe i prawe mnozenie jest bijekcja, tak samo odwrotno$é. Dlatego tez wszystkie lewe
(jak rowniez prawe) warstwy maja te sama liczbe elementéw réwna rzedowi H. Jako wniosek
dostajemy

Twierdzenie 1.3 (Lagrange) Jesli G jest grupg skoniczong i H jej podgrupq, to

#G = (#H)(#G/H).



Dowdé6d. Wybieramy w kazdej warstwie po jednym elemencie. Innymi stowy, ustalamy odwzoro-
wanie 0 : G/H — G o wlasnosci (W) € W, W € G/H. Sprawdzamy, ze G/H x H > (W,h) —
O(W)h € G jest bijekcja. O.

Liczbe #G/H nazywamy indeksem podgrupy H.
W szczego6lnosci, G dziata na sobie samej. Jest to dziatanie tranzytywne. Kazdemu elemen-
towi g € G odpowiada inna bijekcja na GG. Dlatego tez dostajemy

Twierdzenie 1.4 (Cayley) Kazda grupa jest izomorficzna z podgrupg w S(G).

1.7 Klasy sprzezonosci

Niech g € G. Ktadziemy
Ad(g)(h) :=ghg™, heq.

Wtedy Ad(g) jest automorfizmem grupy G nazywanym automorfizmem wewnetrznym lub auto-
morfizmem dolgczonym zadanym przez g.

G 3 g+— Ad(g) € Aut(G)

jest homomorfizmem. Jego obraz oznaczamy przez Inn(G).

Grupa G dziala na sobie samej przez automorfizmy wewnetrzne. Orbity wzgledem tego
dzialania nazywaja sie klasami sprzezonosci.

Niech Sub(G) oznacza zbioér podgrup grupy G. Jedli H € Sub(G), to gHg™ ! tez jest pod-
grupa. Sub(G) > H +— gHg™! € Sub(G) jest dzialaniem grupy G na Sub(G). Méwimy, ze dwie
podgrupy sa sprzezone, jesli naleza do tej samej orbity.

1.8 Klasyfikacja dziatan grupy
Nastepujacy wzor definiuje dziatanie grupy G na G/H:
g(kH) := (g)H, g,k € G.

Dziatanie to jest tranzytywne. Grupg izotropii elementu jednostkowego jest H. Ponizsze twier-
dzenie moéwi, ze kazde dziatanie tranzytywne jest izomorficzne z takim dziataniem.

Twierdzenie 1.5 (Podstawowe twierdzenie o przestrzeniach jednorodnych) Niech 7 :
G x X — X bedzie dziataniem tranzytywnym i x € X. Wtedy wzor

P(9G") = 14()
definiuje izomorfizm dziatania G na przestrzeni warstw G/G* i 1. Jesli X jest zbiorem skoriczo-
nym, to #G = #X #G*.
Dowo6d. Dobra okreslonosé. Niech g, k € G.
gG* =kG® = kK 1gG*=G"
= kTlgeG" = z=r14-1,(2)
= 1) =1 = m(3) =74(2).



Injektywno$é Rozumowanie w strone przeciwna do poprzedniej: pokazuje, ze
T (2) = 174(x) = ¢9G* = kG”.

Surjektywnos$é wynika z tranzytywnosci.
Izomorficznos$é dziatan:

P(gkG") = Tgi(x) = T9(Th)) = Ty(H(KG").

Liczba elementow: X jest bijektywny zbiorowi G /G, mozemy wiec zastosowaé¢ Twierdze-
nie Lagrange’a. O

Twierdzenie 1.6 Niech H i K bedq podgrupami. Wtedy dziatania G na G/H i G/K sq izo-
morficzne wtedy i tylko wtedy gdy H jest sprzezona do K.

Dowéd. <« Niech K = mHm™!. Definiujemy
¢(gH) = gm 'K = gHm™",

Trywialnie sprawdzamy, ze ¢ jest dobrze okreslone, bijektywne i splata dzialania.
= Niech ¢ : G/H — G/K bedzie izomorfizmem. Wtedy istnieje m € G takie, ze ¢(H) =
m™K. DlaheH
hm 'K = h¢(H) = ¢(hH) = ¢(H) = m™ ' K.

Czyli mhm~ 'K = K. Zatem, mHm ™! ¢ K. Odwracajac role dostajemy mHm ™' = K O

Zalozmy teraz, ze grupa G dziata na zbiorze X (niekoniecznie tranzytywnie). Przez G\X
bedziemy oznaczaé zbiér orbit tego dziatania. Niech X9 oznacza zbiér punktéw statych g € G.

Twierdzenie 1.7 Niech
X=X1U---UXy

bedzie rozbiciem X na orbity. Z kazdej orbity wybieramy reprezentanta x; € X;, i = 1,...,k.
Wtedy

k
2}#(:(1 - #é,z> - g#xg. (1.3)
i= g#e

Dowéd. Niech
P:={(g,x) € (G\{e}) x X : gz =z}

Obliczymy liczbe elementéw P dwoma sposobami.
Mamy

k
P= ] (" \{e}) x {3 =J U (6" \{e}) x {a}.

zeX j=lzeX;

Dla z € X; mamy #X; = % Zatem #P jest rowne lewej stronie (1.3).



7 drugiej strony,

P = J{g} x X¥.
g#e
Zatem #P jest rowne prawej stronie (1.3). O

Ponizszy podobny wzor bywa przypisywany Burnside owi.
Twierdzenie 1.8 Niech
G=GiU---UG;

bedzie rozktadem grupy na klasy sprzezonosci. Z kazdej klasy sprzezonosci wybieramy reprezen-
tanta g; € G;, i =1,...,1. Wtedy

l
(H#G)(H#CG\X) =) _(#G))(#X%). (1.4)
7j=1

Dowoéd. Niech
Z:={(g,x) e GXx X : gxr=u}.

Obliczymy liczbe elementéw Z dwoma sposobami.
Mamy

k
Z=\JG6" x{z=J | 6" x{z}.
zeX j=lzeX;

Dla x € X; mamy (#G*)(#X;) = #G. Zatem #Z jest rowne lewej stronie (1.4).
7 drugiej strony,

Z = | J{g} x X°.

geG

Zauwazmy, ze X hgh™' — px9 , dlatego # X9 jest state na klasach sprzezonosci. Stad #Z jest
réwne prawej stronie (1.4). O

1.9 Tloczyn prosty
Niech K, H beda grupami. Wtedy K x H jest grupa z iloczynem
(k1, h1)(ka, ho) = (k1ka, hiha).

K x H z takim iloczynem nazywamy iloczynem (zewnetrznym) grupy K i H. Zauwazmy, ze
K x {en}, {ex} x H sa podgrupami, ktore komutuja, ich przeciecie to {(ex,em)} 1 generuja
razem K x H.

Latwo sprawdzamy, ze dla n € N przestrzen klas Z/nZ jest grupa abelowa. Jej elementy sa
postaci [0],...,[n —1].

Stwierdzenie 1.9 Jesli n,m sq liczbami wzglednie pierwszymi, to
Lo X L, > ([1], [7]) = [in + jm] € Zpn,

jest izomorfizmem.



Dowd6d. Najpierw sprawdzamy, ze dla dowolnych m,n € N powyzsze odwzorowanie jest dobrze
okreslone i jest homomorfizmem. Aby dowie$é, ze jest on surjektywny korzystamy z faktu, ze
dla wzglednie pierwszych m,n istnieja i, j € Z takie, ze in + jm = 1. O

Mozna pokazac, ze kazda skoriczona grupa abelowa jest iloczynem grup postaci Zx, gdzie p
sg liczbami pierwszymi.

1.10 Podgrupy normalne
Niech N bedzie podgrupa w G. Méwimy, ze N jest podgrupg normalng, gdy

geG, neN = gng teN.

Réwnowazny warunek:
gN =Ng, geG

Czyli nie ma wtedy potrzeby rozrozniaé¢ lewych i prawych warstw.

Grupe ktora nie posiada nietrywialnych podgrup normalnych nazywamy grupq prostg. Przy-
ktadami grup prostych sa Z, dla pierwszych p i A, dlan > 5.

Weszystkie grupy proste skonczone zostaly sklasyfikowane. Dowod prostoty As jako pierwszy
podal Galois w 1831 r. Pelna lista jest znana od 1981 r., kiedy skonstruowano Grupe Monstrum.
Dowd6d kompletnosci tej klasyfikacji ogtoszono w 1983 r. Za date, kiedy powszechnie zgodzono
sie z tym, ze dowdd ten zostal ukoniczony uznaje sie 2004.

Jesli ¢ : G — H jest homomorfizmem, to ¢(G) jest podgrupa w H i

Kerg ={g€ G : ¢(g9) =en}

jest podgrupa normalng.
Wzor
(1N)(92N) = g1g2N

definiuje w G/N strukture grupy. Odwzorowanie
G>g—gNeG/N

jest homomorfizmem, ktoérego jadrem jest N.
Jesli ¢ : G — H jest surjektywnym homomorfizmem, ktorego jadrem jest tez IV, to

Y(gN) = ¢(9)

definiuje izomorfizm ¢ : G/N — H.
Sytuacje, gdy ¢ : G — H jest surjektywnym homomorfizmem, dla ktérego N jest jadrem,
czesto zapisujemy w skrocie
1-N—-G—H-—=1 (1.5)

Mowimy wtedy, ze G jest rozszerzeniem N przez H, albo ze mamy krotki cigg doktadny (1.5).

10



1.11 TIloczyn péiprosty

Niech H, N beda grupami i homomorfizm H > h — «j € Aut(N). Definiujemy (zewnetrzny)
tloczyn potprosty N X, H jako N x H wyposazone w dzialanie

(n1, h1)(n2, h2) := (n1ap, (n2), hihsa),
element neutralny (ey, eg), i odwrotnosé
(n, h)_l = (ah_l(n_l)’ h_l)'

Zauwazmy, ze N X ey jest podgrupa normalna, zas ey X H jest podgrupa, ich przeciecie jest
rowne {(en,em)} oraz Gr(NUH) = N x, H.
Odwzorowanie
N xoH> (n,h)—heH

jest surjektywnym homomorfizmem, ktérego jadrem jest N.
Zalézmy, ze mamy krotki ciag doktadny

1-N—-G—H—1. (1.6)

Zachodzi pytanie, kiedy G jest izomorficzne iloczynowi poétprostemu N i H? Ma to miejsce
wtedy, gdy istnieje homomorfizm injektywny ¢ : H — G taki, ze ¢ o) =id, ¥ (H) i N generuja
GiyY(H)NN =eg. Mowimy wtedy, ze ciag sie rozszczepia. Nie zawsze to ma miejsce: WeZmy

0—)ZQ—>Z4—>ZQ—>0.

2 Przyklady grup

2.1 Permutacje

Jedli X jest zbiorem skoriczonym, bijekcje na X czesto nazywamy permutacjg. Pamictamy, ze
przez S(X) oznaczamy grupe bijekcji na X. Piszemy S, := S({1,2,...,n}). Oczywidcie, jesli X
ma n elementow, to S(X) jest izomorficzne z S,,.

Permutacje m € S,, nazywamy cyklem k-elementowym, gdy istnieja parami rézne x1, ...,z €
{1,...,n} takie, ze

TL; = Ti+1, 1= 1,...,]€,
(rozumiejac, ze k + 1 = 1). Cykl oznaczamy przez (z1,...,xx). Dwa cykle (z1,...,2p) i
(Y1, ..., Ym) nazywamy roztgcznymi jesli zbiory {x1,..., 2%}, {y1,...,Ym} sa roztaczne.

Kazda permutacje mozemy przedstawié¢ jako iloczyn cykli roztacznych. Rozklad ten jest
jednoznaczny (z doktadnoscia do kolejnosci). W szczegolnosei, wyznacza on ciag A, g, ...
liczb z {0,1,...} takich, ze Zj JjAj = n i w rozktadzie na cykle roztaczne wystepuje A; cykli
j-elementowych.

Wielomian Vandermonda stopnia n definiujemy jako

V(. oan) = [ [ (@i — ;).

i<j
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Latwo sprawdzi¢, ze dla w € S,,,
V(l’l, NN ,.%'n) = :EV(@'W(l), NN ,xﬂ(n)).

Definiujemy
V(z,...,zn)

V(Tr1ys - Tr(n))

sgnm =

sgn : S, — {1,—1}. jest homomorfizmem. Jadro tego homomorfizmu nazywamy grupg
alternujgeq 1 oznaczamy przez A,.

2.2 Tloczyn pélprosty z grupa Z,

Niech K bedzie grupa abelowa z zapisem addytywnym. Odwzorowanie K 3 k — (k) := -k € K
jest automorfizmem grupy K.

Dla grup Zy jest to automorfizm identycznodciowy. Jesli nie wszystkie elementy grupy K
sg rz¢du 2 lub 1, to jest to automorfizm nietrywialny. Mozemy zdefiniowa¢ grupe K xg Zs. W
szczegblnosci, grupa

ATy

nosi nazwe grupy dwusciennej (dihedralnej). Jest ona nieabelowa dla n > 3.

2.3 Grupa permutacji 3 elementéw

Mamy izomorfizm Az ~ Zs:
Az = {id, (123), (132)}.

Mamy tez izomorfizm S3 ~ D3 = Z3 X g Z»

S3 posiada nastepujace nietrywialne podgrupy: jedna podgrupe (normalna) Zs i 3 sprzezone
do siebie podgrupy Zo. Mamy zatem 4 nieizomorficzne tranzytywne dziatania Ss: na zbiorze 6-,
3-, 2- i 1l-elementowym
2.4 Grupa permutacji 4 elementéw

Elementy grupy Za X Zo mozna oznaczy¢ jako {e, a,b,ab}. Automorfizmy tej grupy polegaja na
permutacjach {a, b, ab}. Czyli
Aut(Z2 X Zg) ~ Sg.

Grupe Zg x Zs mozna wlozy¢ w Ay C Sy
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Jest ona normalna w A4 i w S4. Mamy izomorfizmy

(ZQ X Zz) X A3 ~ A4,
(ZQ X Zg) b 53 ~ 54.

W szczegolnoscei, A4 nie jest prosta. To, ze As jest prosta pokazal Galois.
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2.5 Grupa obrotéw SO(3)

Przez SO(3) bedziemy oznaczaé¢ grupe obrotéw (wtasciwych) przestrzeni R3.

Lemat 2.1 Dla kazdego A € SO(3)\{1} istnicje doktadnie jedna prosta przechodzqca przez 0 i
0 € [0,2n[ takie, ze A jest obrotem wokét A o kaqt 0. A jest skoriczonego rzedu, gdy 6 = 2nj

n )
j=1,...,n—1.

Prosta opisang w powyzszym lemacie nazywamy osig obrotu A. Jesli wybierzemy zwrot tej
prostej, bedziemy mowili o osi skierowanej.
Nastepnie opiszemy wszystkie skoniczone podgrupy grupy obrotéw.

Lemat 2.2 Niech G bedzie skoriczong podgrupa SO(3). Niech v bedzie osig pewnego obrotu z G.
Wtedy obroty wokot osi o nalezgce do G stanowiq grupe izomorficzng z Z, .

Os$ taka jak w powyzszym lemacie nazywamy o0sig n-krotng.

Przez O(3) bedziemy oznaczaé grupe obrotéw niewtasciwych przestrzeni R, Mamy O(3) =
SO(3) x Zs, gdzie generatorem Zs jest symetria srodkowa.

2.6 Grupa obrotéw wlasciwych wielokata foremnego C,, ~ Z,

1 0 0
0 cos% sin% , 7=0,...,n—1 (2.7)
0 —sin2® cos 2
n n
2.7 Grupa dihedralna D, ~ Z, X Z,
Do (2.7) dotaczamy
-1 0 0
0 —COS%j sin%j , j=0,...,n—1. (2.8)
0 sin?  cos?t

2.8 Grupa czworo$cianu T ~ Ay

Grupa symetrii czworoscianu. Permutuje

(1) 4 wierzcholki,

(2) 4 $ciany,

(3) 6 krawedzi.

Ma

(1) 4 osie 3-krotne, miedzy wierzcholtkiem a przeciwlegla Sciana,

(2) 3 osie 2-krotne, miedzy $rodkami przeciwlegtych krawedzi.

13



2.9 Grupa szeScianu/osmioscianu O ~ Sy
Grupa symetrii szeScianu. Permutuje
(1) 8 wierzchotkow /$cian,
(2) 6 $cian/wierzchotkow,
(3) 12 krawedzi.
Ma
(1) 4 osie 3-krotne, miedzy przeciwleglymi wierzchotkami/$cianami,
(2) 3 osie 4-krotne, miedzy $rodkami przeciwlegltych $cian/wierzchotkow,
(3)

3) 6 osi 2-krotnych, miedzy srodkami przeciwlegtych krawedzi.

2.10 Grupa dwudziesto$cianu/dwunastoscianu) [ ~ As
Grupa symetrii dwudziestoscianu. Permutuje

(1) 10 wierzchotkow /$cian,

(2) 20 scian/wierzchotkow,

(3) 30 krawedzi.

Ma

1) 6 osi 5-krotnych, miedzy przeciwlegltymi wierzchotkami/$cianami,

(1)
(2) 10 osi 3-krotnych, miedzy srodkami przeciwlegltych $cian/wierzchotkow,
(3)

15 osie 2-krotne, miedzy Srodkami przeciwleglych krawedzi.
2.11 Skoiiczone podgrupy grupy obrotéw
Twierdzenie 2.3 Lista powyzsza zawiera wszystkie skoriczone podgrupy obrotow.

Dowo6d. Niech G bedzie skoriczona podgrupa grupy obrotéw. Niech X bedzie zbiorem osi
skierowanych elementow z G, czyli

X ={aeS?: ga=a dlapewnego g € G}

GxX>(ga)—»gaeX

jest dziataniem grupy G na X. Dzialanie zachowuje krotnosé. Niech X1, ..., X bedzie rozbiciem
X na orbity. Niech n; bedzie krotnoscia elementéw orbity X;. Zaktadamy, ze n; < - < ny.

Zachodzi wzor
u 1 1
2 (5) =20 %a) .

Jest to przyklad zastosowania Tw. 1.7. Dla wygody czytelnika przytaczamy niezalezny dowod.
Rozwazmy

P:={(g,0) € (G\{1}) x X : ga=a}.
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Dla kazdego g € G\{1} mamy dwa przeciecia osi obrotu i sfery. Dlatego
#P = 2#G — 1). (2.10)

Dla kazdego o € X jest nj — 1 obrotow g € G\{1} takich, ze go = . Dlatego

k
#P = #Xi(n; —1). (2.11)

i=1
Ale grupa izotropii a € X; jest izomorficzna z Z,,. Dlatego

#G
o (2.12)

#X; =

(2.10), (2.11) i (2.12) daja razem (2.9).

Rozwiazujemy wiec rownanie (2.9).

4G > 2 implikuje 2 (1 - ﬁ) e [1,2].

n; > 2 implikuje 1 — n% € [1,1[. Dla k = 1 lewa strona (2.9) < 1. Dla k > 4 lewa strona (2.9)
> 1. Dlatego k = 2, 3.

Rozwazmy k = 2. Mozemy przepisa¢ (2.9) jako

1 1 2
—t — = —. 2.13
ni + n9 #G ( )
Wiemy, ze n; < #G. Wiec jedyne rozwiazania (2.13) to ny = ng = #G € N
Rozwazmy k = 3. Mozemy przepisa¢ (2.9) jako

1 1 1 2

—F —+—=14+—. 2.14

ny - n2 " n3 " #G (2.14)

Jesli ny > 3, to lewa strona (2.14) < 1, co jest niemozliwe. Wiec ny = 2.
Jesli ng > 4, to znéw lewa strona (2.14) < 1, co jest niemozliwe. Wiec ng = 2 lub ng = 3.
Jedli no = 2, to
#G
=
Jesli ng = 3, to dla ng > 6 lewa strona (2.14) < 1. Dlatego ng = 3, ng =4 lub n3 = 5.
Nastepnie identyfikujemy powstale mozliwosci z poszczegdlnymi grupami

nl:n2:2, ng =

e ng =ng =n=#G.

Mamy #G — #G — 1. Zatem mamy tylko jedng o$. Jest ona n-krotna. Zatem G = C),.

n1 T ng
e ny=ng =2 ng=n, #G =2n.

#G _ #G _  #G _ . . .
== = 2. Zatem mamy tylko jedna o$ n-krotna. Zatem G zawiera

C,,. Osie 2-krotne musza by¢ prostopadte do niej. Jedyna mozliwosé to D,,.

Mamy

e ny =2 ng =3, n3 =3, #G = 12. Mamy ﬁ—? = 6, ﬁ—f =4, ﬁ—f = 4. Wybierzmy os
3-krotna. Musi ona przecinaé sfere w dwdch réznych orbitach. Pozostate punkty 3-krotne
tworzag dwa trojkaty rownoboczne w plaszczyznach prostopadtych do tej osi.
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e ny =2 no =3, n3 =4, #G = 24.

Mamy ﬁ—c = 12, #G 8, #G _ 6, Wybierzmy o$ 4-krotna. Przecina ona sfere w
1 ng ns

dwoch elementach orbity X3. Pozostate punkty 4-krotne tworza kwadrat w plaszczyznie

prostopadlej do tej osi.

e n1 =2, no =3, n3=2>5, #G = 60.

Mamy %G = 30, ﬁ—f = 20, ﬁ—f = 12. Wybierzmy o$ 5-krotna. Przecina ona sfer¢ w dwoch
elementach orbity X3. Pozostale punkty 5-krotne tworza dwa pieciokaty foremne w dwoch
plaszczyznach prostopadlych do tej osi.

3 Grupy macierzowe

3.1 Ciala
Mowimy, ze (K,+,-, 1,0} jest ciatem, gdy (K,+,0,—} i (K*,-,1,71) sa grupami abelowymi
speliajacymi
x(y+2) =2y + 22,
gdzie K* := K\{0}.
Definiujemy homomorfizmy, izomorfizmy, etc. cial w oczywisty sposob.

Najwazniejszymi ciatami dla nas sa R i C. R ma jedynie automorfizm trywialny. C ma jeden
nietrywialny automorfizm: sprzezenie zespolone C > z +— z € C.

3.2 Przestrzenie wektorowe

Mowimy, ze (V,+,0, —) jest przestrzenig wektorowq nad ciatem K, gdy jest to grupa abelowa
wyposazona w dziatanie K x V 3 (z,v) — xv € V takie, ze

(z+y)v=zv+yv, (zy)v==x(yv), z,yekK, ve,

z(ut+v)=zu+zv, zeK, uve.

Przyktadem przestrzeni nad K sa K™. Przestrzenie wektorowe izomorficzne z K" nazywamy
przestrzeniami wymiary n

3.3 Odwzorowania liniowe

Homomorfizmy przestrzeni wektorowych nazywamy odwzorowaniami liniowyms.

Jesli V, W sa przestrzeniami, to L(V, W) bedzie oznaczato zbioér odwzorowari liniowych z V
do W. Bedziemy pisa¢ L(V) := L(V, V).

L(K™, K™) bedziemy utozsami¢ z macierzami o n wierszach i m kolumnach. Dla A €
L(K", K™) przez A*, A i A* bedziemy oznacza¢ macierz hermitowsko sprzeiong, zespolenie
sprzezong i transponowang do A.
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3.4 Ogoblna grupa liniowa
Niech A € L(K"™). Wzor
det A := Z senmAj ~(1) Aprn) €K
TESn
definiuje wyznacznik speliajacy
det AB = det Adet B.
GL(K"™) definiujemy jako
GL(K"):={A e L(K") : det A # 0}.

Jest to grupa. Piszemy tez
GL(K") = GL(n,K).

Wyznacznik definiuje homomorfizm
det GL(K™) — K*.
Definiujemy
SL(K") = SL(n,K) := {A € GL(K") : detA=1}.

Mozna tez podejé¢ do grupy GL bardziej abstrakcyjnie. Niech VW beda przestrzeniami
wektorowymi nad ciatem K. Zbior bijekcji liniowych z V w W oznaczamy przez GI(V,W). W
szezegolnosci GL(V) := GL(V, V) jest grupa. Dla V = K™ pokrywa sie to z poprzednia definicja.

3.5 Grupa ortogonalna w skoriczonym wymiarze

O(K"™) definiujemy jako
O(K") := {A € L(K") : A% A=1]}.

(Automatycznie elementy O(K") spetniaja AA# = 1). Jest to podgrupa w GL(K"). Piszemy
tez
O(R"™) = O(n).

Macierze ortogonalne zachowuja standardowy iloczyn skalarny w K".
Latwo pokazaé, ze wyznacznik macierzy ortogonalnych moze mie¢ warto$é +1, Definiujemy

SO(K™) := SL(K") N O(K").
W przypadku zespolonym piszemy tez O(n,C) = O(C"), SO(n,C) = SO(C").

W przypadku rzeczywistym piszemy tez O(n) = O(R"), SO(n) = SO(R™). Grupa O(n) ma
dwie sktadowe spojne. Sktadowa spdjna zawierajaca jednosé pokrywa sie z SO(n).
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3.6 Grupa pseudo-ortogonalna

Rozwazmy dalej przypadek rzeczywisty. Niech ¢,p € 0,1,.... Przez R?P bedziemy rozumieé¢
. -1
przestrzen RITP = R? @ RP 7 iloczynem zadanym przez tensor I, := [ 0 g)l } . To znaczy,
q q+p
vl 0" = — Z Vv + Z vV (3.15)
i=1 j=q+1

O(R%P) definiujemy jako zbior macierzy speliajacych
AL A =1,
(Automatycznie spetniaja one Al ,A# = I ). Jest to grupa. Piszemy tez
OR??) = O(q; p)-

Macierze pseudoortogonalne zachowuja iloczyn pseudoskalarny w R%P.
Wyznacznik macierzy pseudo-ortogonalnych moze mieé¢ warto$é +1, Definiujemy

SO(R%?) = SO(q,p) = {A € O(R?P) : det A = 1}.

Grupe O(RYP) nazywamy grupa Lorentza. Ma ona cztery sktadowe spojne. Spojna sktadowa
jednosci jest nazywana ortoczasowa grupa Lorentza i jest oznaczana SOT(R'P) lub SOq(RP).

3.7 Abstrakcyjne podejscie do grup (pseudo-)ortogonalnych
Mozna tez podejs¢ bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi z forma
symetryczna, ktorg dla v, v’ € V oznaczamy v-v’. Zbior bijekcji liniowych z V w W speliajacych
Av- AV = v -0/
oznaczamy przez O(V,W). W szczegolnosci O(V) := O(V, V) jest grupa.
Dla V = R" kazda niezdegenerowana forme symetryczna mozna sprowadzi¢ do postaci (3.15),
i wtedy V nazywamy R%P. Wiec obie definicje sie w tym wypadku pokrywaja.
Dla V = C" kazda niezdegenerowana forme mozna sprowadzi¢ do postaci (3.15) z g = 0.
Dla przestrzenie nieskoriczenie wymiarowych z reguly zakladamy, ze forma symetryczna jest

dodatnio okreélona i nazywamy ja iloczynem skalarnym. Zakladamy tez z reguly, ze przestrzenie
sa zupelne, czyli ze sy rzeczywistymi przestrzeniami Hilberta.

3.8 Grupa unitarna w skonnczonym wymiarze

U(C™) definiujemy jako
UC"):={AeL(C") : A"A=1}.

(Automatycznie elementy U(C") spelniaja AA* = 1). Jest to podgrupa w GL(C"). Piszemy tez
U(C™")=U(n).

Macierze unitarne zachowuja standardowy iloczyn skalarny w C”.
Latwo pokazaé, ze wyznacznik macierzy unitarnych ma modut 1. Definiujemy

SU(C™) := SL(C™) N U(C™).
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3.9 Grupa pseudo-unitarna

Niech ¢,p € 0,1,.... Przez C?P bedziemy rozumie¢ przestrzeri C4t? = C? @ CP z iloczynem
-1
zadanym przez tensor I, := [ 0 (I)l ] To znaczy,
q q+p
Tl ==Y v+ Y T (3.16)
i=1 j=q+1

U(C%P) definiujemy jako zbiér macierzy spetiajacych
A'lgpA=1Igp.
(Automatycznie spelniaja one Al, ,A* = I,,,). Jest to grupa. Piszemy tez
U(C*") =Ul(q,p)-

Macierze pseudo-unitarne zachowuja iloczyn pseudoskalarny w C%P.
Wyznacznik macierzy pseudo-unitarnych ma modut 1. Definiujemy

SU(CYP) = SU(q,p) := {A € U(C?P) : det A =1},

3.10 Abstrakcyjne podejscie do grup (pseudo-)unitarnych

Mozna tez podejsé bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda zespolonymi przestrzeniami wek-
torowymi z wyrdzniona formg hermiowska, ktora dla v,v" € V oznaczamy v - v’. Zbior bijekcji
liniowych z V w W spelniajacych

Av- AV =70

oznaczamy przez U(V, W). W szczegolnosci U (V) := U(V, V) jest grupa.

Dla V = C" kazda niezdegenerowana forme hermitowska mozna sprowadzi¢ do postaci (3.16),
i wtedy V nazywamy C%P. Wiec obie definicje sie w tym wypadku pokrywaja.

Dla przestrzenie nieskoriczenie wymiarowych z reguly zakladamy, ze forma hermitowska jest
dodatnio okre$lona i nazywamy ja iloczynem skalarnym. Zakladamy tez z reguly, ze przestrzenie
sa zupelne, czyli ze sa (zespolonymi) przestreniami Hilberta

3.11 Grupa symplektyczna w skonczonym wymiarze

0 1 ] Grupa Sp(K") = Sp(n, K)

W przestrzeni K?* = K"®K” wprowadzamy macierz J = [ 1 0

jest zdefiniowana jako

Sp(K) :={A € L(K") : A*JA=J}
(Automatycznie elementy Sp(K") spetiaja AJA# = J). Jest to podgrupa w GL(K"). Macierze
symplektyczne zachowujg standardowa forme symplektyczng w K.

n

wv,v') = Z(vivngn — Vi) = v - JU. (3.17)
i=1

19



Mozemy tez zapisac
n
w= Z Yi N\ Yn-+is
i=1

gdzie y1,...,yon jest baza dualng do vy,...,ve,. Mamy w(Av, Av') = w(v,v’) dla v,v' € K"
Dlatego
WA Aw(Avy, ..., Avey) =w A - Aw(vg, ..., v2p).

WA Aw(vr,...,va,) = det[vr, ..., vap].

Dlatego Sp(K"™) jest podgrupa w SL(K™).

3.12 Abstrakcyjne podejscie do grup symplektycznych

Mozna tez podejsé bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi z
forma symetryczng, ktora np. dla v,v" € V oznaczamy vwv’. Zbior bijekcji liniowych z V w W
spekliajacych

Avw Av' = v’

oznaczamy przez Sp(V,W). W szczegolnosci Sp(V) := Sp(V, V) jest grupa.
Kazda niezdegenerowana forme symetryczna mozna sprowadzi¢ do postaci (3.17). Wiec obie
definicje sie w tym wypadku pokrywaja.

3.13 Grupy afiniczne

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Odwzorowaniem afinicznym na V nazywamy odwzoro-
wanie postaci
Vov—w+Av eV

gdzie w € V1 A € L(V). Odwzorowania afiniczne dla ktorych A € GL(V) tworza grupe z
dziataniem

(w1, A1) (wa, A2) := (w1 + Ajwa, A1 Ag)

elementem neutralnym (0, 1) i odwrotnoécia (w, A)~! = (A71w, A71). Grupe te nazywamy
afinicznym rozszerzeniem grupy GL(V).
Grupa GL(V) dziala na elementy z V w oczywisty sposob. Czyli dostajemy homomorfizm

GL(V) 3 A A€ Aut(V),

gdzie z prawej V jest traktowana jako grupa z dodawaniem. Latwo widzimy, ze grupa afiniczna
jest iloczynem polprostym V x GL(V).

Czesto w zastosowaniach spotykamy grupy w ktorych GL(V) jest zastapione jej podgrupa.
Na przyklad, grupa Poincarego jest afinicznym rozszerzeniem grupy Lorentza R x O(1, 3).
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3.14 Grupy Liego
Mowimy, ze G jest grupg Liego, jesli jest to grupa bedaca rozmaitoscia (gtadka) i odwzorowania
GxG>(g,h) — gheG
Gsg — ¢gleqG

sa gtadkie.

Wszystkie rozwazane w tej sekcji grupy dla skoniczenie wymiarowych V nad cialem K = R
lub C sa grupami Liego.

Oto wymiary wybranyh grup Liego

(1) dim SL(R") = dim SU(C") = n? — 1,
. ny _ n(n—1

(2) dim SO(R"™) = %,
. n 2n(2n+1

(3) dim Sp(R?" = %

4 Reprezentacje grup

4.1 Definicja

Niech G bedzie grupg a V przestrzenig liniows. Reprezentacjg grupy G na przestrzeni ¥V nazy-
wamy homomorfizm 7 : G — GI(V). Bedziemy tez czesto pisaé, ze para (m, V) jest reprezentacja

grupy G.
Innymi stowy, G > g — 7(g) € L(V) jest reprezentacja, gdy

w(g192) = m(g1)7(92), 91,92 € G.

Jesli V jest przestrzenig Hilberta, to reprezentacjqg unitarng grupy G na przestrzeni V nazy-
wamy homomorfizm 7 : G — U(V).

W szezegolnosci, G 3 g — 1y € L(V) jst reprezentacja. Nazywamy ja reprezentacjq try-
wialng.

4.2 Suma prosta

Niech V1, Vs, beda przestrzeniami liniowymi. Wtedy Vi X Vo ma strukture przestrzeni wektorowej,
oznaczanej przez Vi @ Vs i nazywanej sumg prostg przestrzeni Vi i Vs.
Jesli A; € L(V;), to A1 @ Az € L(V1 @ Vs) jest zdefiniowany jako

(A] @ Az)(v1,v2) := (Ajv1, Ague).
Niech (m;,V;) beda reprezentacjami na przestrzeniach V;. Wtedy
T @ m2(g) = T1(g) © m2(g)
definiuje reprezentacje na przestrzeni Vi @ Vs zwang sumgq prostq reprezentacyi mp i wo. Bedziemy

pisac

mnm=mod---Dm.
m razy
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4.3 Roéwnowaznosé

Niech (7, V), (p,V,) beda reprezentacjami G. Moéwimy, ze operator U splata 7 i p, jesli
Un(g) = p(9)U, g€G. (4.18)

Mowimy, ze 7, p sa reprezentacjami réwnowaznymi, gdy istnieje U € GI(Vr,V,) splatajacy 7 i
p. Piszemy wtedy m ~ p.

Jedli dodatkowo przestrzenie te sa przestrzeniami Hilberta, méwimy, ze 7, p sa unitarnie
rownowazne, gdy istnieje U € U(Vr,V,) splatajacy 7 i p.

Twierdzenie 4.1 Niech Vi, V, bedqg skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami Hilberta. Niech
(m,Vx), (p,V,) beda reprezentacjami unitarnymi. Wtedy ich réwnowaznosé jest réwnowazna
unitarnej rownowaznosct.

Dowod. Niech A € GL(V,,V,) splata m i p. Wtedy A* € GL(V,,Vx) splata p i m. Zatem
A*A € GL(V;) splata 7 z soba. To samo jest prawda dla (A*A)~/2. Zatem operator unitarny
(AA*)"Y2 A splata 7 z p. O

4.4 Nieprzywiedlno$é

Niech (7,V) bedzie reprezentacja G. Mowimy, ze podprzestrzen Vi C V jest niezmiennicza dla

(m,V), gdy jest niezmiennicza wzgledem 7(g), g € G. Polozmy m := 7 " Wtedy (71, V1) jest
1
tez reprezentacja. Mowimy, ze (w1, V1) jest podreprezentacjg reprezentacji (m, V).

Twierdzenie 4.2 Jesli (7,V) jest unitarna i Vi jest niezmiennicza dla (w,V), to Vit jest tez
niezmiennicza dla (m,V).

Mowimy, ze (m, V) jest nieprzywiedina, gdy nie istnieje nietrywialna podprzestrzen w V nie-
zmiennicza wzgledem .
Mowimy, ze (p, V) jest catkowicie rozktadalna, gdy p ~ @' m;, gdzie 7; sa nieprzywiedlne.

Twierdzenie 4.3 Niech (mw,V) bedzie reprezentacjq unitarng w skoriczenie wymiarowej prze-
strzeni. Wtedy (mw,V) jest catkowicie rozktadalna.

Dowdd. Zaltozmy, ze V jest przywiedlna. Wtedy posiada nietrywialna podprzestrzei niezmien-
nicza Vi. Vo := Vi- jest tez niezmiennicza. Kontynuujac dostaniemy rozktad. O

1t
0 1
niezmiennicza, ktora nie posiada dopelniajacej niezmienniczej. Dlatego jest to reprezentacja
przywiedlna, ale nie jest catkowicie rozktadalna. Nie jest natomiast unitarna dla jakiegokolwiek
iloczynu skalarnego.

Unitarna rownowaznosé reprezentacji jest relacjg rownowaznosci. Przez G bedziemy oznaczali
zbior klas abstrakcji reprezentacji nieprzywiedlnych wzgledem tej relacji.

Jesli wezmiemy reprezentacje R o ¢ — [ ] € L(C?), to C @ {0} jest przestrzenia
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4.5 Reprezentacje jednowymiarowe

Rozwazmy reprezentacje w jednowymiarowej przestrzeni zespolonej. Takie reprezentacje maja
wartosci w grupie GL(C), ktora pokrywa si¢ z multiplikatywna grupa liczb zespolonych C*. W
C mamy z dokladnoscig do proporcjonalnosci tylko jeden iloczyn skalarny. Reprezentacja jest
unitarna (badz unitaryzowalna) gdy ma wartosci w U(C) = {z € C : |z| =1}.

Kazda reprezentacja jednowymiarowa jest nieprzywiedlna. Jesli G 2 g — x(g) € C* jest
jednowymiarowa reprezentacja za$ G 5 g — m(g) jest dowolna reprezentacja, to

jest tez reprezentacja. Jesli 7w jest nieprzywiedlne, to xm tez. W szczegbdlnodci, reprezentacje
jednowymiarowe dowolnej grupy tworza grupe ze wzgledu na mnozenie.
Dla grupy Z,, dlam=0,...,n—1,

i2rkm

Zpndk—e n €C*

jest reprezentacja. Jest ona zawsze unitarna. Ogodlniej, niech (m1,...,mp) € Zp, X -+ X Zp,,.

Wtedy

i2rkymy iQWk?pmp

Ly X -+ X Ly > (k1,. . kp) e ™ e w»  eC*

jest reprezentacja unitarna. Latwo sie przekonaé, ze wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje
grupy Zp, X -+ X Zn, sa tej postaci. Mozemy zapisa¢ symbolicznie

(Zipyy X -+ X L) =Tigy X -+ X L.
Dla grupy Z, dla dowolnego p € C
73 ks e e ¢

jest reprezentacja. Jest ona unitarna wtedy i tylko wtedy gdy w jest rzeczywiste. W szczegdlnosci,
nie wszystkie reprezentacje Z sa unitaryzowalne.

4.6 Reprezentacje permutacyjne
Niech grupa G dziala na zbiorze X. Niech §, bedzie baza kanoniczna w 12(X). Wtedy
7(9)0y = 0gs, gE€G, z€X,

lub rownowaznie
m(9)f(z) == f(g '2), g€G, z€X,

definiuje reprezentacje unitarna na I%(X).
Jesli X jest skoriczone, to reprezentacja ta jest przywiedlna, bo przestrzen rozpieta na wek-
torze ) J, jest niezmiennicza.
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4.7 Podstawowe reprezentacje grupy permutacji

Rozwazmy powyzsza konstrukcje dla grupy S,, dziatajacej na {1,...,n}. Zatem rozwazamy S,
dzialajacag na C",
’7T(SZ' = (Sm'.

Niech V,, = {f € C" : fi+ -+ fn =0} = {(1,...,1)}*. Reprezentacja m obcieta do V bywa
nazywana reprezentacjq standardowqg grupy Sp.

Twierdzenie 4.4 Reprezentacja standardowa jest nieprzywiedina dla n > 2

Dowo6d. Twierdzenie jest oczywiste dla grupy Ss, dla ktérej wymiar reprezentacji jest rowny 1.

Zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1. Baza przestrzeni V, jest e; = 1 —
Onyevrr€n_1 := Op_1 — 0yp. Rozwazmy grupe S,_1 C S,. Dziala one na baze ey,...,ep_1
jak reprezentacja permutacyjna. Dlatego tez, z zatozenia indukcyjnego, jej jedyne nietrywialne
podprzestrzenie niezmiennicze sg rozpiete przez ey +---+e,-1 =01+ -+ 91 — (n—1)d, oraz
jej dopetnienie ortogonalne. Latwo sie przekonaé, ze jakikolwiek element S, \S;,,—1 nie zachowuje
obu podprzestrzeni. O

Zauwazmy, ze dla grupy As, reprezentacja standardowe na V3 jest przywiedlna. Dla Ay,
reprezentacja standardowa jest nieprzywiedlna na V3. Dlatego tez, Twierdzenie 4.4 jest stuszne
jesli zastapimy S, przez A, in > 4 (z takim samym dowodem).

Zatem dla dowolnej grupy permutacji znamy juz 4 reprezentacje nieprzywiedlne.

(1) trywialna, (1-wymiarowa),

(2) sgn, (1-wymiarowa),

(3) standardowa, (d — 1-wymiarowa),

(4) sgnxstandardowa, (d — 1-wymiarowa).

Dla matych n niektore z nich sie pokrywaja: Dla Sa, (1)=(4), (2)=(3). Dla Ss, (3)=(4).
Poczawszy od Sy, wszystkie cztery reprezentacje sa rozne.

4.8 Lematy Schura

Twierdzenie 4.5 (Pierwszy Lemat Schura) Niech (7,V) bedzie nieprzywiedlng unitarng re-
prezentacjqg G. Niech A € B(V) splata (w,V) z samq sobg. Wtedy A = cl dla pewnego c € C.

Dowo6d. Niech A bedzie niezerowym operatorem splatajacym (m,)) z soba. A* tez splata.
Jeden z operatorow A + A* i i(A — A*) jest niezerowy i oba splataja. Zatem mozna zalozy¢,
ze A jest samosprzezony. Jesli A nie jest rowny A1, to znaczy istniejg A1 # Ao w spektrum A.
Zatozmy dla uproszczenia, ze dim V < co. Wtedy Ker(A — A1) jest nietrywialna podprzestrzenia
niezmienniczg, co jest sprzecznoscig. O

Twierdzenie 4.6 (Drugi Lemat Schura) Niech (7,Vy), (p,V,) bedq nieprzywiedlnymi uni-
tarnymi reprezentacjami G. Jesli istnieje A € B(V), A # 0 splatajacy (7,Vr) z (p,V,), to
(7, Vr) jest unitarnie réwnowazna (p,V,).
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Dowo6d. Niech A # 0. A*A # 0 splata (m, V;) z soba. Dlatego A*A = A1, \; # 0. Podobnie,
AA* splata (p,V,) z sobg. Dlatego AA* = Xol. Mamy M1 = A*AA*A = MA*A = Ao\ 1L
Zatem A\ = Ao =: A, Wiec U = A2 A jest unitarny. O

4.9 lloczyn tensorowy I

Najpierw wprawadzmy iloczyn tensorowy w ‘“naiwny” sposob.

Oznaczmy baz¢ kanoniczng C" przez e;, ¢ = 1,...,n, za$ baz¢ kanoniczng C™ przez f;, j =
1,...,m. Przestrzeii C" ® C™ mozna zdefiniowa¢ jako C"™ z bazg ¢; ® f;, i = 1,...,n,j =
1,...,m. Czyli elementy C" ® C™ sg postaci szzl tije; @ fj.

Jesli v =371 vies, w = > w; fj, to kladziemy

n m
VRW = ZZviwjei ® fj-

i=1 j=1

Niech A bedzie operatorem na C™ a B operatorem na C". Przez A ® B rozumiemy operator
na C" ® C™, ktoérego macierz jest réwna

(A ® B)ij,k:l = Az‘kle-

Jesli A1 B sa unitarne/hermitowskie, to A ® B tez.

4.10 Iloczyn tensorowy II

Wprowadzmy teraz iloczyn tensorowy w sposob niezalezny od bazy. Niech V, W beda przestrze-
niami. Dla uproszczenia, bedziemy zaktadaé, ze sa skoniczenie wymiarowe.

Niech Z bedzie przestrzenia skonczonych kombinacji liniowych wektorow (v, w), v € V, w €
W. W przestrzeni tej wyrézniamy podprzestrzen Zy rozpieta na wektorach

(Av,w) — A(v, w), (v, \w) — A(v, w),
(v1 + v, w) — (v1,w) — (v2,w), (v,w1 +wz) — (v,wy) — (v, wa).

Definiujemy V@ W := Z /2. Jesliv € V, w € W, to definiujemy v ® w := (v, w) + Zp.
YV @ W jest przestrzenia wektorowa. ® jest dzialaniem speliajacym warunki

W) ew=Wew, v (Aw)—Iew,

(V1 +v2) ®w — V1 QW — vy @ w, V@ (w1 + w2) — v R w; — v ws.

Wektory postaci v ® w nazywaja sie tensorami prostymi. Nie sa to wszystkie wektory w V @ W,
ale rozpinaja V ® W.
Pokazmy, ze powyzsza definicja jest rélnowazna definicji “naiwnej”.

Twierdzenie 4.7 Jesli e;, i = 1,...,n jest bazg w V, zas fj, j = 1,...,m bazg w W, to
e @ fi, i=1,...,n,7=1,...,m. jest bazg wV QW.
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Dowéd. Latwo sprawdzamy, Ze e;® f; rozpinaja V@W. Trzeba pokazac ich liniowg niezaleznos¢.
Niech

D tiei® f;=0. (4.19)
i,J
Niech el, ..., e" bedzie baza dualng do ey, ...,e,, tzn

(e'lej) = 5.

Podobnie, niech f!, ..., f™ bedzie baza dualng do fi,..., fm. Zdefiniujmy funkcjonal p¥ na Z
wzorem

(p7(v,w)) = ('[o){f|w).

Sprawdzamy, ze p/ = 0 na Zy. Zatem p¥ jest dobrze okreglony na V@ W = Z /2. Stosujac p¥
do (4.19) dostajemy ¥ = 0. O

Twierdzenie 4.8 Jesli V i« W sq przestrzeniami Hilberta, to V ® W posiada jedyny iloczyn
skalarny taki, ze
(Ul X w1|v2 ® ’wg) = (vl|v2)(w1|w2). (420)

Jeslie;, 1 =1,...,n jest bazqg ortonormalng wV, zaé fj, j =1,...,m bazqg ortonormalng w W,
toe;® fj, i=1,...,n,5=1,...,m. jest bazq ortonormalng wV @ W.

Dowo6d. Najpierw sprawdzamy, ze jesli iloczyn skalarny o wlasnosci (4.20) istnieje, to czesé
twierdzenia o bazach ortonormalnych musi byé¢ prawdziwa. O

Twierdzenie 4.9 Niech A bedzie operatorem na V i B operatorem na W. Wtedy istnieje do-
ktadnie jeden operator A® B na V® W taki, ze

(A® B)v®@w = (Av) ® (Bw).
Dowé6d. Wystarczy zdefiniowa¢ A @ B w bazie:

(A ® B)ei &® fj = (Aei) &® (ij).

Niech (7,V), (p, W) beda reprezentacjami. Illoczynem tensorowym tych reprezentacji nazy-
wamy reprezentacje m ® p w przestrzeni V@ W

(r®p)(g) =7(9) ®p(g).

Zauwazmy, ze mm jest rownowazne m Q@ Igm.
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4.11 Reprezentacja grupy permutacji
Twierdzenie 4.10 Dia o € S,, istnieje doktadnie jeden operator ©(c) € L(Q™V), dla ktdrego
O R Uy =Vy-1; Q-+ @ Vy—1p,.
S, >0 0O(0) € LV
jest reprezentacjq.
Dowoé6d. Wystarczy wybraé baze ey, ..., e, w V i polozyé
O(o)e;, -+ ®e;, = €, 1, ® Qe

To definiuje jednoznacznie operator ©(o).
Pokazmy, ze ©(m)©(0) = O(no). Niech vy,...,v, € Vi w; := v,-1;. Wtedy
OmMOo)N® - ®u, = OMw - Qw,
= Wr-11 @ Q@ Wr—1y,
= VUg-17-11 Q- QUy-1,-1y,
= Umo) 11 © O Vo) ine
Jedli V jest przestrzenig Hilberta, jest to reprezentacja unitarna.

Jest to reprezentacja przywiedlna. W szczegoélnosci, mozna podaé rzuty ortogonalne na pod-
przestrzenie na ktérych reprezentacja jest trywialna i znakowa:

or = 3 6,

‘oS,
1
o, = . Z sgno®(o).
‘oeS,
Ktadziemy ®g/aV = @g/a Q" V.
Zauwazmy, ze
1
07 = L+6(),
1
02 = 5(]1 —O(1)).

Zatem 1 = ©2 4+ ©2. Czyli kazdy 2-tensor mozna roztozyé¢ na cze$é symetryczng i antysyme-
tryczna: @2V = @2V @ @2V,
Jesli t € @™V, to

t= thliﬂnell - ® eln'
Wtedy
Ot = Zt(i1,~~-,in)ei1 ®--®e,,
@at - Zt[llyﬂn]ezl ® Tt ® 6in7
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gdzie

1
it i) = ! Z bigiye.sion>

" oEeS,
1
t[’il,...,’in} = E Z Sgnati0i7---7i0n‘
’ UESn
Mamy
e B Ty Trr )Tk

4.12 Charaktery

Zatozmy, ze m jest reprezentacja na skonczenie wymiarowej przestrzeni V. Charakterem repre-
zentacji m nazywamy funkcje na G réwna

Xr(g) := Trm(g).

Mamy dimV = x(e),

Xx(9) = xx(hgh™"), g.h€G;

Xrop = Xr T+ Xp

Xnr = NXm,

Xm@p = XrXp>

X7 = Yﬂ'?
1

Xgzn = g(xﬂ(g)%rxﬂ(g?));
1

Xz = 5 (Xx(9)" = xx(9))-

5 Reprezentacje grup skornczonych

W tej sekcji wszystkie grupy sa skonczone.

5.1 Unitaryzowalno$é

Twierdzenie 5.1 Niech G bedzie grupg skoriczong a (p,V,) jej reprezentacjq. Wtedy istnieje
iloczyn skalarny na V, taki, ze p jest reprezentacjq unitarng.

Dowo6d. Wybierzmy dowolny iloczyn skalarny (-|-)o w V,. Wtedy

(vho) :—# S (p(g)vlo(g)

geG
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jest tez iloczynem skalarnym. Mamy
(p(h)elp(hyw) = 2= > (p(gh)vlp(gh)w)o = (vw).
# geG

Zatem p jest reprezentacja unitarng. O

Stad wniosek, ze kazda reprezentacja grupy skoriczonej w skoniczenie wymiarowej przestrzeni
jest catkowici rozktadalna.

5.2 Relacje ortogonalnosci

Unitarna réwnowazno$¢ reprezentacji jest relacja rownowaznosci. Przez G bedziemy oznaczali
zbioér klas abstrakeji reprezentacji nieprzywiedlnych wzgledem tej relacji. W praktyce dla kaz-
dego elementu G wybierzemy reprezentanta (mw,V;). Wybierzemy réwniez baze ortonormalna
€rls---s€ndy, gdzie dr := dim V. Mozemy wtedy zapisa¢ m jako macierz

73 (9 =1, 0, 9€ G
Cazyli

mij(9) = (erilm(g)er,;) -
Mamy tez charaktery nieprzywiedlne

W 12(G) bedziemy uzywaé iloczynu Skalarnego

(159 #G > o)
Twierdzenie 5.2 Niech w, 7' € G.
1
(Wij|7r;<:m = Z 771] 7rkm = dién,w’éikéjmv (5'21)
gGG &
(X7r|X7r = G Z X7r X7r = 57r,7r" (5.22)
geG

Lemat 5.3 Niech w, 7’ bedq reprezentacjami. Niech H bedzie operatorem z Vyr do Vy. Zdefi-
niuIMmY
-1
> nlg ().
#G geG

Witedy (H) splata 7' i w. W szczegdlnosci, jesli m, 7' sq nieprzywiedine, to (H) jest niezerowe
jedynie, gdy sq one réwnowazne i wtedy (przyjmujgce, ze (w,Vy) = (7', V) ) mamy
TrH

Ty .
d; "

(H) = (5.23)
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Dowaéd.
x(h)(H) = #GZ w(hg™ ) H(9)

geG
= # 5 2 m((gh™) ) H (gh™ ' (h) = (H)7'(h).
geG
Nastepnie stosujemy Lemat Schura. PokaZmy na koniec (5.23). Wiemy, ze (H) = cly_. Zatem
cdy = Tr(H) = #G > Tr(g ')Hn(g) = TrH.

geG
Od

Dowéd Twierdzenia 5.2 Stosujemy Lemat 5.3 do H = |ex ;) (ex m |-

1
#GEZG ’eﬂ’d Er’ m‘ﬁ( = Eﬂvﬂdw,W’Tﬂeﬁj)(emm‘
g
1
= aﬂyﬂdﬂﬁr/(gjm.

Nastepnie obkladamy obie strony przez (er;|---|er ), dostajac (5.21). Aby pokazaé (5.22),
liczymy:

dr Ay d
s Ky s d
(XrlXnr) = Z;z;(mm}j) = Orp z;(mmi) = 57r7r’i-
=1 7= 1=

5.3 Rozklad reprezentacji

Niech (p, W) bedzie reprezentacja grupy G na przestrzeni wymiaru d,. Mozemy ja zawsze roz-
tozyé na sktadniki jednorodne:

p @émﬂr. (5.24)
TE

dp = mndy. (5.25)

reC

Zatem

Jesli p jest reprezentacja unitarna, to mozna zalozy¢, ze suma (5.24) jest ortogonalna. Mamy

tez rozklad przestrzeni VW na sume prosta ortogonalng W = & W, taki, ze p jest réwno-
me@ Wr
wazna mg,m, oraz rzuty ortogonalne @, na W,. Oczywiscie, W, = RanQ,

Y Qr = 1, QF=0Qr QuQuw = Qrlrr.
Treé

Pokazemy, ze liczby m,, podprzestrzenie Wy i rzuty Qr sa wyznaczone jednoznacznie. Po-
kazemy, jak je tatwo znajdowac.
Pamigtamy, ze charakter p jest zdefiniowany jako x,(g) := Trp(g), g € G.
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Twierdzenie 5.4 Dia 7 € &

My = #GE:XW 9)xp(9) (5.26)
geG

(xwkxp) (5.27)

Qr = =3 x«(9)p (5.28)
G geG

Dowod. Niech p spelia (5.24). Wtedy

p= Zmﬁpﬁ.

Nastepnie relacja ortogonalnosci charakterow implikuje (5.26).
Mozemy znalez¢ baze¢ ortonormalng w Wr exip, i =1,...,dr, p=1,...,m, taka, ze

dx
g)eﬂ,i,p = Z Tji (g)eﬂ',j,p'
j=1

Wtedy
d/ dr
#G Z Xﬂ- eﬂ',i,p = # Z Z Z ﬂ-kk‘ 7T]Z 671',],}7
9eG geGk 1 =1
= 67r,7r’ Z 5kj5ki€7r,j,p = 571',7r’e7r,i,p-
k,j=1
O

5.4 Reprezentacja regularna

Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to wiaze sie z tym unitarna reprezentacja grupy G na prze-
strzeni [?(X) zadana przez

M) f(z) == f(¢g7'2), g€ G, veX.

W szczegolnodci, rozwazmy X = G. Iloczyn skalarny w [2(G) normalizujemy

(/1) GZf

Dostajemy reprezentacje na [?(G) zwana, (lewq) reprezentacjq regularng. Mamy tez prawq repre-
zentacje regularng

p(g)f(h) :== f(hg), g,h € G.

Twierdzenie 5.5 (1) A~ @ d 7.
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(2) #G =3 __ad2. Funkcje /dymij stanowiq baze ortonormalng w 1*(G).
Dowé6d. Charakter reprezentacji regularnej jest rowny

xXa(9) = #G 0c(9).
Stad
Max = (XalXx) = Xx(€) = dr.

To pokazuje (1), z ktorego na mocy (5.25) wynika (2).
Wiemy, ze {\/drm;j : 7€ G, i,j =1,...,d} stanowig uktad ortonormalny. (2) oznacza, ze
liczba jego elementéw roéwna jest wymiarowi [2(G) = #G. Zatem jest to baza ortonormalna. O

5.5 Liczba reprezentacji nieprzywiedlnych

Twierdzenie 5.6 Liczba klas sprzezonosci jest rowna liczbie reprezentacji nieprzywiedlnych.

Dowédd. Niech I2,,(G) bedzie podprzesterzenia 12(Q) sktadajaca sie z funkcji stalych na klasach

cent
sprzezonosci. Wiemy, ze xr, ™ € G, stanowig uktad ortonormalny w 12, ,(G). Pokazemy, Ze jest

to baza ortonormalna.
Najpierw zauwazmy, ze z Lematu 5.3 wynika, ze

(n(g)) = =Dy, (5.29)

Niech f € 12, (G).

dr
flg) = ZZfrr,ijWij(g)

ne@ bJ
) dx
= 25 Z Z Z frijmij(hgh™")
heG redy i
dr
= Z Z frijlexil{m(g))er.;)
re@ &I
L xal9)
= Z Z fﬂ,iifa
TeG

gdzie w ostatnim kroku skorzystalismy z (5.29). Zatem 2. (G) jest rozpiete przez x, 7 € G. O
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6 Algebry laczne

6.1 Definicja

Niech 2 bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K. Moéwimy, ze 2 jest algebrg jesli jest
wyposazona w dzialanie

AxA> (A,B)— AB e

spelniajace
A(B+C)=AB+ AC, (B+C)A=BA+CA,
(aB)(AB) = (aA)(BB).
Jesli w dodatku
A(BC) = (AB)C,

to moéwimy, ze jest to algebra tgczna. (W praktyce, skracamy nazwe, przez algebre rozumiejac
algebre taczna).

Mowimy, ze 2 jest algebrg przemienng gdy A, B € 2 implikuje AB = BA.

Centrum algebry 2l jest zdefiniowane jako

3(A) ={AeA : AB=DBA, Bel}.

6.2 Podalgebry

Ustalmy algebre 2. B C 2 nazywmy podalgebrg gdy jest to podprzestrzen liniowa i A, B € 6 =
AB € B. Oczywiscie, podalgebra jest réwniez algebra.

Jesli rodzina B, C 2 sktada sie z podalgebr, to N,B, jest tez podalgebra. Dlatego, dla
dowolnego podzbioru %6 C 2 istnieje najmniejsza podalgebra zawierajaca 6. Oznaczamy ja
przez Alg(®B) i nazywamy podalgebrqg generowang przez B.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad K. Oczywiscie, zbior liniowych odwzorowan w
V, oznaczany przez L(V), jest algebra.

Podalgebry w L(V) nazywane sa konkretnymi algebrami.

6.3 Identyczno$é

Identycznosé algebry A to element 1 € A taki, ze
A=1A= A1, Aex

Kazda algebra ma najwyzej jedna identycznosé. W rzeczy samej, jesli 11, 1 sg identycznosciami,
to
1; = T1lly = 1.

Moéwimy, ze 2 jest unitalna albo z jedynkaq, jesli posiada identycznosé. W dalszym ciagu, dla
A € C bedziemy po prostu pisa¢ A zamiast All.

Zawsze mozna do algebry 2 dotaczyé¢ jedynke. Dostajemy wtedy algebre 2;, jako przestrzen
wektorow rowng A & C z dzialaniem

(A, N) (B, i) == (AB 4+ AB + pA, A\p).
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6.4 Idempotenty

P € 2 nazywa sie idempotentem gdy P? = P. PP jest podalgebra zwang algebrq zredukowang.
Identyczno$é jest idempotentem.
Idempotent P nazywa sie minimalnym gdy PAP jest jednowymiarowa.

6.5 Sumy proste

Jesli 2y, Ao sy algebrami, mozemy zdefiniowaé 21y @ 2s.
Jesli 2 jest algebra i P € N2 jest idempotentem, to oczywiscie PL = PAP jest podalgebra.
2l jest naturalnie izomorficzna z PA & (1 — P)2L.

6.6 Homomorfizmy

Niech 2, B beda algebrami. Odwzorowanie ¢ : A — B nazywa sie¢ homomorfizmem gdy jest
liniowe i zachowuje mnozenie, to znaczy

(1) ¢(AA) = Ap(A);

(2) ¢(A+ B) = ¢(A) + ¢(B);

(3) ¢(AB) = ¢(A)(B).
Jesli ¢ jest homomorfizmem i P jest idempotentem, to ¢(P) jest idempotentem.
Homomorfizm 2 w L(V) jest nazywany reprezentacjg 2 na V.
Jesli A, B sg algebrami unitalnymi i ¢ : % — B jest homomorfizmem, méwimy, ze ¢ jest

unitalny gdy
d(ly) = L.

6.7 Lewa regularna reprezentacja

Regularna reprezentacja

A5 A— ANA) € L)

jest zdefiniowana przez

AMA)B = AB, A,B e

Jesli A jest unitalna, to A jest injektywna. Jesli 2 nie jest unitalna, to A moze by¢ rozszerzona
do reprezentacji
A> A )\1(.4) S L(Qll)

w oczywisty sposob. Ap jest injektywna.
W obu przypadkach widzimy, ze kazda algebra jest izomorficzna z konkretng algebra.
6.8 Idealy

B jest lewym ideatem algebry 2 jesli jest liniowa podprzestrzenigw A1 A €A, BB = AB €
9%3. Podobnie definiujemy prawy ideatl.

Jesli A € 2, to AA jest lewym ideatem

B nazywa sie ideatem dwustronnym, lub po prostu tdeatem, gdy jest lewym i prawym ideatem.
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Moéwimy, ze ideat J jest wtasciwy gdy J # . Mowimy, ze ideat J jest nietrywialny gdy J # A
i3 #{0}.

Twierdzenie 6.1 Jgdro homomorfizmu jest ideatem. Jesli J jest ideatem w A, to A/T ma
naturalng strukture algebry. Odwzorowanie

A>5A—A+TeA/T
jest homomorfizmem, ktdrego jadro jest réwne J.

Algebra, ktéra nie posiada nietrywialnych idealéw i jest rézna od K z zerowym iloczynem
nazywa sie algebra prosta.

6.9 Przyklady podalgebr w L(K")

(1) Algebra gornotrojkatna.

(2) Algebra nil-gornotrojkatna.

(3) Algebra blokowa L(KP') @ --- @ L(KPk), n=py + - - pg.

(4) Algebra L(K?) ® 1, n = pgq.

(5) Lewa regularna reprezentacja L(K%) @ --- @ L(K%) dziala w L(K") dla n = d} + - - - d3.

6.10 x-algebry
Zalozmy, ze K = C.
Definicja 6.2 Mowimy, ze algebra A jest x-algebra gdy jest wyposazona w antyliniowe odwzo-
rowanie A 3 A — A* € A takie, ze (AB)* = B*A*, A** = A i A # 0 implikuje A*A # 0. x

nazywa sie inwolucja lub gwiazdka.
Mowimy, ze ideat J jest x-idealtem, gdy jest x-niezmienniczy.

Definicja 6.3 Jesli 2, B sq *-algebrami, to homomorfizm 7 : A — B spetniajgcy m(A*) =
m(A)* nazywa sie *-homomorfizmem. (Rowniez definiujemy *-izomorfizmy, s-automorfizmy,,
etc.)

Mowimy, ze P € 2 jest rzutem ortogonalnym, jesli P = P21 P = P*. Mowimy, ze U jest
czedciowy izometria, jesli UU*UU* = UU* i U*UU*U = U*U. Wtedy rzuty ortogonalne U*U i
UU* nazywamy rzutem poczatkowym i koricowym.

Twierdzenie 6.4 Kazda przemienna skoriczenie wymiarowa *-algebra jest x-izomorficzna z C'(X)
dla skonczonego zbioru X.

Niech V bedzie przestrzeniag Hilberta. Zbioér operatoréw ograniczonych na )V, oznaczany
B(V) ze sprzezeniem hermitowskim tworzy *-algebre. Kazda podalgebra w B()) niezmiennicza
wzgledem * jest tez x-algebra.

Definicja 6.5 x-Algebry takie sq zwane konkretnymi x-algebrami.
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Twierdzenie 6.6 Niech 2 bedzie skornczenie wymiarowg *-algebrg. Nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

(1) Centrum 2 jest réwne CIL.
(2) A jest prosta.
(3) A jest x-izomorficzna z B(CP) dla pewnego p.

Twierdzenie 6.7 Kazda skoriczenie wymiarowa x-algebra N jest x-izomorficzna z

@1 B(CP). (6.30)

Dowod. Niech Z bedzie centrum 9. Mamy Z ~ C({0,...,k}. Niech P, odpowiada funkcji
5; € C({0,...,k}). Oczywiscie, P, = P* i P,Pj = Pj iy, P, = 1.

7

Mamy A = @?lejal_ Centrum P jest réwne CP;. Zastosowa¢ wigc mozemy Tw. 6.6. O

P; skonstruowane w dowodzie sa nazywane minimalnymsi rzutams centralnyms. Dla D1 takiej
jak w (6.30) zdefinujmy dim(N) = [p1,...,pk]-
6.11 Reprezentacje skonnczenie wymiarowych x-algebr

Lemat 6.8 Niech U € L(C™) bedzie czesciowq izometrig. Wtedy U jest unitarne z RanU*U do
RanUU™.

Lemat 6.9 Niech ¢ : L(CP) — L(C") bedzie unitalnym - homomorfizmem. Wtedy n = qp,
q € N, 1 ¢ jest unitarnie réwnowazny homomorfizmowi

L(C?) 3 A A® 1, € L(CP ® C9).

Dowod. Niech ey, ..., e, bedzie bazag w CP. L(CP) jest rozpieta przez czesciowe izometrie
lei)(ej]. Niech ¢ := Tr¢(le1)(e1]|) i niech fi1,..., fiq bedzie baza w Rang (|e1)(e1]). Niech
fij = ¢ (lei)(er]) frj. Wtedy fi1, ..., fig stanowia baze w Ran (|e;)(e;]). Mamy

len)(er] + -+ lep)(ep| = 1.

Zatem
¢ (lex)(ex]) + -+ & (lep)(epl) = L.
Wiee fij, i =1,...,p, j =1,...,q stanowig baz¢ w R". Oczywiscie

& (lei)(e5) fra = djnfir-

a

k
Twierdzenie 6.10 Kazda unitalna reprezentacja algebry @ L(CPi) na C™ jest unitarnie réw-
i=1
nowazna reprezentacji w @lecpi ® C%
G(Ar, ..., Ag) = B Ai @ 1y,

Mamy n = Zle Dig; 0Taz ¢ = p%_Trg[)(Pi).
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Dla reprezentacji regularnej mamy p; = ¢;. W szczeg6lnosci, w tym wypadku

n=3"pt
7

6.12 x-homomorfizmy skoriczenie wymiarowych x-algebr

Niech 9, M beda skonczenie wymiarowymi *-algebrami. Niech Pp,...,P,, Q1,...,Q, beda
minimalnymi rzutami centralnymi 9 i odpowiednio 9.

Kazdy homomorfizm a : 0t — 9, gdzie dim N = [n1,...,n,], dAmM = [m4, ..., my], okre-
slony jest przez macierz [t;;], gdziei=1,...,q, j=1,...,pi

Z t,-jnj < m;.
J
Mamy = zamiast < jesli « jest unitalna. Bedziemy pisa¢ Mat(a) = [t;;]. Mamy t;; = TrQ;¢(P;).

7 Algebra grupowa

7.1 Algebra grupowa

Niech G bedzie skoriczona grupa. Przez C(G) bedziemy oznaczali zbiér funkcji zespolonych na
G. Jest on rozpiety przez funkcje 64, g € G,

1, g=h,
6g(h) = { 0’ g 7& h.

Czasami zamiast J, pisze si¢ po prostu g.
C(G) jest wyposazone w dwa taczne iloczyny: mnozenie punktowe i splot:

FG(g) = F(9)G(9),
FxG(g) = ZF(Qh_l)G(h)-
h
Mamy réwniez inwolucje .
F*(g) == F(g71). (7.31)

Twierdzenie 7.1 C(G) ze splotem i sprzezeniem (7.31) jest x-algebrq.
Dowoéd. Niech F' € C(G) bedzie rézne od zera. Liczymy
F*xF(g) =Y _ F(hg \)F(h).
heG

W szczegolnosci,

F*xF(e) =Y _|F(h)]> #0.

heG
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Zatem F*F #0. O
Mamy naturalne zanurzenie G € g — 64 € C(G), przy czym mnozenie przechodzi na splot:

(Sg * (5h = 6gh-
Niech 9 : K — G bedzie homomorfizmem grup. Wtedy
W' (0k) = ()

definiuje *-homomorfizm algebr ¢’ : C(K) — C(G). Mamy przemienny diagram

K - G
\ \:
CK) — CG)

Jesli ¢ : G — H jest réwniez homomorfizmem grup, to (¢ o ¢)' = ¢’ o ¢'.
Niech 7 bedzie reprezentacja G na V. Wtedy istnieje doktadnie jedna reprezentacja 7

C(G) — L(V) spemiajaca
7(6g) == 7(g).
Jesli reprezentacja jest unitarna, to 7 jest x-reprezentacja. Mamy przemienny diagram
G — GLV)
) \

C(G) — LV
Niech (7, V) bedzie reprezentacja grupy G i ¢ : K — G homomorfizmem. Wtedy % o p jest
reprezentacja grupy K. Mamy tez
pom=1 of.
W przysztosci bedziemy opuszczaé tyldy i primy w powyzszych oznaczeniach.
7.2 Postaé algebry splotowej

@ 7 jest reprezentacja grupy G na @ V. Rozszerza si¢ ona do reprezentacji algebry

TeG TeG
rozszerzenie to oznaczamy tez przez ¢. Mamy

splotowej. Jak wspominaliémy wyzej,

¢(0g) = @ 7(9)

Twierdzenie 7.2 ¢ jest x-izomorfizmem

¢:C(G) = @ L(vﬂ)cL<@Avﬂ>.

e TeG
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Dowdd. Oczywiste jest, ze |ex;)(erjl, 4,5 = 1,...,dr, ™ € G rozpinaja © L(Vz). Ale
¢t (lexi)(exj]) (9) = mij(g), ktore jak pokazalismy, stanowia baze [?(G) = C’(C;)G.GD
Niech 1, oznacza rzut na V. Niech
Ceent(G) := {F € C(G) : F(ghg™") = F(h), h.g€ G}
Innymi stowy, Ceent (G) sktada sie z funkeji statych na klasach sprzezonosci grupy G.

Twierdzenie 7.3 Ceent(G) jest centrum algebry splotowej C(G). Jest rozpiete przez ¢~ (1),
e G. Mamy

dx _—
1. = ¢ %ZXW(Q)‘SQ

geG

Dowéd. Niech F' =3, Fyd), nalezy do centrum C(G). Wtedy

0gF = Fo,.
Zatem
0gF,1 = F.
To oznacza, ze
> Fyngdn = D _ Fun,
heG h

czyli F jest stale na klasach sprzezonosci.
Wiemy z (5.28), ze

d _
1. = #72, Z X=(9)9(9)-
geG
#(g) mozemy zastapi¢ przez ¢(dy) a nast¢pnie wyciagnac¢ ¢ przed cale wyrazenie. O

Grupa Z, ma reprezentacje z charakterami

ikm2m

Xm(k) =€ n | ke€Zy, meLy~Ly.

Odpowiadajace im rzuty centralne to
1 ikm2m
1, = — g T O
m n € k
kEZn

Grupa S, ma reprezentacje trywialng/znakowa z charakterem ys(o) = 1/xa = sgno i rzutem
centralnym
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Ma réwniez reprezentacje standardows, dla ktorej yst(o) jest rowne liczbie punktow statych
—1 oraz znakowgxstandardowg z rzutami centralnymi

n—1
T 2 Xa(9)d

O’GSn

Z sgnoXst (0)de-

gESy

n—1

7.3 Reprezentacja regularna

Rozwazmy lewa reprezentacje regularng A grupy G na [?(G). Rozszerza sie ona do reprezentacji

X C(G) — L(I2(G)).

Twierdzenie 7.4 W poniiszym wzorze z lewej F, F' sq traktowane jako elementy 12(G), z prawej,
jako elementy algebry C(G):

(FIF) = G T ((F* + F')d)

Dowéd. Mamy (6 * 0g')0e = dy-140c = dg 0c. Dlatego tez

(FIF) = Z;@F\F')w&)

weé
= Z # #G? Z "Trm ((8; * 0g1)0c)
e 9.9'€G

= Z (#G) —— T ((F* = F')é.)

= (#G) ——TrA (F* = F')é.) .

8 Reprezentacje zespolone, rzeczywiste i kwaternionowe

8.1 Reprezentacja zespolenie sprzezona

Zalézmy, ze mamy reprezentacje m na przestrzeni C"”. Reprezentacje sprzezong do m nazywamy
reprezentacje T zadang przez
7(g) :==(9).

Niewatpliwie, definicja ta zalezy od wyboru bazy. Zaleznosé ta nie jest jednak zbyt istotna. Jesli
zmienimy baze, dostaniemy reprezentacje rownowazna.
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8.2 Przestrzen zespolenie sprzezona

Mozna do zagadnienia reprezentacji sprzezonej podejs¢ w bardziej abstrakcyjny sposob, ktory
jest jawnie niezalezny od bazy.

Niech V bedzie przestrzenia zespolona. Przestrzen zespolenie sprzezona do V jest oznaczona
przez Vi jest to jakakolwiek ustalona przestrzen zespolona wyposazona w odwzorowanie antyli-
niowe

Vv ve. (8.32)

Odwzorowanie odwrotne réwniez oznaczamy przez kreske, tak ze mamy v = v. Odwzorowanie
(8.32) nazywamy sprzezeniem zespolonym.
Jesli A € L(V), to A € L(V) jest zdefiniowany przez

A:=Av (8.33)
Jedli ¥V ma iloczyn skalarny, to V tez:
(v[w) := (v]w).

W praktyce, przestrzenn V realizujemy na rézne sposoby. Kanonicznym sposobem jest kon-
strukcja nastepujaca. Jako grupa abelowa V pokrywa sie z V. Odwzorowanie identycznosciowe
jest oznaczone przez

Vov—ve . (8.34)

Jedyna réznica miedzy V i V to mnozenie przez A € C:
AU = .

Powyzsza konstrukcja jest dos¢ abstrakcyjna i dlatego w praktyce nie jest zbyt czesto uzy-
wana. Czesto wolimy bardziej konkretne podejscie. W podejsciu tym punktem wyjsciowym
jest odwzorowanie antyliniowe x na )V spehiajagce k2 = 1. Takie odwzorowanie nazywamy
sprzezeniem zespolonym wewnetrznym. Wtedy V i V pokrywaja sie jako przestrzenie zespolone,
natomiast v utozsamiamy z kv.

W szczegolnosci, zaltozmy, ze V = C™. Wtedy mamy oczywiste sprzezenie zespolone, U :=
U1,...,0Up. Jesli operator na C" reprezentujemy macierza, to sprzezenie zespolone w sensie (8.33)
daje macierz zespolenie sprzezona w naiwnym sensie.

Jesli (m, V) jest reprezentacja grupy G, to reprezentacjq sprzezong nazywamy reprezentacje
(T, V)

7(g) == 7(g).

8.3 Reprezentacje zespolone

Jak dotychczas, G jest grupa skonczona a V zespolona przestrzenig Hilberta.
Moéwimy, ze k jest operatorem antyunitarnym, jezeli jest antyliniowy, odwracalny i

(v|w) = (kv|kw).
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Oczywiscie, jesli V = C™, to operatory antyunitarne pokrywaja sie z operatorami postaci kv =
Uwv, gdzie U jest unitarny.

Niech 7 : G — V bedzie unitarng reprezentacja nieprzywiedlng. Méwimy, ze jest ona zespo-
lona, jesli reprezentacja 7 nie jest unitarnie rownowazna reprezentacji m. Réwnowazna definicja:
nie istnieje operator antyunitarny & taki, ze g — rk7(g)k ! jest rownowazna z 7.

Zalézmy, ze w nie jest zespolona. Niech x bedzie operatorem antyunitarnym takim, ze
k™! ~ m. Wtedy x? jest unitarny i splata 7 z sobg. Zatem z Lematu Schura, x? = e®1.
Mamy

el = gel® = k3 = %,
Zatem e?® = 1. Moéwimy, ze 7 jest rzeczywista, jesli K2 = 1 i kwaternionowa, jesli K2 = —1

Jesli reprezentacja jest rzeczywista, reprezentacje mozna obciaé¢ do przestrzeni V¥ := {v € V :
kv = v} dostajac reprezentacje nieprzywiedlna na rzeczywistej przestrzeni. Jesli reprezentacja
jest kwaternionowa lub zespolona, nie posiada zadnej nietrywialnej rzeczywistej podprzestrzeni
niezmienniczej.

Jesli reprezentacja jest kwaternionowa, mozemy nadaé przestrzeni strukture prawej prze-
strzeni kwaternionowej ktadac j := «x i k := ik. Dostajemy reprezentacje na przestrzeni kwater-

nionowej. Jest to niemozliwe w przypadku rzeczywistym i zespolonym.

Twierdzenie 8.1 (Twierdzenie Frobeniusa i Schura) Niech 7 bedzie reprezentacjq nieprzy-
wiedlng grupy skoriczonej G. Wtedy

1 1 jesl m jest rzeczywiste,
7 Z xx(g?) = 0 jesli ™ jest zespolone,
#* geq —1 jesli w jest kwaternionowe.

Dowdd.

dr
;Gng?) - ;GZZM(QQ)

geG geG i=1

d
1 ™
= > > mjlg)milg)
#G geGi,j=1
dx

= Z (ﬁij|77ji)- (8.35)

ij=1

Dla zespolonej reprezentacji jest to rowne zero z relacji ortogonalnoéci.
W przypadku rzeczywistym badz kwaternionowym niech [r;;] bedzie unitarna macierza trans-
formacji k. Wtedy

dr dx
(k0)i =Y _rijuj, (K '0)i =) v,
= =1
dx

Tij = E , TipTpqTjq-
p,q=1
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Zatem, (8.35) jest rowne

dx
§ : rjp?iq(fijﬁpq)
%,5,p,q=1
d d
1 ul = s s 1 < B Trx?2
= — > TiTindie = T > ity = - = =
™ ij,pa=1 =1 T

Dla grupy Z,, wszystkie reprezentacje sa zespolone z wyjatkiem reprezentacji odpowiadajacej
0 oraz n/2 jesli n jest parzyste.
Reprezentacja grupy kwaternionowej {41, +i, £j, £k}, w C? jest kwaternionowa.

8.4 Splatacze w iloczynach tensorowych

Niech V1, Vs beda skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi. Jesli A € L(V1®Vs, K),
mozemy zdefiniowaé Aj_,9 € L(Vy, Vf) spelniajacy

Avi Q@ vy = <1)2|A1_>21)1), v €V, vg € V.

Zalozmy, ze (7, V;), @ = 1,2 sa reprezentacjami grupy G. Jesli A splata m @7 z reprezentacja
trywialna, to Aj_,o splata m; z reprezentacja 75', (Reprezentaca kontragradientna wzgledem
reprezentacji p jest zdefiniowana przez pt(g) = p(g)~7.)

Rozwazmy na przyktad Vi = V, Vo = V7. Wtedy mamy naturalny element Tr € L(V@V#, K).
Uzywajac notacji powyzszej mamy wtedy

Tri,o, =1y € L(V, V)

Drugi Lemat Schura moéwi wtedy, ze jesli m jest nieprzywiedlna to operatory splatajace m @ <t
z reprezentacja trywialng sa proporcjonalne do Tr.
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9 Elementy krystalografii

9.1 Grupy punktowe

Grupa punktows nazywamy skoriczona podgrupe O(n). Mowimy, ze jest ona chiralna, jesli jest
podgrupa SO(n).

Ponizej klasyfikujemy grupy punktowe w wymiarze 2 i 3 z doktadnoscig do sprzezenia.

W wymiarze 2 mamy

(1) grupy cykliczne Cy,, n =1,2,... (chiralne) abstrakcyjnie izomorficzne z Z,,

(2) dihedralne D,, n = 1,2,..., abstrakcyjnie izomorficzne z Z, x Zs. (Zg jest generowane
przez symetrie osiowa wokot dowolnie wybranej osi).

W wymiarze 3 mamy 7 serii grup punktowych i 7 grup puktowych dodatkowych.

Kazda z grup 7 serii posiada maksymalng podgrupe obrotéw wzgledem ustalonej osi C,,. Jest
to podgrupa normalna. Po podzieleniu grupy przez C,, dostajem skoniczong grupe ilorazowa. Ta
grupg moze byé¢ C1, D1y, D1y, Co 1 Dy. Dostajemy zatem 5 rodzin serii. W obreie kazdej rodziny
jedna seria to iloczyny poélproste.

D1, oznacza grupe D; wertykalna, generowang przez odbicie wzgledem ptaszczyzny prosto-
padtej do ptaszczyzny obrotu. Diy oznacza grupe Dp horyzontalna, generowana przez odbicie
wzgledem plaszczyzny obrotu.

Serie grup punktowych sa analogiczne do 7 grup fryzowych, w ktérych role C), odgrywa Z.

(1) Cy (chiralna)

e grupa cykliczna C),, n = 1,2,..., abstrakcyjnie izomorficzna z Z,,
(2) Din
o Con=0Cp x Dyp,n=1,2 ..., abstrakcyjnie izomorficzna z Z,, x Zs.
e So,,n=1,2,..., grupa generowana przez obrot z odbiciem, abstrakcyjnie izomorficzna
Z ZQTH
(3) D1y
e grupa piramidalna lub biradialna C)y = C, ¥ D1y, n = 2,3, ..., abstrakcyjnie izomor-

ficzna z Z,, X Zo,

(4) Cy (chiralna)

e grupa dihedralna D, = C,, x Cy, n = 2,3,..., abstrakcyjnie izomorficzna z Z,, X Zo
(5) D2
e grupa pryzmatyczna D, = C, X Dy ~ D, X D1y, n = 2,3, ..., abstrakcyjnie izomor-
ficzna z (Zy, X Zg) X Zo.
e grupa antypryzmatyczna D,q = So, X D1y, n=2,3,..., abstrakcyjnie izomorficzna z
Zgn X ZQ.
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Na szczegblng uwage zastuguja nastepujace grupy punktowe:

Sy jest grupa sktadajaca sie z identycznosci i symetrii srodkowej (inwersji). Bywa czasem
oznaczana Cj.

San+2 jest generowana przez Cop4q 1 symetri¢ srodkows. Bywa oznaczana przez Copy1

Cin(= C1vy = Dq) jest grupa skladajaca sie z identycznosci i obrotu o 180°. Bywa czasem
oznaczana Cs.

Con(= D1q), izomorficzna z Zy X Zg. Zawiera odbicie, obrot o 180° w osi prostopadtej i
inwersje.

Cay(= D1y), izomorficzna z Zg X Zs. Zawiera 2 odbicia w dwoch prostopadlych plaszczyznach
i obrét o 180°.

Doy, izomorficzna z Zg X Zo X Zo, generowana przez odbicia w 3 prostopadtych ptaszczyznach

Oproécz tego mamy 7 dodatkowych grup punktowych:
chiralna grupa tetraedralna 7', izomorficzna z A4,
petna grupa tetraedralna Ty, izomorficzna z Sy,

grupa pirytoedralna T}y, = T x So, izomorficzna z Ay X Zo,

(1)

(2)

(3)

(4) chiralna grupa oktaedralna O, izomorficzna z Sy

(5) pela grupa oktaedralna Oy, = O x Sy, izomorficzna z Sy X Zo
(6) chiralna grupa ikosaedralna I, izomorficzna z As

(7) pelna grupa ikosaedralna I, ~ I x So, izomorficzna z As X Zs

T jest podgrupa O.
Ty i Ty, sa podgrupami Oy,.

9.2 Sieci

Siecia nazywamy dyskretng podgrupe R”. Jesli dla sieci £ istnieje zwarty podzbior K C R™ taki,
ze L+ K =R", to méwimy, ze jest to sie¢ krystalograficzna.

Twierdzenie 9.1 Niech L bedzie siecig wR™. Wtedy istniejg liniowo niezalezne wektory ey, . .., eq,
d < n, takie, ze L = {mye1+---+mgeq : (m1,...,mq) € Z}. Sieé jest krystalograficzna wtedy
1 tylko wtedy gdy d = n.

Grupa automorfizmoéw sieci Z< jest izomorficzna z G L(Z?), czyli macierzami o elementach cal-
kowitych i wyznaczniku 1. Jest to oczywiste — macierz musi by¢ odwracalna, mie¢ wyznacznik
catkowitoliczbowy i jej odwrotnosé musi byé¢ macierzg tego samego typu.

W szezegolnosci, SL(ZY) jest podgrupa w GL(Z?) o indeksie 2.

9.3 Grupa ruchéw euklidesowych

W grupie ruchéw euklidesowych R™ x O(n) wyrdzniamy podgrupe translacji R™ i podgrupe
obrotow niewlasciwych O(n). Mamy kanoniczny homomorfizm ¢ : R” x O(n) — O(n). Czyli
mamy krétki cigg doktadny

{0} > R" - R" xO(n) - O(n) — {1}
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Niech G bedzie podgrupa w R™ x O(n). Wtedy ¢(G) =: H jest podgrupa w O(n). Jadro
homomorfizmu kanonicznego ¢ obcietego do G, czyli podgrupa translacji zawartych w G, jest
rowna L := R" N G. Mamy krotki ciagg doktadny

{0} = L—>G— H— {1} (9.36)

Stwierdzenie 9.2 Dia h € H i ¢(g) = h, wzor
L3>t ht:=gtg el
definiuje dziatanie grupy H dziata przez automorfizmy na L.

Dowdod. Wystarczy pokazaé jednoznacznoéé definicji. Niech ¢(g1) = ¢(g2). Wtedy g5 ‘g1 € L.
7 abelowosci £ wynika

g5 ‘g1t = tgy gu.
Zatem gltgl_1 = ggtgz_l. O

Jesli G = L x H, méwimy, ze G jest symmorficzna.

9.4 Grupy fryzowe

Grupa fryzowa nazywamy dyskretna podgrupe grupy R? x O(2), ktérej podgrupa translacji jest
izomorficzna z Z. lloraz grupy fryzowej przez jej podgrupe translacji jest skoriczona podgrupa
grupy obrotéw. Dziala ona na jednowymiarows sie¢ Z C R?. Latwo widzie¢, ze mamy doktadnie
pie¢ podgrup O(2), ktore zachowuja Z: Cy, D1y, (horyzontalna, dzialajaca na Z trywialnie), Dy
(wertykalna, dzialajaca na Z przez odbicia), Cy i Dy. Odpowiada im pie¢ symmorficznych grup
fryzowych. Oprécz tego istnieja jeszcze dwie niesymmorficzne grupy fryzowe:

(1) &
e “hop” Cy, abstrakcyjnie izomorficzna z Z,
(2) Din

o “jump” Coop = Coo X D1y, abstrakcyjnie izomorficzna z Z X Zo,

e “step” S, grupa generowana przez translacje z poslizgiem, abstrakcyjnie izomorficzna

z 7,

e “sidle” Cooy = Coo X D1y, , abstrakcyjnie izomorficzna z Z X Zs,

e “spinning hop” D, = Cy X (Y, abstrakcyjnie izomorficzna z Z X Zs,

e “spinning jump” Dy = Coo X Dy, abstrakcyjnie izomorficzna z (Z x Zgy) X Za,

e “spinning sidle” Dy.q, abstrakcyjnie izomorficzna z Z x Zs.

Kazda grupa fryzowa jest odpowiednikiem jednej serii grup punktowych w 3 wymiarach.
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9.5 Punktowe grupy krystalograficzne

Moéwimy, ze grupa punktowa jest krystalograficzna, jesli istnieje sie¢ krystalograficzna niezmien-
nicza wzgledem tej grupy. Twierdzenie o ograniczeniu krystalograficznym mowi, ze punktowe
grupy krystalograficzne w wymiarze 2 i 3 to te grupy punktowe, ktore posiadaja osie 1,2,3,4 lub
6-krotne.

W wymiarze 2 mamy 10 punktowych grup krystalograficznych:

(1) C1,Cq,C5,Cy, Cg,
(2) D1, D2, D3, Dy, Dg.
W wymiarze 3 mamy 32 punktowych grup krystalograficznych:
G Gy O3 Cyp G,
Cin Con Csn Cu Cen
So Sy Se
Coy O3y Cuy Cev
Dy D3 Dy Dg
Doy Dsn Dan Den
Dsq  Dga,

T7 Td7 Th7 07 Oh-

9.6 Sieci Bravais’go

Kazda sie¢ krystalograficzna £ ~ Z"™ w przestrzeni euklidesowej w R™ wyznacza grupe punktowa
H C O(n), ktora ja zachowuje, jej maksymalng grupe symetrii. Nie kazda grupa punktowa
jest maksymalna grupa symetrii pewnej sieci: w szczegdlnodci musi zawieraé ona inwersje. Sieci
posiadajace te sama grupe naleza do tego samego systemu sieciowego.

Grupa symetrii sieci na nig dziata. Rozwazmy dwie sieci posiadajace takie same maksymalne
grupy symetrii. Méwimy, ze maja one izomorficzne dziatania grupy symetrii, jesli jedno dziatanie
mozemy przeksztalcié na drugie przez zamiane bazy w sieci. Kazda zamiana bazy jest zadana
przez macierz z GL(Z™). Klase abstrakcji wzgledem izomorficznosci dziatania nazywamy siecia
Bravais’go.

W wymiarze 2 mamy 5 systeméw Bravais’go zgrupowanych w 4 systemy:

(1) sie¢ skosna Cy,
(2) system prostokatny Do

(i) sie¢ prostokatna (prostokatna prosta),
(ii) sie¢ rombowa (prostokatna centrowana),
(3) sie¢ kwadratowa Dy,

(4) sie¢ heksagonalna Dg.

W szczegdlnosci, rozwazmy grupe Dsy. Jest ona generowana przez dwie prostopadte do siebie

odbicia
-1 0 1 0
1”1—|:0 1:|,7°2—|:0 _1:|. (937)
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1
W sieci prostokatnej mozemy wybraé baze w [ 0 ] , [ [1) ] , tak ze r1, ro sa zadane poprzez (9.37).

1
-1

7"12[(1)(”77"22{_01 _01]. (9.38)

1
W sieci rombowej, baze wybierzmy jako [ 1 ], [ ] Wtedy dzialanie D jest zadane przez
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W wymiarze 3 mamy 14 sieci Bravais’go zgrupowanych w 7 systeméw. Litery oznaczaja
rodzaj centrowania.

(1) trojskosna Sa,
(2) jednoskosna Cyy,
(i) P
(i) C
(3) rombowa (ortorombiczna) Doy,
(i) P,
(i) .
(iii) 1,
(iv) F,
(4) tetragonalna Dyy,
(i) P,
(i) 1,
(5) romboedralna (trygonalna) Dsq
(6) heksagonalna Degy,.
(7) regularna (kubiczna) Oy,
(i) P,
(i) 1,
(iii) F,

9.7 Grupy krystalograficzne

Grupa krystalograficzng nazywamy dyskretna podgrupe grupy R™ x O(n), dla ktorej istnieje
zwarty zbiér K C R" taki, ze J,cq K = R".
Mozna pokazaé, ze rownowazna definicje: grupa krystalograficzna to podgrupa grupy R™ x
O(n), ktorej podgrupa translacji jest siecia krystalograficzna, i podgrupa ta ma skoriczony indeks.
Mozna rozwazaé kilka réznych pojeé¢ rownowaznoéci grup krystalograficznych.
(1) Moéwimy, ze dwie grupy krystalograficzne sg sobie rownowazne bez zachowania orientacji,
gdy istnieje macierz w GL(n) wzgledem ktorej te grupy sa sprzezone.
(2) Mowimy, ze z zachowaniem orientacji, gdy istnieje macierz w GL(n) o dodatnim wyznacz-
niku, wzgledem ktorej te grupy sa sprzezone.
Mozemy klasyfikowaé¢ grupy krystalograficzne ze wzgledu na
(1) Grupe obrotéw bedaca grupa ilorazows przez podgrupe translacji.

(2) Sie¢ Bravais’go.
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9.8 Grupy tapetowe

Grupy krystalograficzne w wymiarze 2 zwane sa tapetowymi. Na ponizszej liscie podajemy postaé
grupy w przypadkach symmorficznych. Grupa obrotéw determinuje sie¢ Bravais’go. Rownowaz-
no$é¢ z zachowaniem i bez zachowania orientacji w wymiarze 2 sie pokrywaja.

(1) system skosny,
(i) grupa punktowa C
o pl =72,
(ii) grupa punktowa Co
o p2 =72 xCy,
(2) system prostokatny,
(i) grupa punktowa Dy,
e sie¢ prostokatna: pm = Z2. ., x D1, pg,
e sie¢ rombowa: cm = Zfomb x D1,
(i) grupa punktowa Do
e sie¢ prostokatna, pmm = Z?ect x Da, pmyg, pgg,

e sie¢ rombowa, cmm = 72 b X Do,

(3) system regularny,
(i) grupa punktowa Cy
o pd = Z?eg x Cy,
(ii) grupa punktowa Dy
o pdm = L7, x D, pig,
(4) system heksagonalny,
(i) grupa punktowa C'3
e p3 = Zﬁex x Cs,
(ii) grupa punktowa Dj
e pdml = Zﬁex x D3, p3lm,
(iii) grupa punktowa Cp
o pb =732 x Cs,
(iv) grupa punktowa Dg
o pbm = Z2, % D,

hex
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9.9 Grupy przestrzenne

Grupy krystalograficzne w wymiarze 3 zwane sg przestrzennymi. Jesli dopuscimy réwnowazno$é
zmieniajgca orientacje, to jest ich 219, w tym 54 chiralnych. Jedli rozrézniamy orientacje, to jest
ich 230, w tym 65 chiralnych.

Grupy te sa poklasyfikowane na klasy krystaliczne zgodnie z ich grupami punktowymi. Klasy
te sg pogrupowane w systemy krystaliczne.

W wiekszoséci wypadkoéw, przynaleznosé do systemu krystalicznego determinuje system sie-
ciowy Bravais’go, o tej samej nazwie. Wyjatkiem jest system trygonalny, w ktorej kazdej grupie
punktowej odpowiadajg zaré6wno grupy krystalograficzne z siecia romboedryczng, jak i z siecig
heksagonalng.

(1) trojskosny
(i) Ci: P,
(11) SQZ P,
(2) jednoskosny
(1) 02: Pv Ca
(ii) Cin: P, C,
(iii) Cap: P, C,
(3) rombowy (ortorombiczny)
(i) Dy: P, C, F, L,
(i) Coy: P, C, A, F, I,
(ii) Don: P, C, F, I,
(4) tetragonalny
(i) Ca: P, 1L

(viil) Dgn: P, 1,
(5) trygonalny

(i) C3: P, R,

(i1) Se: P, R,

(i) Dy: P, R,

(iv) Csy: P, R,

(v) Dsq: P, R, :
(6) heksagonalny
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(7) regularny (kubiczny)
(i) Op: P, F, 1,
(ii) T: P, F, I,
(i) Ty: P, F, 1,
(iv) O: P, F, 1,
(v) Tg: P, F, 1,
(vi) On: P, F, L
Nazwa systemu krystalicznego pokrywa sie z nazwa systemu sieci Bravais’go, z wyjatkiem

systemu trygonalnego. W tym systemie, grupy oznaczone przez P odpowiadaja heksagonalnej
sieci Bravais’go, za$ oznaczone przez R odpowiadaja trygonalnej sieci Bravais’go.
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