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1. Wyktad 3 pazdziernika 2006

e Zrozumienie mechaniki kwantowej. Zrozumienie=wiedza-+do$wiadczenie.

e Przyklady:

— Czlowiek neolitu a lustro, dos§wiadczenie z odbiciem obrazu na powierzchni wody
wymaga oderwania tego co wida¢ od tego co istnieje.

— Czlowiek starozytnosci a ruch jednostajny, doswiadczenie codzienne obarczone po-
wszechnym zjawiskiem tarcia, ruch jednostajny sprzeczny z do$wiadczeniem co-
dziennym.

— Czlowiek O$wiecenia a oddzialywanie na odlegtosé¢, zjawiska elektromagnetyczne
wymagaja oderwania wpltywu na ciato od kontaktu materialnego z innym ciatem.

— Czlowiek XIX wieku a determinizm, zjawiska kwantowe wymagaja rezygnacji z
opisu silnie deterministycznego (przewidywanie zjawisk) na rzecz stabo determini-
stycznego (przewidywanie prawdopodobieristw zjawisk).

— Czlowiek obecny a teoria wszystkiego, dotychczasowy rozwoj nauki wskazuje (by¢
moze) na nieskoriczona hierarchie teorii wynikajacych jedna z drugiej, cho¢ proby
znalezienia teorii wszystkiego nadal trwaja.

e Przyczynowos¢ $wiata: z terazniejszos$ci wynika przyszlo$é, a raczej przyszto$é nie ma
wplywu na przesztosé.

e Stan uktadu = informacja posiadana o uktadzie. Informacja o uktadzie nigdy nie jest
zupetna — oprocz uktadow ktore sg prostymi abstrakcjami rzeczywistosci. Przyktady:
punkt materialny i pole elektromagnetyczne w prozni sa abstrakcyjnymi uproszczeniami
rzeczywistosci definiowanymi przez swoj stan (informacje o nich posiadana).

e Determinizm Swiata:

— Silny: teorie klasyczne (mechanika, elektrodynamika) pozawalaja ze znajomosci
stanu uktadu w chwili ¢ = 0 przewidywac¢ stan tego uktadu w czasie ¢ > 0. Przy-
ktad: Odbicie btysku §wiatta od powierzchni potprzezroczystej. Warunki brzegowe
na granicy osrodkow 11i 2 (przy braku ladunkow pradow powierzchniowych):

n-(Dy—D;) = 0, (1.1)
n-(By—B;) = 0, (1.2)
nx (By—Ey) = 0, (1.3)
nx (Hy— H,) = 0, (1.4)
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wyznaczaja prawa odbicia i zalamania oraz polaryzacje i stosunki natezen wiazki
odbitej i zalamanej:

Natezenie wiazki odbitei

P(odbicie) = oo ¢ WIAZE 0COTE) (1.5)
Natezenie wigzki padajacej

P(zalamanie) = NatQZ.eni‘e Wi.a:Zki. zalan?ane:]" (1.6)
Natezenie wiazki padajacej

— Staby: teorie kwantowe pozawalaja ze znajomos$ci stanu ukladu w chwili ¢ = 0
przewidywaé¢ prawdopodobienstwo znalezienia danego stanu tego uktadu w cza-
sie t > 0. Obnizajac natezenie $§wiatla w pojedynczym blysku dochodzimy do
granicy gdy btysk zawiera pojedynczy foton. Foton ten odbije sie z prawdopo-
dobienstwem , P(odbicie)” lub zalamie z prawdopodobienistwem ,P(zatlamanie)”.
Losu pojedynczego fotonu nie mozna przewidziec.

— Staby determinizm $wiata probowano zastapi¢ niepelna znajomoscia $wiata (teorie
zmiennych ukrytych) tak jak pojecie pola elektromagnetycznego w prozni probo-
wano zastapi¢ pojeciem eteru. Zmienna ukryta fotonu — parametr fotonu mowiacy
czy odbije sie czy zalamie na granicy osrodkow.

e Nierowno$¢ Bella,
|C(a,b) — C(a,b")| + |C(a’,b) + C(d',b")| < 2, (1.7)

wedtug Englert 1.1.2.

e Obiekt klasyczny (najczesciej duzy, makroskopowy) mozemy obserwowaé bez zmiany
jego stanu. Obiekt kwantowy (najczesciej maly, mikroskopowy) nie moze by¢ obserwo-
wany bez zmiany jego stanu.



2. Wyklad 6 pazdziernika 2006

e Polarymetr Sterna-Gerlacha (SG), wedtug Englerta 1.2.1.

— Atom srebra przechodzacy przez polarymetr SG doznaje zmiany pedu
Ap = FAlL = f(p - a)aAt, (2.1)

gdzie At jest czasem przebywania w polarymetrze (zakladamy, ze czas ten jest
duzo mniejszy od okresu precesji Larmora), niejednorodne pole magnetyczne w
polarymetrze B = 3(r - a)a jest skierowane w kierunku wersora a i gradient jego
zmian skierowany jest w tym samym kierunku, a g jest momentem magnetycznym
atomu.

— Po czasie T' od wyjscia z polarymetru wszystkie atomy utozone sa wzdluz odcinka
o kierunku wersora a i §srodku na osi wigzki w odlegltosci vT" od polarumetru, gdzie
v jest predkoscig atomoéw wiazki.

— Klasycznie, potozenie atomu na w/w odcinku zadane jest rzutem p-a jego momentu
magnetycznego p na kierunek polarymetru a i wszystkie potozenia na odcinku sa
dopuszczalne.

— Kwantowo, atomy odchylaja sie tak jakby rzuty te bylty rowne p-a = +|u|, tworzac
dwie wigzki. Jest tak dla kazdego kierunku a ustawienia polarumetru.

— Dos$wiadczenie Sterna-Gerlacha daje sie wyjasni¢ na gruncie mechaniki klasycznej
zakladajac, ze kazdy atom jest produkowany w jednej z dwu odmian; atomy ,gérne”
odchyla sie w dowolnie nachylonym polarymetrze do gory, czyli w kierunku wersora
a, za$ atomy ,dolne” odchyly sie do dotu, czyli przeciwnie do kierunku wersora a.
Jest to teoria zmiennych ukrytych, mowiaca, ze kazdy atom ma ceche, ktorej nie
znamy (parametr ukryty), ktora okresla jego zachowanie w polarymetrze SG.

— Zalozenie o zmiennych ukrytych prowadzi jednak do nieréwnosci Bella, ktora jest
naruszana w do$wiadczeniach z parami obiektow kwantowych.

— Wiazka wychodzaca do gory (do dotu) z danego polarymeru SG i wpuszczona do
drugiego identycznie ustawionego polarymetru SG bedzie z niego w catosci wy-
chodzita do gory (do dotu). Ale jesli drugi polarymetr bedzie ustawiony w innym
kierunku niz pierwszy, to kazda z wiazek rozszczepi sie¢ zné6w na dwie o natezeniach
zaleznych od kata miedzy polrymetrami.

e [ Postulat mechaniki kwantowe;j.

— Przestrzen Hilberta:
1. Przestrzen liniowa wektorow |a) nad ciatem liczb zespolonych.

2. Tloczyn skalarny: forma biliniowa (a|b) (liniowa w drugim argumencie, antyli-
niowa w pierwszym argumencie), ktora dla rownych argumentow jest dtugoscia
wektora, a przy zamianie argumentéw ulega sprzezeniu zespolonemu.

— Wektory prostopadte, (a|b) = 0, i réwnolegte |(a|b)|*> = (a|a)(D|D).
— Wiazka wektorowa = klasa wektorow wzajemnie rownolegtych. Reprezntant wiazki
= dowolny wektor z klasy.

— Stany okreslone sa wigzkami wektorowymi w przestrzenie Hilberta, czyli dowolny
wspoOteczynnik multiplikatywny nie ma znaczenia, ale wygodnie postugiwaé sie sta-
nami unormowanymi, (ala) = 1, ktorych dowolnosé¢ ogranicza sie tylko do dowol-
nego czynnika fazowego.



— Baza przestrzeni Hilberta |a;) = zbior wektorow liniowo niezaleznych, takich ze
kazdy wektor |a) z przestrzeni Hilberta moze by¢ przedstawiony jako ich kombinacja
liniowa

|a) = ;O‘i|ai>' (2.2)

Liczba N wektorow bazy = wymiar przestrzeni Hilberta (zajmujemy sie na razie
tylko przestrzeniami Hilberta o skoniczonej liczbie wymiarow). Najwygodniejsze sa
bazy ortonormalne,

(ajla:) = 6, (2.3)
dla ktorych wspotezynniki rozwiniecia o; mozna oblicza¢ jako nastepujace iloczyny
skalarne:

a; = (a;]a). (2.4)

e Przestrzen Hilberta atoméw w dwu wigzkach za polarymetrem SG.

— Wektor | T,) okresla stan atomu odchylonego do gory w polarymetrze zorientowa-
nym w kierunku osi z, a = e,.
Wektor | |.) okresla stan atomu odchylonego do dotu w tem samym polarymetrze.

— Zaktadamy, ze te dwa wektory sa unormowane,

(1= [ 1) =z 112 =1, (2.5)

i wzajemnie ortogonalne,

(L 12) =0. (2.6)

— Zakladamy, ze dowolny stan |a) lub |a') atomu wychodzgcego z dowolnego pola-
rymetru SG w gore lub w dot okreslony jest kombinacjg liniowa wektorow | T,) i

| 12),

la) = afT.)+ 8| L), (2.7)
) = 1)+ 061, (2.8)

czyli stany | 1.) i | |.) tworza ortonormalng baze dwuwymiarowej przestrzeni
Hilberta stanéw atomoéw srebra.

— Iloczyn skalarny dwu stanéw z tej przestrzeni Hilberta wynosi
(ald’) = a*a’ + B*F'. (2.9)

— Przestrzen Hilberta stanéw atomoéw srebra jest izomorficzna przestrzeni Hilberta
C, zawierajacej pary liczb zespolonych:

11.) (é) (2.10)
| 1) = (?) (2.11)

b)) (3) e

e Przestrzen Hilberta qubitow.



— Wszytkie dwuwymiarowe przestrzenie Hilberta sa do siebie wzajemnie izomorficzne.
Dlatego najrozmaitsze fizyczne uktady o dwu stanach moga byé¢ opisane w iden-
tyczny sposob. Generyczny stan z dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta nazywamy
qubitem.

— Przyktady:
1° Stan neutronu = |n), stan protonu = |p), stan nukleonu = a|n) + G|p) (forma-
lizm izospinu).
2° Stan kwarku gornego = |u), stan kwarku dolnego = |d), stan kwarku lekkiego
= alu) + f|d) (formalizm izospinu).
3° Stan fotonu o polaryzacji prawoskretnej = |right), stan fotonu o polaryzacji
lewoskretnej = |left), stan fotonu o polaryzacji dowolnej = «|right) + (|left).



3. Wyklad 27 pazdziernika 2006

e Wtiasnosci obserwabli
— Obserwabla nazywamy hermitowski operator w przestrzeni Hilberta, ktorego zbior
stanOw wlasnych tworzy baze tej przestrzeni Hilberta.
— Rownanie wtasne dla obserwabli.
— Wielomian charakterystyczny i rownanie charakterystyczne.
— Rzeczywistos¢ wartosci wlasnych.
— Ortogonalnosé wektoréw wlasnych odpowiadajacych ré6znym wartosciom whasnym.

— Wybor bazy ortogonalnych wektorow wlasnych w przestrzeni wlasnej odpowiada-
jacej zdegenerowanym warto$ciom wiasnym.

— Operatory rzutowe na przestrzenie wlasne (niezdegenerowane i zdegenerowane).

— Postulaty mechaniki kwantowej dotyczace pomiaréw dla zdegenerowanych obser-
wabli.

e Zasada superpozycji.
e Ruch ukladu kwantowego.

— Operator ewolucji uktadu kwantowego U transformuje stan uktadu w chwili ¢ty w
stan uktadu w chwili pézniejszej t.

— Kombinacje liniowe stanéw w chwili ¢, powinny by¢ transformowane w takie same
kombinacje liniowe stanéw w chwili ¢, a wiec operator ewolucji powinien by¢ ope-
ratorem liniowym.

— Operator ewolucji powinien zachowywaé catkowite prawdopodobienistwo, a wiec
zachowywac¢ norme kazdego stanu, a wiec powinien by¢ operatorem unitarnym.

— Wynika stad, ze pochodna czasowa stanu kwantowego musi by¢ dana wzorem (za-
lezne od czasu réwnanie Schrodingera):

L d A
ih— [0 (t)) = H|¥(t)) (3.1)

dla p
H=ihU+—U. 2
ihU dtU (3.2)

— Postulujemy, ze generatorem przesuniecia w czasie H jest obserwabla odpowiada-
jaca energii uktadu — Hamiltonian. Wymaga to wprowadzenia staltej proporcjonal-
nosci o wymiarze dzialania, statej Plancka 7, ktora jest uniwersalng stata przyrody.

— Zaleznos¢ od czasu wartosci oczekiwanych obserwabli,
d dO

ih=(U(1)|O]¥ (1)) = (¥(1)] — ih—- + [0, H]|¥(1)). (3:3)

— Zasada zachowania energii.

— Rownanie wlasne dla operatora energii (niezalezne od czasu rownanie Schrodin-
gera): X

— Widmo energii wtasnych.

— Ewolucja czasowa stanéw wlasnych Hamiltonianu.



— Ewolucja czasowa dowolnych stanow czystych — rozklad stanu poczatkowego na

stany wtasne Hamiltonianu.

— Ewolucja czasowa dowolnych stanow mieszanych — rownanie ewolucji dla operatora

statystycznego.
d

insp(t) = [, () (3.5)

e Postulaty mechaniki kwantowej — podsumowanie.

L

IT.

IIT.

IV.

VL

Stan ukladu kwantowego okreslony jest hermitowskim (5™ = p), nieujemnieokreslo-
nym (dla wszystkich |a), (a|p|a) > 0) i majacym jednostkowy §lad (Trp = 1) opera-
torem statystycznym w przestrzeni Hilberta. Stan nazywamy stanem czystym |b)
jesli dodatkowo operator statystyczny jest operatorem rzutowym (p? = p = %);
w przeciwnym wypadku stan nazywamy stanem mieszanym. Stan czysty okre-
Slony jest wiec wektorem |b) w przestrzeni Hilberta, a doktadnie wigzka wektorows

wektorow wzajemnie rownoleglych.

Kwantowa wielkod¢ mierzalna okreslona jest hermitowskim (Ot = O) operatorem
w przestrzeni Hilberta (zwanym obserwabla), ktorego zbior stanéw whasnych jest
baza w tejze przestrzeni Hilberta.

Jedynym mozliwym wynikiem pomiaru uktadu kwantowego jest wartos¢ wtasna A,
obserwabli (Ola) = \g|a)).

Prawdopodobienstwo otrzymania w wyniku pomiaru wartosci wtasnej A, jest rowne
Trﬁpa, gdzie p jest operatorem statystycznym uktadu, a P, jest operatorem rzu-
towym (]53 = Pa) na podprzestrzen wlasng obserwabli odpowiadajaca wartosci
wlasnej A\,. Jesli uklad mierzony jest w stanie czystym |b) to prawdopodobieristwo

. (b|Palb)
to wynosi o)

Przeprowadzenie pomiaru na uktadzie kwantowym w stanie czystym [b), i otrzyma-

nie wyniku pomiaru \,, skutkuje zmiang stanu tego uktadu na stan czysty %

(,redukcja pakietu falowego”).

Ewolucja czasowa czystego stanu uktadu kwantowego |a(t)) zadana jest zaleznym
od czasu réwnaniem Schrodingera, ifi<|a(t)) = Hla(t)), gdzie H jest operatorem
energii ukladu (w ogdlnosci zaleznym od czasu), a stata Plancka 7 ma warto$¢
doswiadczalng (kwiecienn 2005): 1.054571596(82)x1073* Js ~ 197 MeV fm/c. Wy-
nika stad, ze ewolucja czasowa operatora statystycznego zadana jest rownaniem
R0 = [ ().



4. Wyktad 31 pazdziernika 2006

e Mechanika kwantowa (kinematyka) punktu materialnego w jednym wymiarze.
— Definicja stanu |z) czastki znajdujacej sie w punkcie x.
— Definicja przestrzeni liniowej zbudowanej z kombinacji liniowych stanow |x),

— [ drv(a)la). (4.1)
— Definicja operatora potozenia &
flz) = azlz),
zlay = 2|2).
— Definicja iloczynow skalarnych dla réznych standw:

(|zy =0 dla 2’ #«z, (4.4)
czyli amplituda prawdopodobienstwa uzyskania warto$ci ' w wyniku pomiaru po-
lozenia czastki bedacej w stanie |z) musi by¢ zero.

— Amplituda prawdopodobienstwa uzyskania warto$ci ' w wyniku pomiaru poloze-
nia czastki bedacej w stanie |¥), dla profilu ¥(z), ktory jest rozny od zera tylko
na odcinku (z1,x3), musi by¢ rowna:

<M%=/MW@WW{;8 w Zi&ﬁg. (4.5)

Poniewaz musi tak by¢ dla dowolnie matego |z —x5|, wiec musimy iloczyny skalarne
zdefiniowac jako

(2|z) = 6(a' — 2), (4.6)
a wiec stany |r) nie naleza do przestrzeni Hilberta (stany niewlasciwe rozszerzone;
przestrzeni Hilberta).

— Natomiast stany |¥) naleza do przestrzeni Hilberta o ile profile U(x) sa catkowalne
z kwadratem (naleza do £?),

(W) = /dx /da:\I/ U(z)(a|z) = /dx\If*(x)\I/(x) = /dac|\ll(x)|2, (4.7)

(stany wlasciwe przestrzeni Hilberta).
— U(z) = (x|V) = funkcja falowa = stan |¥) w reprezentacji polozeniowej.
— Operator polozenia w reprezentacji potozeniowe;j.
— U, (z) = (x]2') = 6(x — 2’) — funkcja falowa stanu |z').
— Operator pomiaru potozenia na odcinku (21, x2) (operator rzutowy),

~ z2
P = [ dolo)(al. (43)
1

Prawdopodobienstwo otrzymania polozenia w odcinku (z1, z5) w wyniku pomiaru
wykonanego na stanie |¥) wynosi

A z2 Z2
Plaviey) = (WP ap¥) = [ do(@la) (ol 9) = [ dal¥ (@) (4.9

|U(x)|> = gestos¢ prawdopodobieristwa znalezienia czastki w punkcie z.

— Wymiar funkcji falowej w jednym wymiarze [¥(x)]=(dtugosé¢) /2.



5. Wyklad 3 listopada 2006

e Operator pedu.

Operator przesuniecia w reprezentacji polozeniowej (unitarny):

A~

(U th) () = / dr'U,, (2, ') 0 (2) = Uz — ) (5.1)

Grupa przesuniec: UIOU% = Uxoﬂé.

Generator przesuniqcia k (hermitowski): U,, = exp(—izok).

Dowod, ze k = —i % -, czyli ze
d
U(z —xp) =exp | —xo— | V(). (5.2)
dx
Postulat, ze operatorem pedu w reprezentacji potozeniowej jest p = hk = —z’h%,

gdzie musieliSmy wprowadzi¢ staly wymiarowa h o wymiarze dzialania. A priori,
nie wiemy czy jest to ta sama stala (stala Plancka) co w postulacie VI dotyczacym
zaleznego od czasu réwnania Schrédingera.

Operator pedu jest operatorem hermitowskim.

Postulat ze operatorem energii kinetycznej w reprezentacji polozeniowej jest T =
L. taka sama funkcja pedu jak w mechanice klasyczne;j.

Dla czastki swobodnej H= T, i wtedy zmiana w czasie Sredniej wartosci potozenia
T = (V|2|¥) wynosi

d_ . W d i’ .y
ih—@ = (Y|[z, H||¥) = (V|5 ~2-—|¥) = —(Vp|¥) =’ (5.3)
m
gdzie w operatorze deu uiyliémy a priori innej statej A’. Wida¢ jednak, ze kla-
syczne réwnanie ruchu —9(: = L bedzie dla wartodci érednich spetnione tylko dla
h' = h.

e Wiasnosci operatora pedu

Funkcje wtasne operatora pedu w reprezentacji potozeniowej:

P ) =pU@) = yla) = e (Fr). (5.4)

Stany wtasne operatora pedu w przestrzeni Hilberta:
) =plp) = Ip) = [dev,(@)la). (55)

[loczyn skalarny stanéw wtasnych pedu obliczamy jako calke z fal ptaskich:

oA

W) = [ dewy )y () = o [ drex (‘;f ) exp (L) = 60/ ~ 1), (56

a wiec stany wlasne pedu nie nalezg do przestrzeni Hilberta (wektory niewla-
Sciwe).

e Reprezentacja pedowa.



— Funkcja falowa w reprezentacji pedowej: V(p) = (p|¥).
— Operator polozenia w reprezentacji pedowej: = = ihd%.
— |¥(p)|? = gestoé¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki o pedzie p.

— Wymiar funkeji falowej w reprezentacji pedowej w jednym wymiarze
(¥ (p)]=(dtugosc/h)'/2.
e Operator energii potencjalnej.
— Operator energii potencjalnej w reprezentacji potozeniowe;j:

(V) (x) = (x|V]W) = / di' (x |V |') 0 (2) = / dz'V (z, 'YW ('), (5.7)

gdzie V(z,x') jest jadrem calkowym operatora caltkowego.

Operator energii potencjalnej jest hermitowski o ile V(z,2") = V*(2/, z).

— Potencjal lokalny V(z,2") = V(z)d(x — 2’), a nielokalny w przeciwnym wypadku.
— Dla potencjatu lokalnego, (V¥)(x) = V(x)¥(z), dzialanie operatora energii po-
tencjalnej w reprezentacji potozeniowej polega na mnozeniu funkcji falowej przez
potencjal.

— Lokalny operator energii potencjalnej jest hermitowski o ile potencjal jest rzeczy-
wisty V(z) = V*(z).
e Rzeczywisto$é funkcji falowych dla potencjatow lokalnych.
— Operator sprzezenia zespolonego w reprezentacji potozeniowej = operator odwro-
cenia czasu.

— 7 rzeczywistos$ci potencjatu lokalnego wynika, ze funkcja wlasna Hamiltonianu i
funkcja do niej zespolenie sprzezona spetniaja rownanie Schrédingera dla tej samej
energii wlasnej.

1° Jezeli ta energia wtlasna jest niezdegenerowana to mozna zmienié¢ faze funkcji
falowej tak aby byta funkcja rzeczywista.

2° Jezeli ta energia wtasna jest zdegenerowana to albo cze$é¢ rzeczywista jest pro-
porcjonalna do urojonej i wtedy mozna zmienic faze funkcji falowej tak aby byta
funkcja rzeczywista (jak w 1°), albo czesé¢ rzeczywista i urojona stanowia dwie
liniowo niezalezne rzeczywiste funkcje wlasne, ktore mozna zortogonalizowaé.

Whiosek: Dla potencjatu lokalnego mozna szukaé¢ rzeczywistych funkcji falowych.
— Przyktad: ruch swobodny dla V(z) =V =const. Dla E > V|, fale ptaskie = zde-
generowane rozwigzania wzajemnie zespolenie sprzezone, o przeciwnych pedach =
potaczone operatorem odwrocenia czasu. Roéwnowaznie: dwa rozwiazania rzeczy-
wiste, sin i cos, oba T-parzyste.
e Topologiczne cechy funkcji falowych w jednym wymiarze.
— Rozpatrujemy znaki dwu stron niezaleznego od czasu rownania Schrédingera:
n o d?

5 Ve(a) = (B = V(@) V(). (5:8)

— Obszar klasycznie dozwolony E > V(z):
1° Jezeli Ug(x) > 0 (dodatnia) = W7 (z) <0 (wklesta),
2° Jezeli Vg (z) < 0 (ujemna) = U%(z) > 0 (wypukla),
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3° Jezeli Vg(z) =0 (wezel) — U7 (z) =0 (punkt przegiecia).
Wynika stad, ze funkcja falowa oscyluje wokot zera z czestosdcia tym wieksza im
wieksza jest energia wzbudzenia E — V' (z) czyli energia kinetyczna.

— Obszar klasycznie zabroniony F < V (z):
1° Jezeli Ug(x) > 0 (dodatnia) = VY (z) <
2° Jezeli Vg(z) < 0 (ujemna) =  Ui(zr) >
3° Jezeli Vg(z) = 0 (wezel) = V(z)
Wynika stad, ze

0 (wypukta),
0 (wklesta),
0 (punkt przegiecia).

1° Jezeli obszar klasycznie zabroniony rozciaga sie do 400 to funkcja falowa nie
moze tam mie¢ wezla i musi zbiega¢ do zera przy x — 400

2° Jezeli obszar klasycznie zabroniony rozciagga sie do —oo to funkcja falowa nie
moze tam mie¢ wezla i musi zbiega¢ do zera przy r — —oo

3° Funkcja falowa moze mie¢ wezel w obszarze klasycznie zabronionym tylko jesli
jest to obszar skoriczony.
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6. Wyklad 7 listopada 2006

e Ruch czastki w nieskonczonej studni potencjatu.

— Staly lokalny potencjal V(z) = V =const, ktorego wartos¢ wybieramy za V =
0, na odcinku 0 < z < L ograniczony nieskoniczenie twardymi $cianami, ktore
interpretujemy jako obszary, gdzie prawdopodobieristwo znalezienia czastki jest
zero, czyli funkacja falowa znika.

— Niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera odpowiada diagonalizacji Hamiltonianu
czastki swobodnej z warunkami brzegowymi ¥(0) = W(L) = 0.

— Ogolne rozwiazanie musi by¢ kombinacja liniowa dwu rozwiazan rzeczywistych

sin £z oraz cos ¥x. Ale tylko pierwsze z nich spelnia warunek ¥(0) = 0, wiec
U(x) = Asin %x (6.1)
— Drugi warunek brzegowy V(L) = 0 wymaga aby wartosci pedéw p byly skwanto-
wane "
py= "0 =1,2,3,. .. (6.2)
L
a wiec energie wlasne sa dyskretne:
n?h?m?
E,=2"T .
2mL? (63)

a funkcje falowe stanow wlasnych sa

U, (z) = \/Esin %x (6.4)

gdzie wspotczynnik wybraliSmy tak aby funkacje falowe byty unormawane.

— Stany wtasne nie sg oczywiscie stanami wlasnymi pedu, ale wewnatrz jamy po-
tencjatu sa kombinacjami liniowymi dwu fal ptaskich biegnacych w przeciwnych
kierunkach, ze skwantowanymi pedami p,, i —p;,.

— Liczba weztow funkcji falowej N,, = n — 1 ro$nie wraz z energia.

— Kombinacja liniowa dwu najnizszych stanéw wtasnych,

U(w) = aly(z) + BTs(x), o+ |87 =1, (6.5)

ma Srednig energie

E = (V|H|W) = |a*E; + |3]*Es, (6.6)
ktora moze przyjmowaé¢ dowolne wartosci miedzy Ej i Es, oraz dyspersje energii
OB = |af*|BI*(E2 — Ev)?, (6.7)

ktora jest rowna zero tylko dla o = 0 lub § = 0, czyli dla stanéow wtasnych.
— Kombinacja liniowa dwu najnizszych stanéw wtasnych ewoluuje w czasie w naste-
pujacy sposob:
E E
U(z,t) = aexp <—ih1t) Uy (z) + fexp (—i;t) Uy ()
~ aW(x)+ fexp (—iwot) Uy(x), (6.8)

gdzie symbol ~ oznacza odrzucenie wspoOlnego czynnika fazowego, za$ czestosé
kwantowej oscylacji wo; = (Ey — E4)/h zalezy od réznicy energii dwu stanow wia-
snych.
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— Czestosé (kotowa!) ruchu klasycznego mozemy policzy¢ jako stosunek klasycznej
predkosci p/m i dlugodci toru 2L pomnozone przez 27, czyli w = 2%, Dla pedu
klasycznego p = %pl jest ona réwna czestosci ruchu kwantowego wy; = 5=,

e Symulacje komputerowe ruchu czastki w nieskoriczonej studni potencjatu.

— Ewolucja czasowa standéw wlasnych n = 11in = 5; zmiana fazy bez zmiany modutu.

— Ewolucja czasowa kombinacji liniowych stanéw witasnych n =1 +n=2in =3
+ n = 4; czestos¢ oscylacji kwantowych, korelacje pomiedzy przeptywem gestosci
prawdopodobienistwa a maksimami funkcji falowej w reprezentacji pedowe;j.

— Ewolucja czasowa pakietu gaussowskiego nieruchomego w chwili ¢=0; rozptywanie
sie przed dotarciem do $cian studni, odbicia pradu prawdopodobienistwa od S$cian
studni, zmartwychwstanie funkcji falowe;.

— Ewolucja czasowa pakietu gaussowskiego pchnietego w chwili £=0; rozptywanie sie
przed dotarciem do $cian studni, odbicia od Scian studni, podobienstwo do ruchu
klasycznego.

e Rownanie ciaglosei.

— Ma postac: g p
%P(%t) + %](ZE, t) =0 (69)
dla
plz,t) = [¥(z,t)] (6.10)
i(at) = ;%{W*(x,t) [—z‘hdillf(a:,t)] } (6.11)

i okresla ewolucje czasowa ,cieczy prawdopodobieristwa” o gestosci p(x,t) i pradzie
przepltywu j(z,t).

— Zmiana prawdopodobieristwa znalezienia czastki na danym odcinku (w danej ob-
jetosci) rowna jest roznicy pradu prawdopodobienstwa wplywajacego w odcinek z
lewej strony i wyplywajacego z prawej strony (catkowitemu pradowi wplywajacemu
przez powierzchnie ograniczajaca objetosc).
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7. Wyklad 10 listopada 2006

e Relacje nieoznaczono$ci. Jednowymiarowy oscylator harmoniczny.
— Relacje nieoznaczonosci, wg Englerta 1.4.7.
— Funkcje falowe minimalizujace nieoznaczonosé pedu i potozenia, wg Englerta 1.4.8.

— Jednowymiarowy oscylator harmoniczny metoda operatoréw drabinowych, wg En-
glerta 1.5.3.2.
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8. Wyklady 14 i 17 listopada 2006

e Reprezentacja liczb obsadzen.
— Stany wlasne oscylatora harmonicznego,

my =
Vn!

stanowia ortonormalng baze w przestrzeni Hilbrta stanéw jednej czastki w jednym
wymiarze, czyli

10), (8.1)

<n1’n> = dun, (8.2)
> In)inl = i. (8.3)

— Kazdy stan |U) jednej czastki w jednym wymiarze moze by¢ reprezentowany przy
pomocy nieskorniczonego ciaggu liczb zespolonych W(n),

Z In){(n|®), Z\If (8.4)

co nazywamy reprezentacja ,liczb obsadzen”. Jest to analog funkcji falowej W(x)
z reprezentacji polozeniowe;j.

e Stany koherentne.

— Definicja
Z\/_|n ) = exp (za™)|0). (8.5)

— Wtasnosci
alz) = z|z), (8.6)
atlz) = jz2> (8.7)

x:<ZLTl§> = V2\R(2), (8.8)
p:<'<zﬁz'§> = V2RATIS(2). (8.9)

— Tloczyn skalarny i norma stan6w koherentnych ma postaé
(z|2") = exp(2*7). (8.10)

— Jesli w chwili ¢ = 0 osclator jest w stanie koherentnym |zg), to ewolucja czasowa
tego stanu ma postac

|z,t) = exp (—iwt/2)|z(t)) dla z(t) = zpexp (—iwt). (8.11)
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— Funkcja falowa stanu koherentnego (jego reprezentacja polozeniowa) ma postac

U,(z) = (z]2) = exp (\% [5_55

gdzie £ = xz/X dla A = \/%, a Uy(z) = (x]0) jest funkcja falowa stanu podstawo-

D (]0), (8.12)

wego.
— 7 whasnosci (8.6) wynika, ze funkcja falowa stanu koherentnego spelnia réwnanie
rozniczkowe p
AT () = (\/iz - i) V. (z), (8.13)
ktorego rozwigzaniem jest
() = (m2) - (8.14)
Sx) = (m exp | —55 Sumcu k .
J— Yo —_— T 2
= (7T)\2> 1/4/\/(2) exp <zp;;:t) exp (—W) : (8.15)

dla N (z) = (R(2))* — 22/2. Stan koherentny jest wiec przesunigtym i pchnietym
stanem podstawowym oscylatora harmonicznego.

— Stany koherentne tworza tzw. baze nadzupelna przestrzeni Hilberta, to znaczy
mimo tego, ze nie sa wzajemnie ortogonalne [por. rownanie (8.10)], to pozwalaja
przedstwi¢ operator tozsamaos$ciowy jako calke po plaszczyzZnie zespolonej z ope-
ratorow rzutowych [por. rownanie (8.3)]

7! /dzdz* exp(—|z|?)|2)(z] = 1. (8.16)

e Reprezentacja Bargmana
Rozktad jednosci (8.16) pozwala podaé jeszcze jedna reprezentacje przestrzeni Hil-
berta (reprezentacje Bargmana), w ktorej stany |¥) reprezentowane sg funkcjami W(z*)
zmiennej zespolonej z*:

U(2") = (2] D), (8.17)

z iloczynem skalarnym okreslonym przez

(U[0) = 71 /dzdz* exp(—|2[2) U (2) W (2). (8.18)
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10. Wyktlad 21 listopada 2006

e Obrazy w muchanice kwantowej

— Obraz Schrodingera odpowiada standardowym postulatom mechaniki kwantowj,
dla ktorych operatory wielkosci fizycznych nie ewoluuja w czasie (Postulat II), a
ewolucja czasowa zapostulowana jest dla stanow uktadu (Postulat VI). Nie jest to
jedyna mozliwa forma postulatow, a mianowicie mozne sformutowa¢ postulaty w
ten sposob, ze kwantowe wielkosci fizyczne (operatory) ewoluuja w czasie tak jak
wielkosci fizyczne w mechanice klasycznej (np. potozenie i ped czastki sa funkcjami
czasu). Mozliwe sa tez jeszcze inne formy postulatow, ale wszystkie one musza
dawa¢ takie same przewidywania dotyczace wynikéw pomiaréw. Zamiast wiec for-
mutowaé¢ od poczatku nowe zestawy postulatow dokonujemy pewnych unitarnych
przeksztalceri na operatorach i stanach odpowiadajacych standardowym postula-
tom. Standardowe operatory i stany nazywamy ,obrazem Schrodingera”.

— Obraz Heisenberga. A
Dla zadanego operatora ewolucji czasowej uktadu U (t, o),

U(t, 1) 9 (ko)) = [T(t)), (10.1)
definiujemy operator w Oy obrazie Heisenberga jako
Ou(t,to;t) = UT(t,t0)O(t)U (L, to), (10.2)

gdzie operator w obrazie Schrédingera O(t) = Og(t) moze w ogolnosci zaleze¢ od
czasu. Stan w obrazie Heisenberga definiujemy jako

(W) i = UT (1) V(1)) = [W(to))- (10.3)

Obrazy Schrodingera i Heisenberga sa rownowazne, gdyz elementy macierzowe w
tych dwu obrazach sa identyczne:

a(W(0)|0u]W () n = (¥(H)|O[W(1)). (10.4)
Operatory w obrazie Heisenberga spelniaja rownanie ewolucji (rownanie Heisen-
berga)
d 4 ~ 90y

gdzie A X
00y dO

==\ . 10.6

7 =), 105

Rownanie Heisenberga jest kwantowym analogiem réwnania na ewolucje czasowa
dowolnej funkcji polozen i pedow kanonicznych O(g;, p;, t),

d 00
Lo=10.H +& 10.
dt {0, H#} ot’ (10.7)

gdzie {O, H} jest tzw. nawiasem Poissona,

0000 9030
10,04 = 21: dq; Opi  Opi 0gq;’ (108)

17



a H(q;,pi,t) jest klasyczna funkcja Hamiltona. Kwantowanie ukladu klasycznego
(kwantowanie kanoniczne) polega na postulowaniu operatoréw mechaniki kwantow;j
w ten sposob, aby nawiasy Poissona wielkosci fizycznych przechodzity w komuta-
tory operatrow kwantowych:

{0,0Y — ;[OH, Oh,). (10.9)

State ruchu w mechanice klasyczne;j

d
—0 =0 10.10

odpowiadaja wiec niezaleznym od czasu operatorom w obrazie Heisenberga,

d -
“0,=0 10.11
a1 (10.11)

czyli operatorom komutujacym z Hamiltonianem,
Oy, H] =0 lub [0,H]=0. (10.12)

Obraz Schwingera (uzywany w ksiazce Englerta). Definiujemy operator w Osw
obrazie Schwingera identycznie jak w obrazie Heisenberga

Osw (t,to; ) = Ut (t,t)O0)U (2, 1), (10.13)
a stan w obrazie Schwingera definiujemy jako
(W) sw = U™ (t,10)[ W (to))- (10.14)
W obrazie Schwingera elementy macierzowe nie zaleza od czasu:
sw (P (0)|Osw [ (1)) sw = (T(to)|O]¥ (o)), (10.15)

czyli ewolucja czasowa operatorow w obrazie Heisenberga kompensowana jest przez
ewolucje czasowg stanéw w odwrotnym kierunku czasowym. Odpowiada to takiej
ewolucji czasowej, ze stany wtasne obserwabli zawsze pozostaja stanami wlasnymi
tej obserwabli.
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