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1. Wykªad 3 pa¹dziernika 2006
• Zrozumienie mechaniki kwantowej. Zrozumienie=wiedza+do±wiadczenie.
• Przykªady:

� Czªowiek neolitu a lustro, do±wiadczenie z odbiciem obrazu na powierzchni wody
wymaga oderwania tego co wida¢ od tego co istnieje.

� Czªowiek staro»ytno±ci a ruch jednostajny, do±wiadczenie codzienne obarczone po-
wszechnym zjawiskiem tarcia, ruch jednostajny sprzeczny z do±wiadczeniem co-
dziennym.

� Czªowiek O±wiecenia a oddziaªywanie na odlegªo±¢, zjawiska elektromagnetyczne
wymagaj¡ oderwania wpªywu na ciaªo od kontaktu materialnego z innym ciaªem.

� Czªowiek XIX wieku a determinizm, zjawiska kwantowe wymagaj¡ rezygnacji z
opisu silnie deterministycznego (przewidywanie zjawisk) na rzecz sªabo determini-
stycznego (przewidywanie prawdopodobie«stw zjawisk).

� Czªowiek obecny a teoria wszystkiego, dotychczasowy rozwój nauki wskazuje (by¢
mo»e) na niesko«czon¡ hierarchie teorii wynikaj¡cych jedna z drugiej, cho¢ próby
znalezienia teorii wszystkiego nadal trwaj¡.

• Przyczynowo±¢ ±wiata: z tera¹niejszo±ci wynika przyszªo±¢, a raczej przyszªo±¢ nie ma
wpªywu na przeszªo±¢.

• Stan ukªadu = informacja posiadana o ukªadzie. Informacja o ukªadzie nigdy nie jest
zupeªna � oprócz ukªadów które s¡ prostymi abstrakcjami rzeczywisto±ci. Przykªady:
punkt materialny i pole elektromagnetyczne w pró»ni s¡ abstrakcyjnymi uproszczeniami
rzeczywisto±ci de�niowanymi przez swoj stan (informacj¦ o nich posiadan¡).

• Determinizm ±wiata:
� Silny: teorie klasyczne (mechanika, elektrodynamika) pozawalaj¡ ze znajomo±ci

stanu ukªadu w chwili t = 0 przewidywa¢ stan tego ukªadu w czasie t > 0. Przy-
kªad: Odbicie bªysku ±wiatªa od powierzchni póªprzezroczystej. Warunki brzegowe
na granicy o±rodków 1 i 2 (przy braku ªadunków pr¡dów powierzchniowych):

n · (D2 −D1) = 0, (1.1)
n · (B2 −B1) = 0, (1.2)

n× (E2 −E1) = 0, (1.3)
n× (H2 −H1) = 0, (1.4)
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wyznaczaj¡ prawa odbicia i zaªamania oraz polaryzacje i stosunki nat¦»e« wi¡zki
odbitej i zaªamanej:

P(odbicie) =
Nat¦»enie wi¡zki odbitej

Nat¦»enie wi¡zki padaj¡cej , (1.5)

P(zaªamanie) =
Nat¦»enie wi¡zki zaªamanej
Nat¦»enie wi¡zki padaj¡cej . (1.6)

� Sªaby: teorie kwantowe pozawalaj¡ ze znajomo±ci stanu ukªadu w chwili t = 0
przewidywa¢ prawdopodobie«stwo znalezienia danego stanu tego ukªadu w cza-
sie t > 0. Obni»aj¡c nat¦»enie ±wiatªa w pojedynczym bªysku dochodzimy do
granicy gdy bªysk zawiera pojedynczy foton. Foton ten odbije si¦ z prawdopo-
dobie«stwem ,,P(odbicie)� lub zaªamie z prawdopodobie«stwem ,,P(zaªamanie)�.
Losu pojedynczego fotonu nie mo»na przewidzie¢.

� Sªaby determinizm ±wiata próbowano zast¡pi¢ niepeªn¡ znajomo±ci¡ ±wiata (teorie
zmiennych ukrytych) tak jak poj¦cie pola elektromagnetycznego w pró»ni próbo-
wano zast¡pi¢ poj¦ciem eteru. Zmienna ukryta fotonu = parametr fotonu mówi¡cy
czy odbije si¦ czy zaªamie na granicy o±rodków.

• Nierówno±¢ Bella,

|C(a, b)− C(a, b′)|+ |C(a′, b) + C(a′, b′)| ≤ 2, (1.7)

wedªug Englert I.1.2.
• Obiekt klasyczny (najcz¦±ciej du»y, makroskopowy) mo»emy obserwowa¢ bez zmiany

jego stanu. Obiekt kwantowy (najcz¦±ciej maªy, mikroskopowy) nie mo»e by¢ obserwo-
wany bez zmiany jego stanu.
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2. Wykªad 6 pa¹dziernika 2006

• Polarymetr Sterna-Gerlacha (SG), wedªug Englerta I.2.1.
� Atom srebra przechodz¡cy przez polarymetr SG doznaje zmiany p¦du

∆p = F∆t = β(µ · a)a∆t, (2.1)

gdzie ∆t jest czasem przebywania w polarymetrze (zakªadamy, »e czas ten jest
du»o mniejszy od okresu precesji Larmora), niejednorodne pole magnetyczne w
polarymetrze B = β(r · a)a jest skierowane w kierunku wersora a i gradient jego
zmian skierowany jest w tym samym kierunku, a µ jest momentem magnetycznym
atomu.

� Po czasie T od wyjscia z polarymetru wszystkie atomy uªo»one s¡ wzdªu» odcinka
o kierunku wersora a i ±rodku na osi wi¡zki w odlegªo±ci vT od polarumetru, gdzie
v jest pr¦dko±ci¡ atomów wi¡zki.

� Klasycznie, poªo»enie atomu na w/w odcinku zadane jest rzutem µ·a jego momentu
magnetycznego µ na kierunek polarymetru a i wszystkie poªo»enia na odcinku s¡
dopuszczalne.

� Kwantowo, atomy odchylaj¡ si¦ tak jakby rzuty te byªy równe µ·a = ±|µ|, tworz¡c
dwie wi¡zki. Jest tak dla ka»dego kierunku a ustawienia polarumetru.

� Do±wiadczenie Sterna-Gerlacha daje si¦ wyja±ni¢ na gruncie mechaniki klasycznej
zakªadaj¡c, »e ka»dy atom jest produkowany w jednej z dwu odmian; atomy ,,górne�
odchyl¡ si¦ w dowolnie nachylonym polarymetrze do góry, czyli w kierunku wersora
a, za± atomy ,,dolne� odchyl¡ si¦ do doªu, czyli przeciwnie do kierunku wersora a.
Jest to teoria zmiennych ukrytych, mówi¡ca, »e ka»dy atom ma cech¦, której nie
znamy (parametr ukryty), która okre±la jego zachowanie w polarymetrze SG.

� Zaªo»enie o zmiennych ukrytych prowadzi jednak do nierówno±ci Bella, która jest
naruszana w do±wiadczeniach z parami obiektów kwantowych.

� Wi¡zka wychodz¡ca do góry (do doªu) z danego polarymeru SG i wpuszczona do
drugiego identycznie ustawionego polarymetru SG b¦dzie z niego w caªo±ci wy-
chodziªa do góry (do doªu). Ale je±li drugi polarymetr b¦dzie ustawiony w innym
kierunku ni» pierwszy, to ka»da z wi¡zek rozszczepi si¦ znów na dwie o nat¦»eniach
zale»nych od k¡ta mi¦dzy polrymetrami.

• I Postulat mechaniki kwantowej.
� Przestrze« Hilberta:

1. Przestrze« liniowa wektorów |a〉 nad ciaªem liczb zespolonych.
2. Iloczyn skalarny: forma biliniowa 〈a|b〉 (liniowa w drugim argumencie, antyli-

niowa w pierwszym argumencie), która dla równych argumentów jest dªugo±ci¡
wektora, a przy zamianie argumentów ulega sprz¦»eniu zespolonemu.

� Wektory prostopadªe, 〈a|b〉 = 0, i równolegªe |〈a|b〉|2 = 〈a|a〉〈b|b〉.
� Wi¡zka wektorowa = klasa wektorów wzajemnie równolegªych. Reprezntant wi¡zki

= dowolny wektor z klasy.
� Stany okre±lone s¡ wi¡zkami wektorowymi w przestrzenie Hilberta, czyli dowolny

wspóªczynnik multiplikatywny nie ma znaczenia, ale wygodnie posªugiwa¢ si¦ sta-
nami unormowanymi, 〈a|a〉 = 1, których dowolno±¢ ogranicza si¦ tylko do dowol-
nego czynnika fazowego.
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� Baza przestrzeni Hilberta |ai〉 = zbiór wektorów liniowo niezale»nych, takich »e
ka»dy wektor |a〉 z przestrzeni Hilberta mo»e by¢ przedstawiony jako ich kombinacja
liniowa

|a〉 =
N∑

i=1

αi|ai〉. (2.2)

Liczba N wektorów bazy = wymiar przestrzeni Hilberta (zajmujemy sie na razie
tylko przestrzeniami Hilberta o sko«czonej liczbie wymiarów). Najwygodniejsze s¡
bazy ortonormalne,

〈aj|ai〉 = δji, (2.3)
dla których wspóªczynniki rozwini¦cia αi mo»na oblicza¢ jako nast¦puj¡ce iloczyny
skalarne:

αi = 〈ai|a〉. (2.4)
• Przestrze« Hilberta atomów w dwu wi¡zkach za polarymetrem SG.

� Wektor | ↑z〉 okre±la stan atomu odchylonego do góry w polarymetrze zorientowa-
nym w kierunku osi z, a = ez.
Wektor | ↓z〉 okre±la stan atomu odchylonego do doªu w tem samym polarymetrze.

� Zakªadamy, »e te dwa wektory s¡ unormowane,

〈↑z | ↑z〉 = 〈↓z | ↓z〉 = 1, (2.5)

i wzajemnie ortogonalne,
〈↓z | ↑z〉 = 0. (2.6)

� Zakªadamy, »e dowolny stan |a〉 lub |a′〉 atomu wychodz¡cego z dowolnego pola-
rymetru SG w gór¦ lub w dóª okre±lony jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów | ↑z〉 i
| ↓z〉,

|a〉 = α| ↑z〉+ β| ↓z〉, (2.7)
|a′〉 = α′| ↑z〉+ β′| ↓z〉, (2.8)

czyli stany | ↑z〉 i | ↓z〉 tworz¡ ortonormaln¡ baz¦ dwuwymiarowej przestrzeni
Hilberta stanów atomów srebra.

� Iloczyn skalarny dwu stanów z tej przestrzeni Hilberta wynosi

〈a|a′〉 = α∗α′ + β∗β′. (2.9)

� Przestrze« Hilberta stanów atomów srebra jest izomor�czna przestrzeni Hilberta
C2 zawieraj¡cej pary liczb zespolonych:

| ↑z〉 ⇐⇒
(

1
0

)
, (2.10)

| ↓z〉 ⇐⇒
(

0
1

)
, (2.11)

|a〉 ⇐⇒ α

(
1
0

)
+ β

(
0
1

)
=

(
α
β

)
. (2.12)

• Przestrze« Hilberta qubitów.
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� Wszytkie dwuwymiarowe przestrzenie Hilberta s¡ do siebie wzajemnie izomor�czne.
Dlatego najrozmaitsze �zyczne ukªady o dwu stanach mog¡ by¢ opisane w iden-
tyczny sposób. Generyczny stan z dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta nazywamy
qubitem.

� Przykªady:
1◦ Stan neutronu = |n〉, stan protonu = |p〉, stan nukleonu = α|n〉+ β|p〉 (forma-

lizm izospinu).
2◦ Stan kwarku górnego = |u〉, stan kwarku dolnego = |d〉, stan kwarku lekkiego

= α|u〉+ β|d〉 (formalizm izospinu).
3◦ Stan fotonu o polaryzacji prawoskr¦tnej = |right〉, stan fotonu o polaryzacji

lewoskr¦tnej = |left〉, stan fotonu o polaryzacji dowolnej = α|right〉+ β|left〉.
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3. Wykªad 27 pa¹dziernika 2006

• Wªasno±ci obserwabli
� Obserwabl¡ nazywamy hermitowski operator w przestrzeni Hilberta, którego zbiór

stanów wªasnych tworzy baz¦ tej przestrzeni Hilberta.
� Równanie wªasne dla obserwabli.
� Wielomian charakterystyczny i równanie charakterystyczne.
� Rzeczywisto±¢ warto±ci wªasnych.
� Ortogonalno±¢ wektorów wªasnych odpowiadaj¡cych ró»nym warto±ciom wªasnym.
� Wybór bazy ortogonalnych wektorów wªasnych w przestrzeni wªasnej odpowiada-

j¡cej zdegenerowanym warto±ciom wªasnym.
� Operatory rzutowe na przestrzenie wªasne (niezdegenerowane i zdegenerowane).
� Postulaty mechaniki kwantowej dotycz¡ce pomiarów dla zdegenerowanych obser-

wabli.
• Zasada superpozycji.
• Ruch ukªadu kwantowego.

� Operator ewolucji ukªadu kwantowego Û transformuje stan ukªadu w chwili t0 w
stan ukªadu w chwili pó¹niejszej t.

� Kombinacje liniowe stanów w chwili t0 powinny by¢ transformowane w takie same
kombinacje liniowe stanów w chwili t, a wi¦c operator ewolucji powinien by¢ ope-
ratorem liniowym.

� Operator ewolucji powinien zachowywa¢ caªkowite prawdopodobie«stwo, a wi¦c
zachowywa¢ norm¦ ka»dego stanu, a wi¦c powinien by¢ operatorem unitarnym.

� Wynika st¡d, »e pochodna czasowa stanu kwantowego musi by¢ dana wzorem (za-
le»ne od czasu równanie Schrödingera):

ih̄
d

dt
|Ψ(t)〉 = Ĥ|Ψ(t)〉 (3.1)

dla
Ĥ = ih̄Û+ d

dt
Û . (3.2)

� Postulujemy, »e generatorem przesuni¦cia w czasie Ĥ jest obserwabla odpowiada-
j¡ca energii ukªadu � Hamiltonian. Wymaga to wprowadzenia staªej proporcjonal-
no±ci o wymiarze dziaªania, staªej Plancka h̄, która jest uniwersaln¡ staª¡ przyrody.

� Zale»no±¢ od czasu warto±ci oczekiwanych obserwabli,

ih̄
d

dt
〈Ψ(t)|Ô|Ψ(t)〉 = 〈Ψ(t)| − ih̄

dÔ

dt
+ [Ô, Ĥ]|Ψ(t)〉. (3.3)

� Zasada zachowania energii.
� Równanie wªasne dla operatora energii (niezale»ne od czasu równanie Schrödin-

gera):
Ĥ|Ψi〉 = Ei|Ψi〉. (3.4)

� Widmo energii wªasnych.
� Ewolucja czasowa stanów wªasnych Hamiltonianu.

6



� Ewolucja czasowa dowolnych stanów czystych � rozkªad stanu pocz¡tkowego na
stany wªasne Hamiltonianu.

� Ewolucja czasowa dowolnych stanów mieszanych � równanie ewolucji dla operatora
statystycznego.

ih̄
d

dt
ρ̂(t) = [Ĥ, ρ̂(t)] (3.5)

• Postulaty mechaniki kwantowej � podsumowanie.
I. Stan ukªadu kwantowego okre±lony jest hermitowskim (ρ̂+ = ρ̂), nieujemnieokre±lo-

nym (dla wszystkich |a〉, 〈a|ρ̂|a〉 ≥ 0) i maj¡cym jednostkowy ±lad (Trρ̂ = 1) opera-
torem statystycznym w przestrzeni Hilberta. Stan nazywamy stanem czystym |b〉
je±li dodatkowo operator statystyczny jest operatorem rzutowym (ρ̂2 = ρ̂ = |b〉〈b|

〈b|b〉 );
w przeciwnym wypadku stan nazywamy stanem mieszanym. Stan czysty okre-
±lony jest wi¦c wektorem |b〉 w przestrzeni Hilberta, a dokªadnie wi¡zk¡ wektorow¡
wektorów wzajemnie równolegªych.

II. Kwantowa wielko±¢ mierzalna okre±lona jest hermitowskim (Ô+ = Ô) operatorem
w przestrzeni Hilberta (zwanym obserwabl¡), którego zbiór stanów wªasnych jest
baz¡ w tej»e przestrzeni Hilberta.

III. Jedynym mo»liwym wynikiem pomiaru ukªadu kwantowego jest warto±¢ wªasna λa

obserwabli (Ô|a〉 = λa|a〉).
IV. Prawdopodobie«stwo otrzymania w wyniku pomiaru warto±ci wªasnej λa jest równe

Trρ̂P̂a, gdzie ρ̂ jest operatorem statystycznym ukªadu, a P̂a jest operatorem rzu-
towym (P̂ 2

a = P̂a) na podprzestrze« wªasn¡ obserwabli odpowiadaj¡c¡ warto±ci
wªasnej λa. Je±li ukªad mierzony jest w stanie czystym |b〉 to prawdopodobie«stwo
to wynosi 〈b|P̂a|b〉

〈b|b〉 .
V. Przeprowadzenie pomiaru na ukªadzie kwantowym w stanie czystym |b〉, i otrzyma-

nie wyniku pomiaru λa, skutkuje zmian¡ stanu tego ukªadu na stan czysty P̂a|b〉
〈b|P̂a|b〉1/2

(,,redukcja pakietu falowego�).
VI. Ewolucja czasowa czystego stanu ukªadu kwantowego |a(t)〉 zadana jest zale»nym

od czasu równaniem Schrödingera, ih̄ d
dt
|a(t)〉 = Ĥ|a(t)〉, gdzie Ĥ jest operatorem

energii ukªadu (w ogólno±ci zale»nym od czasu), a staªa Plancka h̄ ma warto±¢
do±wiadczaln¡ (kwiecie« 2005): 1.054571596(82)×10−34 J s ' 197MeV fm/c. Wy-
nika st¡d, »e ewolucja czasowa operatora statystycznego zadana jest równaniem
ih̄dρ̂(t)

dt
= [Ĥ, ρ̂(t)].
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4. Wykªad 31 pa¹dziernika 2006
• Mechanika kwantowa (kinematyka) punktu materialnego w jednym wymiarze.

� De�nicja stanu |x〉 cz¡stki znajduj¡cej si¦ w punkcie x.
� De�nicja przestrzeni liniowej zbudowanej z kombinacji liniowych stanów |x〉,

|Ψ〉 =
∫

dxΨ(x)|x〉. (4.1)

� De�nicja operatora poªo»enia x̂

x̂|x〉 = x|x〉, (4.2)
x̂|x′〉 = x′|x′〉. (4.3)

� De�nicja iloczynów skalarnych dla ró»nych stanów:
〈x′|x〉 = 0 dla x′ 6= x, (4.4)

czyli amplituda prawdopodobie«stwa uzyskania warto±ci x′ w wyniku pomiaru po-
ªo»enia cz¡stki b¦d¡cej w stanie |x〉 musi by¢ zero.

� Amplituda prawdopodobie«stwa uzyskania warto±ci x′ w wyniku pomiaru poªo»e-
nia cz¡stki b¦d¡cej w stanie |Ψ〉, dla pro�lu Ψ(x), który jest ró»ny od zera tylko
na odcinku (x1, x2), musi by¢ równa:

〈x′|Ψ〉 =
∫

dxΨ(x)〈x′|x〉
{

= 0 dla x′ /∈ (x1, x2)
6= 0 dla x′ ∈ (x1, x2)

. (4.5)

Poniewa» musi tak by¢ dla dowolnie maªego |x1−x2|, wi¦c musimy iloczyny skalarne
zde�niowa¢ jako

〈x′|x〉 = δ(x′ − x), (4.6)
a wi¦c stany |x〉 nie nale»¡ do przestrzeni Hilberta (stany niewªa±ciwe rozszerzonej
przestrzeni Hilberta).

� Natomiast stany |Ψ〉 nale»¡ do przestrzeni Hilberta o ile pro�le Ψ(x) s¡ caªkowalne
z kwadratem (nale»¡ do L2),

〈Ψ|Ψ〉 =
∫

dx′
∫

dxΨ∗(x′)Ψ(x)〈x′|x〉 =
∫

dxΨ∗(x)Ψ(x) =
∫

dx|Ψ(x)|2, (4.7)

(stany wªa±ciwe przestrzeni Hilberta).
� Ψ(x) = 〈x|Ψ〉 = funkcja falowa = stan |Ψ〉 w reprezentacji poªo»eniowej.
� Operator poªo»enia w reprezentacji poªo»eniowej.
� Ψx′(x) = 〈x|x′〉 = δ(x− x′) � funkcja falowa stanu |x′〉.
� Operator pomiaru poªo»enia na odcinku (x1, x2) (operator rzutowy),

P̂(x1,x2) =
∫ x2

x1

dx|x〉〈x|. (4.8)

Prawdopodobie«stwo otrzymania poªo»enia w odcinku (x1, x2) w wyniku pomiaru
wykonanego na stanie |Ψ〉 wynosi

P(x1,x2) = 〈Ψ|P̂(x1,x2)|Ψ〉 =
∫ x2

x1

dx〈Ψ|x〉〈x|Ψ〉 =
∫ x2

x1

dx|Ψ(x)|2. (4.9)

|Ψ(x)|2 = g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa znalezienia cz¡stki w punkcie x.
� Wymiar funkcji falowej w jednym wymiarze [Ψ(x)]=(dªugo±¢)−1/2.
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5. Wykªad 3 listopada 2006

• Operator p¦du.
� Operator przesuni¦cia w reprezentacji poªo»eniowej (unitarny):

(Ûx0ψ)(x) =
∫

dx′Ux0(x, x′)Ψ(x′) = Ψ(x− x0) (5.1)

� Grupa przesuni¦¢: Ûx0Ûx′0 = Ûx0+x′0 .
� Generator przesuni¦cia k̂ (hermitowski): Ûx0 = exp(−ix0k̂).
� Dowód, »e k̂ = −i d

dx
, czyli »e

Ψ(x− x0) = exp

(
−x0

d

dx

)
Ψ(x). (5.2)

� Postulat, »e operatorem p¦du w reprezentacji poªo»eniowej jest p̂ = h̄k̂ = −ih̄ d
dx
,

gdzie musieli±my wprowadzi¢ staª¡ wymiarow¡ h̄ o wymiarze dziaªania. A priori,
nie wiemy czy jest to ta sama staªa (staªa Plancka) co w postulacie VI dotycz¡cym
zale»nego od czasu równania Schrödingera.

� Operator p¦du jest operatorem hermitowskim.
� Postulat, »e operatorem energii kinetycznej w reprezentacji poªo»eniowej jest T̂ =

p̂2

2m
; taka sama funkcja p¦du jak w mechanice klasycznej.

� Dla cz¡stki swobodnej Ĥ = T̂ , i wtedy zmiana w czasie ±redniej warto±ci poªo»enia
x̄ = 〈Ψ|x̂|Ψ〉 wynosi

ih̄
d

dt
x̄ = 〈Ψ|[x̂, Ĥ]|Ψ〉 = 〈Ψ| h̄

′2

2m
2

d

dx
|Ψ〉 =

ih̄′

m
〈Ψ|p̂|Ψ〉 = ih̄′

p̄

m
, (5.3)

gdzie w operatorze p¦du u»yli±my a priori innej staªej h̄′. Wida¢ jednak, »e kla-
syczne równanie ruchu d

dt
x = p

m
b¦dzie dla warto±ci ±rednich speªnione tylko dla

h̄′ = h̄.
• Wªasno±ci operatora p¦du

� Funkcje wªasne operatora p¦du w reprezentacji poªo»eniowej:

p̂Ψp(x) = pΨp(x) =⇒ Ψp(x) =
1√
2πh̄

exp
(

ip

h̄
x

)
. (5.4)

� Stany wªasne operatora p¦du w przestrzeni Hilberta:

p̂|p〉 = p|p〉 =⇒ |p〉 =
∫

dxΨp(x)|x〉. (5.5)

� Iloczyn skalarny stanów wªasnych p¦du obliczamy jako caªk¦ z fal pªaskich:

〈p′|p〉 =
∫

dxΨ∗
p′(x)Ψp(x) =

1

2πh̄

∫
dx exp

(−ip′

h̄
x

)
exp

(
ip

h̄
x

)
= δ(p′ − p), (5.6)

a wi¦c stany wªasne p¦du nie nale»¡ do przestrzeni Hilberta (wektory niewªa-
±ciwe).

• Reprezentacja p¦dowa.
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� Funkcja falowa w reprezentacji p¦dowej: Ψ(p) = 〈p|Ψ〉.
� Operator poªo»enia w reprezentacji p¦dowej: x̂ = ih̄ d

dp
.

� |Ψ(p)|2 = g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa znalezienia cz¡stki o p¦dzie p.
� Wymiar funkcji falowej w reprezentacji p¦dowej w jednym wymiarze

[Ψ(p)]=(dªugo±¢/h̄)1/2.
• Operator energii potencjalnej.

� Operator energii potencjalnej w reprezentacji poªo»eniowej:

(V̂ Ψ)(x) = 〈x|V̂ |Ψ〉 =
∫

dx′〈x|V̂ |x′〉Ψ(x′) =
∫

dx′V (x, x′)Ψ(x′), (5.7)

gdzie V (x, x′) jest j¡drem caªkowym operatora caªkowego.
� Operator energii potencjalnej jest hermitowski o ile V (x, x′) = V ∗(x′, x).
� Potencjaª lokalny V (x, x′) = V (x)δ(x− x′), a nielokalny w przeciwnym wypadku.
� Dla potencjaªu lokalnego, (V̂ Ψ)(x) = V (x)Ψ(x), dziaªanie operatora energii po-

tencjalnej w reprezentacji poªo»eniowej polega na mno»eniu funkcji falowej przez
potencjaª.

� Lokalny operator energii potencjalnej jest hermitowski o ile potencjaª jest rzeczy-
wisty V (x) = V ∗(x).

• Rzeczywisto±¢ funkcji falowych dla potencjaªow lokalnych.
� Operator sprz¦»enia zespolonego w reprezentacji poªo»eniowej = operator odwró-

cenia czasu.
� Z rzeczywisto±ci potencjaªu lokalnego wynika, »e funkcja wªasna Hamiltonianu i

funkcja do niej zespolenie sprz¦»ona speªniaj¡ równanie Schrödingera dla tej samej
energii wªasnej.
1◦ Je»eli ta energia wªasna jest niezdegenerowana to mo»na zmieni¢ faz¦ funkcji

falowej tak aby byªa funkcj¡ rzeczywist¡.
2◦ Je»eli ta energia wªasna jest zdegenerowana to albo cz¦±¢ rzeczywista jest pro-

porcjonalna do urojonej i wtedy mo»na zmieni¢ faz¦ funkcji falowej tak aby byªa
funkcj¡ rzeczywist¡ (jak w 1◦), albo cz¦±¢ rzeczywista i urojona stanowi¡ dwie
liniowo niezale»ne rzeczywiste funkcje wªasne, które mo»na zortogonalizowa¢.

Wniosek: Dla potencjaªu lokalnego mo»na szuka¢ rzeczywistych funkcji falowych.
� Przykªad: ruch swobodny dla V (x) ≡ V =const. Dla E > V , fale pªaskie = zde-

generowane rozwi¡zania wzajemnie zespolenie sprz¦»one, o przeciwnych p¦dach =
poª¡czone operatorem odwrócenia czasu. Równowa»nie: dwa rozwi¡zania rzeczy-
wiste, sin i cos, oba T -parzyste.

• Topologiczne cechy funkcji falowych w jednym wymiarze.
� Rozpatrujemy znaki dwu stron niezale»nego od czasu równania Schrödingera:

− h̄2

2m

d2

dx2
ΨE(x) = (E − V (x))ΨE(x). (5.8)

� Obszar klasycznie dozwolony E > V (x):
1◦ Je»eli ΨE(x) > 0 (dodatnia) =⇒ Ψ′′

E(x) < 0 (wkl¦sªa),
2◦ Je»eli ΨE(x) < 0 (ujemna) =⇒ Ψ′′

E(x) > 0 (wypukªa),
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3◦ Je»eli ΨE(x) = 0 (w¦zeª) =⇒ Ψ′′
E(x) = 0 (punkt przegi¦cia).

Wynika st¡d, »e funkcja falowa oscyluje wokóª zera z cz¦sto±ci¡ tym wi¦ksz¡ im
wieksza jest energia wzbudzenia E − V (x) czyli energia kinetyczna.

� Obszar klasycznie zabroniony E < V (x):
1◦ Je»eli ΨE(x) > 0 (dodatnia) =⇒ Ψ′′

E(x) < 0 (wypukªa),
2◦ Je»eli ΨE(x) < 0 (ujemna) =⇒ Ψ′′

E(x) > 0 (wkl¦sªa),
3◦ Je»eli ΨE(x) = 0 (w¦zeª) =⇒ Ψ′′

E(x) = 0 (punkt przegi¦cia).
Wynika st¡d, »e
1◦ Je»eli obszar klasycznie zabroniony rozci¡ga si¦ do +∞ to funkcja falowa nie

mo»e tam mie¢ w¦zªa i musi zbiega¢ do zera przy x → +∞
2◦ Je»eli obszar klasycznie zabroniony rozci¡ga si¦ do −∞ to funkcja falowa nie

mo»e tam mie¢ w¦zªa i musi zbiega¢ do zera przy x → −∞
3◦ Funkcja falowa mo»e mie¢ w¦zeª w obszarze klasycznie zabronionym tylko je±li

jest to obszar sko«czony.
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6. Wykªad 7 listopada 2006
• Ruch cz¡stki w niesko«czonej studni potencjaªu.

� Staªy lokalny potencjaª V (x) = V =const, którego warto±¢ wybieramy za V =
0, na odcinku 0 ≤ x ≤ L ograniczony niesko«czenie twardymi ±cianami, które
interpretujemy jako obszary, gdzie prawdopodobie«stwo znalezienia cz¡stki jest
zero, czyli funkacja falowa znika.

� Niezale»ne od czasu równanie Schrödingera odpowiada diagonalizacji Hamiltonianu
cz¡stki swobodnej z warunkami brzegowymi Ψ(0) = Ψ(L) = 0.

� Ogólne rozwi¡zanie musi by¢ kombinacj¡ liniow¡ dwu rozwi¡za« rzeczywistych
sin p

h̄
x oraz cos p

h̄
x. Ale tylko pierwsze z nich speªnia warunek Ψ(0) = 0, wi¦c

Ψ(x) = A sin
p

h̄
x. (6.1)

� Drugi warunek brzegowy Ψ(L) = 0 wymaga aby warto±ci p¦dów p byªy skwanto-
wane

pn =
nh̄π

L
, n = 1, 2, 3, . . . , (6.2)

a wi¦c energie wªasne s¡ dyskretne:

En =
n2h̄2π2

2mL2
, (6.3)

a funkcje falowe stanów wªasnych s¡

Ψn(x) =

√
2

L
sin

pn

h̄
x. (6.4)

gdzie wspóªczynnik wybrali±my tak aby funkacje falowe byªy unormawane.
� Stany wªasne nie s¡ oczywi±cie stanami wªasnymi p¦du, ale wewn¡trz jamy po-

tencjaªu s¡ kombinacjami liniowymi dwu fal pªaskich biegn¡cych w przeciwnych
kierunkach, ze skwantowanymi p¦dami pn i −pn.

� Liczba w¦zªów funkcji falowej Nw = n− 1 ro±nie wraz z energi¡.
� Kombinacja liniowa dwu najni»szych stanów wªasnych,

Ψ(x) = αΨ1(x) + βΨ2(x), |α|2 + |β|2 = 1, (6.5)
ma ±redni¡ energi¦

Ē = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 = |α|2E1 + |β|2E2, (6.6)
która mo»e przyjmowa¢ dowolne warto±ci mi¦dzy E1 i E2, oraz dyspersj¦ energii

δE2 = |α|2|β|2(E2 − E1)
2, (6.7)

która jest równa zero tylko dla α = 0 lub β = 0, czyli dla stanów wªasnych.
� Kombinacja liniowa dwu najni»szych stanów wªasnych ewoluuje w czasie w nast¦-

puj¡cy sposób:

Ψ(x, t) = α exp
(
−i

E1

h̄
t
)

Ψ1(x) + β exp
(
−i

E2

h̄
t
)

Ψ2(x)

' αΨ1(x) + β exp (−iω21t) Ψ2(x), (6.8)
gdzie symbol ' oznacza odrzucenie wspólnego czynnika fazowego, za± cz¦sto±¢
kwantowej oscylacji ω21 = (E2 −E1)/h̄ zale»y od ró»nicy energii dwu stanów wªa-
snych.
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� Cz¦sto±¢ (koªow¡!) ruchu klasycznego mo»emy policzy¢ jako stosunek klasycznej
pr¦dko±ci p/m i dªugo±ci toru 2L pomno»one przez 2π, czyli ω = pπ

mL
. Dla p¦du

klasycznego p = 3
2
p1 jest ona równa cz¦sto±ci ruchu kwantowego ω21 = 3

2
p1π
mL

.
• Symulacje komputerowe ruchu cz¡stki w niesko«czonej studni potencjaªu.

� Ewolucja czasowa stanów wªasnych n = 1 i n = 5; zmiana fazy bez zmiany moduªu.
� Ewolucja czasowa kombinacji liniowych stanów wªasnych n = 1 + n = 2 i n = 3

+ n = 4; cz¦sto±¢ oscylacji kwantowych, korelacje pomi¦dzy przepªywem g¦sto±ci
prawdopodobie«stwa a maksimami funkcji falowej w reprezentacji p¦dowej.

� Ewolucja czasowa pakietu gaussowskiego nieruchomego w chwili t=0; rozpªywanie
si¦ przed dotarciem do ±cian studni, odbicia pr¡du prawdopodobie«stwa od ±cian
studni, zmartwychwstanie funkcji falowej.

� Ewolucja czasowa pakietu gaussowskiego pchni¦tego w chwili t=0; rozpªywanie si¦
przed dotarciem do ±cian studni, odbicia od ±cian studni, podobie«stwo do ruchu
klasycznego.

• Równanie ci¡gªo±ci.
� Ma posta¢:

d

dt
ρ(x, t) +

d

dx
j(x, t) = 0 (6.9)

dla

ρ(x, t) = |Ψ(x, t)|2 (6.10)

j(x, t) =
1

m
<

{
Ψ∗(x, t)

[
−ih̄

d

dx
Ψ(x, t)

]}
, (6.11)

i okre±la ewolucj¦ czasow¡ ,,cieczy prawdopodobie«stwa� o g¦sto±ci ρ(x, t) i pr¡dzie
przepªywu j(x, t).

� Zmiana prawdopodobie«stwa znalezienia cz¡stki na danym odcinku (w danej ob-
j¦to±ci) równa jest ró»nicy pr¡du prawdopodobie«stwa wpªywaj¡cego w odcinek z
lewej strony i wypªywaj¡cego z prawej strony (caªkowitemu pr¡dowi wpªywaj¡cemu
przez powierzchni¦ ograniczaj¡c¡ obj¦to±¢).
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7. Wykªad 10 listopada 2006

• Relacje nieoznaczono±ci. Jednowymiarowy oscylator harmoniczny.
� Relacje nieoznaczono±ci, wg Englerta I.4.7.
� Funkcje falowe minimalizuj¡ce nieoznaczono±¢ p¦du i poªo»enia, wg Englerta I.4.8.
� Jednowymiarowy oscylator harmoniczny metod¡ operatorów drabinowych, wg En-

glerta I.5.3.2.
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8. Wykªady 14 i 17 listopada 2006

• Reprezentacja liczb obsadze«.
� Stany wªasne oscylatora harmonicznego,

|n〉 =
(a+)n

√
n!
|0〉, (8.1)

stanowi¡ ortonormaln¡ baz¦ w przestrzeni Hilbrta stanów jednej cz¡stki w jednym
wymiarze, czyli

〈n′|n〉 = δn′n, (8.2)
∞∑

n=0

|n〉〈n| = 1̂. (8.3)

� Ka»dy stan |Ψ〉 jednej cz¡stki w jednym wymiarze mo»e by¢ reprezentowany przy
pomocy niesko«czonego ci¡gu liczb zespolonych Ψ(n),

|Ψ〉 =
∞∑

n=0

|n〉〈n|Ψ〉, =
∞∑

n=0

Ψ(n)|n〉, (8.4)

co nazywamy reprezentacj¡ ,,liczb obsadze«�. Jest to analog funkcji falowej Ψ(x)
z reprezentacji poªo»eniowej.

• Stany koherentne.
� De�nicja

|z〉 =
∞∑

n=0

zn

√
n!
|n〉 = exp (za+)|0〉. (8.5)

� Wªasno±ci

a|z〉 = z|z〉, (8.6)

a+|z〉 =
d

dz
|z〉. (8.7)

� �rednie warto±ci p¦du i poªo»enia w stanie koherentnym maj¡ posta¢

x̄ =
〈z|x̂|z〉
〈z|z〉 =

√
2λ<(z), (8.8)

p̄ =
〈z|p̂|z〉
〈z|z〉 =

√
2h̄λ−1=(z). (8.9)

� Iloczyn skalarny i norma stanów koherentnych ma posta¢

〈z|z′〉 = exp(z∗z′). (8.10)

� Je±li w chwili t = 0 osclator jest w stanie koherentnym |z0〉, to ewolucja czasowa
tego stanu ma posta¢

|z, t〉 = exp (−iωt/2)|z(t)〉 dla z(t) = z0 exp (−iωt). (8.11)
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� Funkcja falowa stanu koherentnego (jego reprezentacja poªo»eniowa) ma posta¢

Ψz(x) = 〈x|z〉 = exp

(
z√
2

[
ξ − d

dξ

])
〈x|0〉, (8.12)

gdzie ξ = x/λ dla λ =
√

h̄
mω

, a Ψ0(x) = 〈x|0〉 jest funkcj¡ falow¡ stanu podstawo-
wego.

� Z wªasno±ci (8.6) wynika, »e funkcja falowa stanu koherentnego speªnia równanie
ró»niczkowe

λ
d

dx
Ψz(x) =

(√
2z − x

λ

)
Ψz(x), (8.13)

którego rozwi¡zaniem jest

Ψz(x) =
(
πλ2

)−1/4
exp

(
− x2

2λ2
+
√

2z
x

λ
− z2

2

)
, (8.14)

=
(
πλ2

)−1/4N (z) exp
(

ip̄x

h̄

)
exp

(
−(x− x̄)2

2λ2

)
, (8.15)

dla N (z) = (<(z))2 − z2/2. Stan koherentny jest wi¦c przesuni¦tym i pchni¦tym
stanem podstawowym oscylatora harmonicznego.

� Stany koherentne tworz¡ tzw. baz¦ nadzupeªn¡ przestrzeni Hilberta, to znaczy
mimo tego, »e nie s¡ wzajemnie ortogonalne [por. równanie (8.10)], to pozwalaj¡
przedstwi¢ operator to»samao±ciowy jako caªk¦ po pªaszczy¹nie zespolonej z ope-
ratorów rzutowych [por. równanie (8.3)]

π−1
∫

dzdz∗ exp(−|z|2)|z〉〈z| = 1̂. (8.16)

• Reprezentacja Bargmana
Rozkªad jedno±ci (8.16) pozwala poda¢ jeszcze jedn¡ reprezentacj¦ przestrzeni Hil-
berta (reprezentacj¦ Bargmana), w której stany |Ψ〉 reprezentowane s¡ funkcjami Ψ(z∗)
zmiennej zespolonej z∗:

Ψ(z∗) = 〈z|Ψ〉, (8.17)
z iloczynem skalarnym okre±lonym przez

〈Ψ|Ψ′〉 = π−1
∫

dzdz∗ exp(−|z|2)Ψ∗(z)Ψ′(z∗). (8.18)
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10. Wykªad 21 listopada 2006

• Obrazy w muchanice kwantowej
� Obraz Schrödingera odpowiada standardowym postulatom mechaniki kwantowj,

dla których operatory wielko±ci �zycznych nie ewoluuj¡ w czasie (Postulat II), a
ewolucja czasowa zapostulowana jest dla stanów ukªadu (Postulat VI). Nie jest to
jedyna mo»liwa forma postulatów, a mianowicie mo»ne sformuªowa¢ postulaty w
ten sposób, »e kwantowe wielko±ci �zyczne (operatory) ewoluuj¡ w czasie tak jak
wielko±ci �zyczne w mechanice klasycznej (np. poªo»enie i p¦d cz¡stki s¡ funkcjami
czasu). Mo»liwe s¡ te» jeszcze inne formy postulatów, ale wszystkie one musz¡
dawa¢ takie same przewidywania dotycz¡ce wyników pomiarów. Zamiast wi¦c for-
muªowa¢ od pocz¡tku nowe zestawy postulatów dokonujemy pewnych unitarnych
przeksztaªce« na operatorach i stanach odpowiadaj¡cych standardowym postula-
tom. Standardowe operatory i stany nazywamy ,,obrazem Schrödingera�.

� Obraz Heisenberga.
Dla zadanego operatora ewolucji czasowej ukªadu Û(t, t0),

Û(t, t0)|Ψ(t0)〉 = |Ψ(t)〉, (10.1)

de�niujemy operator w ÔH obrazie Heisenberga jako

ÔH(t, t0; t) ≡ Û+(t, t0)Ô(t)Û(t, t0), (10.2)

gdzie operator w obrazie Schrödingera Ô(t) ≡ ÔS(t) mo»e w ogólno±ci zale»e¢ od
czasu. Stan w obrazie Heisenberga de�niujemy jako

|Ψ(t)〉H ≡ Û+(t, t0)|Ψ(t)〉 = |Ψ(t0)〉. (10.3)

Obrazy Schrödingera i Heisenberga s¡ równowa»ne, gdy» elementy macierzowe w
tych dwu obrazach s¡ identyczne:

H〈Ψ(t)|ÔH |Ψ(t)〉H = 〈Ψ(t)|Ô|Ψ(t)〉. (10.4)

Operatory w obrazie Heisenberga speªniaj¡ równanie ewolucji (równanie Heisen-
berga)

ih̄
d

dt
ÔH = [ÔH , Ĥ] + ih̄

∂ÔH

∂t
, (10.5)

gdzie
∂ÔH

∂t
≡

(
dÔ

dt

)

H

. (10.6)

Równanie Heisenberga jest kwantowym analogiem równania na ewolucj¦ czasow¡
dowolnej funkcji poªo»e« i p¦dów kanonicznych O(qi, pi, t),

d

dt
O = {O, H}+

∂O

∂t
, (10.7)

gdzie {O, H} jest tzw. nawiasem Poissona,

{O, O′} =
∑

i

∂O

∂qi

∂O′

∂pi

− ∂O

∂pi

∂O′

∂qi

, (10.8)
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a H(qi, pi, t) jest klasyczn¡ funkcj¡ Hamiltona. Kwantowanie ukªadu klasycznego
(kwantowanie kanoniczne) polega na postulowaniu operatorów mechaniki kwantowj
w ten sposób, aby nawiasy Poissona wielko±ci �zycznych przechodziªy w komuta-
tory operatrów kwantowych:

{O,O′} −→ 1

ih̄
[ÔH , Ô′

H ]. (10.9)

� Staªe ruchu w mechanice klasycznej

d

dt
O = 0 (10.10)

odpowiadaj¡ wi¦c niezale»nym od czasu operatorom w obrazie Heisenberga,

d

dt
ÔH = 0 (10.11)

czyli operatorom komutuj¡cym z Hamiltonianem,

[ÔH , Ĥ] = 0 lub [Ô, Ĥ] = 0. (10.12)

� Obraz Schwingera (u»ywany w ksi¡»ce Englerta). De�niujemy operator w ÔSW

obrazie Schwingera identycznie jak w obrazie Heisenberga

ÔSW (t, t0; t) ≡ Û+(t, t0)Ô(t)Û(t, t0), (10.13)

a stan w obrazie Schwingera de�niujemy jako

|Ψ(t)〉SW ≡ Û+(t, t0)|Ψ(t0)〉. (10.14)

W obrazie Schwingera elementy macierzowe nie zale»¡ od czasu:

SW 〈Ψ(t)|ÔSW |Ψ(t)〉SW = 〈Ψ(t0)|Ô|Ψ(t0)〉, (10.15)

czyli ewolucja czasowa operatorów w obrazie Heisenberga kompensowana jest przez
ewolucj¦ czasow¡ stanów w odwrotnym kierunku czasowym. Odpowiada to takiej
ewolucji czasowej, »e stany wªasne obserwabli zawsze pozostaj¡ stanami wªasnymi
tej obserwabli.
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