
Mechanika kwantowa

III rok

Kolokwium I

Zadanie 1 (kanoniczne)

Wersja 1 Funkcja falowa Ψ dana jest wzorem

Ψ(x) =

{
0 dla x ≤ 0

Axe−2x dla x > 0
.

1. Znajd¹ warto±¢ staªej normalizuj¡cej A.

2. Znajd¹ transformat¦ Fouriera funkcji Ψ.

3. Oblicz warto±ci oczekiwane 〈x〉, 〈k〉 oraz dyspersje ∆x i ∆k.

4. Sprawd¹, czy dla dyspersji ∆x i ∆k speªniona jest zasada nieoznaczono±ci.

Wskazówka: Dla n = 1, 2, 3, . . . i a > 0 zachodzi∫ ∞

0

xne−ax dx =
n

a

∫ ∞

0

xn−1e−ax dx,

∫ ∞

−∞

1

(1 + x2)n
dx = π

(2(n − 1))!

22(n−1)((n − 1)!)2
.

Wersja 2 Funkcja falowa Ψ dana jest wzorem

Ψ(x) =

{
Axe3x dla x ≤ 0

0 dla x > 0
.

1. Znajd¹ warto±¢ staªej normalizuj¡cej A.

2. Znajd¹ transformat¦ Fouriera funkcji Ψ.

3. Oblicz warto±ci oczekiwane 〈x〉, 〈k〉 oraz dyspersje ∆x i ∆k.

4. Sprawd¹, czy dla dyspersji ∆x i ∆k speªniona jest zasada nieoznaczono±ci.

Wskazówka. Dla n = 1, 2, 3, . . . i a > 0 zachodzi∫ 0

−∞
xneax dx = −n

a

∫ 0

−∞
xn−1eax dx,

∫ ∞

−∞

1

(1 + x2)n
dx = π

(2(n − 1))!

22(n−1)((n − 1)!)2
.



Zadanie 2 (kanoniczne)

Wersja 1 Stan ukªadu opisany jest za pomoc¡ macierzy g¦sto±ci

ρ =
1

20

(
12 5 + 3i

5 − 3i 8

)
.

Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e aparat Sterna-Gerlacha o osi ustawionej w kierunku

~n =

[
4

5
, 0,

3

5

]
zarejestruje cz¡stk¦ w stanie | ↑n>, a jakie »e w stanie | ↓n>?

Wersja 2 Stan ukªadu opisany jest za pomoc¡ macierzy g¦sto±ci

ρ =
1

20

(
13 2 + 5i

2 − 5i 7

)
.

Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e aparat Sterna-Gerlacha o osi ustawionej w kierunku

~n =

[
3

5
, 0,

4

5

]
zarejestruje cz¡stk¦ w stanie | ↑n>, a jakie »e w stanie | ↓n>?



Zadanie 3 (5 pkt.)

Wersja 1 Dla cz¡stki swobodnej speªnione s¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

d2

dt2
(∆x)2 =

2

m2
(∆p)2;

d

dt
(∆p) = 0;

d

dt
(∆x)2 =

1

m
(〈x̂p̂ + p̂x̂〉 − 2〈p̂〉〈x̂〉).

Funkcja falowa Φ(t, x) cz¡stki swobodnej ma w chwili t = 0 posta¢

Φ(0, x) = Ψ(x − 3),

gdzie Ψ jest funkcj¡ z zadania 1. Znajd¹ zale»no±¢ dyspersji ∆x od czasu t dla stanu Φ.

Wersja 2 Dla cz¡stki swobodnej speªnione s¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

d2

dt2
(∆x)2 =

2

m2
(∆p)2;

d

dt
(∆p) = 0;

d

dt
(∆x)2 =

1

m
(〈x̂p̂ + p̂x̂〉 − 2〈p̂〉〈x̂〉).

Funkcja falowa Φ(t, x) cz¡stki swobodnej ma w chwili t = 0 posta¢

Φ(0, x) = Ψ(x + 2),

gdzie Ψ jest funkcj¡ z zadania 1. Znajd¹ zale»no±¢ dyspersji ∆x od czasu t dla stanu Φ.



Zadanie 4 (5 pkt.)

Wersja 1 Pewien stan opisany jest macierz¡ g¦sto±ci

ρ =
1 − i

4

(
1 + i 1 + i cos α

cos α + i 1 + i

)
,

gdzie α jest rzeczywistym parametrem. Dla jakich warto±ci parametru jest to stan czysty,

a dla jakich mieszany? W jakich proporcjach nale»y zmiesza¢ stany wªasne operatorów

σx, σy, σz, aby otrzyma¢ rozwa»any stan?

Wersja 2 Pewien stan opisany jest macierz¡ g¦sto±ci

ρ =
1 + i

4

(
1 − i 1 − i cos α

cos α − i 1 − i

)
,

gdzie α jest rzeczywistym parametrem. Dla jakich warto±ci parametru jest to stan czysty,

a dla jakich mieszany? W jakich proporcjach nale»y zmiesza¢ stany wªasne operatorów

σx, σy, σz, aby otrzyma¢ rozwa»any stan?



Zadanie 5 (5 pkt.)

Wersja 1 Udowodnij, »e wektory

|Ψz〉 =
1√
2
(| ↑z〉| ↓z〉 − | ↓z〉| ↑z〉) oraz |Ψx〉 =

1√
2
(| ↑x〉| ↓x〉 − | ↓x〉| ↑x〉)

opisuj¡ ten sam stan kwantowy pary qubitów.

Wersja 2 Udowodnij, »e wektory

|Ψy〉 =
1√
2
(| ↑y〉| ↓y〉 − | ↓y〉| ↑y〉) oraz |Ψz〉 =

1√
2
(| ↑z〉| ↓z〉 − | ↓z〉| ↑z〉)

opisuj¡ ten sam stan kwantowy pary qubitów.


