Dodatek A

Troche¢ matematyki

A.1 Przestrzen Hilberta

Grupa

Grupa nazywamy strukture algebraiczna (G, +), gdzie G jest zbiorem niepustym, a + jest odwzorowaniem
G x G > (g,h) — g+ h € G, spelniajacym nastepujace aksjomaty:

L. Vg, 92.95€c 91 + (92 + g3) = (91 + g2) + g3 (whasnos¢ kacznoscei)
2. decaVgeq e+ g =g+ e =g (istnienie elementu neutralnego)

3. VgecInea g+ h = h+ g =e (istnienie elementu odwrotnego)

grupa abelowa spelnia rowniez warunek przemiennosci dzialania +:

4. Vynecg+h=h+g
Przyklady: (R,+), (Z,+), (C,+), (R\{0}, *).

Cialo

Cialem zwiemy strukture algebraiczna (K, +,*), w ktérej dzialania K x K > (g,h) — g+ h € K oraz
K x K> (g,h) — g*h € K spelniaja:

1. (K,+) jest grupa abelowa
2. K\0, *), gdzie 0 - element neutralny grupy (K, +), jest rowniez grupa abelowa

3. Vyghex frx(g+h)=fxg+fxh
Przyklad: (R, +, *)

Przestrzen wektorowa

Przestrzenia wektorowa (ew. przestrzenia liniowa) nad cialem K zwiemy taka strukture algebraiczna
(V,+, K, 4+, *,x), ze (V,+) jest grupa abelowa, (K, +, %) jest ciatem, a dzialanie x: K x V' 3 (a,v) » axv eV
spelnia warunki:

L ax(v+w)=axv+a*w

2. (a+PB)xv=a* v+ F*xv

3. ax(Brv)=(axf)*xv

4. jesli elementem neutralnym grupy K jest 1, to 1 xv =wv
Przyklad: V = R3 K = R:

Voyers T +Y = (T1+ Y1, T2 + Y2, T3 + Y3)
Vaerzers Qx T = (% X1, % To, 0% T3)
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46 DODATEK A. TROCHE MATEMATYKI

Przestrzen unormowana

...to przestrzen wektorowa, w ktérej kazdemu elementowi v przypisujemy jednoznacznie norme ||v||:
L |lv]| >0
2. vl=0<v=0
3. Jull +[oll > flu+ o]
4. [laxol| = |af« o]

Odlegloé¢ w przestrzeni unormowanej okreslamy jako norme réznicy (||u — vl)).

Przestrzen Banacha
Moéwimy, ze ciag {x,} spelnia warunek Cauchy’ego, jesli ||, — xn—1]] — 0 gdy n — oco.

Zbieinoé¢ ciagu {z,} do xo oznacza, ze 3, ||Tn — Too| — 0 gdy n — oo.

Przestrzen wektorowa, w ktorej kazdy ciag spelniajacy warunek Cauchy’ego jest zbiezny (zupelnosé
wedlug normy || - ||), nazywamy przestrzenia Banacha.

Przestrzen Hilberta

Wprowadzmy w przestrzeni wektorowej H iloczyn skalarny (u,v) : V x V — V, spekniajacy dla u, v, w €
Hia€eR

1. (u,v) = (v,u)
2. (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
3. {au,v) = a(u,v)
4. (v,v) 20; (V) =0&0v=0

Jedli H jest zupelna wedlug normy ||v|| = \/{(v,v) , zwiemy ja przestrzenia Hilberta.

Baza i wymiar przestrzeni

Wektory przestrzeni (V. +, K, +, %, x), tworzace zbiér {v;},_; y ,.cy nazywamy liniowo niezaleznymi,
jesli dla kazdego zestawu {a;},_; no.cx

N
(Zai*vi20> = (a; =0)

Zbiér wektoréw przestrzeni V' nazywamy jej baza, jesli kazdy wektor z V' daje sie jednoznacznie przedsta-
wi¢ jako kombinacja liniowa wektoréw tego zbioru. Wymiar przestrzeni wektorowej majacej baze ztozona
ze skonczonej ilosci elementéw definiujemy jako ilos¢ elementéw bazy.

A.2 Twierdzenie o zamianie kolejnosci calkowania (Fubiniego)

Twierdzenie 7 (Fubiniego) Jesli

[ ([ e ) aes < o
(0}
[t - ([t ([
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A.3 Przeksztalcenie 7

Z{s(n)} = 5(z)

I
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gdzie S(z) — przeksztalcenie Z sekwencji s(n).
Wilasnosci przeksztalcenia Z — m. in. liniowo$¢, oraz:

Z (s(n—mng)) =2z7"°5(z)

A.4 Zlozonos¢ obliczeniowa.

A.4.1 Problem stopu

Problem stopu: dla danego algorytmu i danych wejsciowych stwierdzi¢, czy program realizujacy algorytm
zatrzyma si¢. Na przyklad

x=xstart;
do {
if (x%2==0) x/=2;
else x=3*x+1;}
while(x!=1);

Dla wszystkich danych poczatkowych (xstart € N) testowanych dotychczas, algorytm zatrzymywal sie.
Brak jednak dowodu, ze zatrzyma sie dla kazdego xstart.

Inny przyklad: rozwazmy dyskretny sygnal s, okreslony w nastepujacy sposob: s(n) = 1 jesli w rozwi-
nigciu dziesietnym liczby 7 wystepuje sekwencja dokladnie n kolejnych dsemek, s(n) = 0 w przeciwnym
razie. Ile wynosi np. s(100)?

Ogolnie problem stopu jest nierozstrzygalny.

A.4.2 Notacja O(-)

ZYozonos¢ obliczeniowa okreéla to najwiekszq iloé$¢ krokéw potrzebnych do wykonania algorytmu. Ze
wzgledu na rézne architektury komputeréw etc. trudno jest podac¢ ogoélna definicje ,kroku”. W rozwaza-
niach podstawowych wystarczajaca jest analiza wzrostu zlozono$ci obliczeniowej z rozmiarem problemu,
czyli danych wejsciowych. Opisuje ja notacja O(+). Ztozonoé¢ ,bezmyslnego” przeszukiwania listy diugosci
N: O(N). Przeszukiwanie binarne - O (log,(N)).

A.4.3 Problem komiwojazera

Czy istnieje droga przechodzaca przez wszystkie z N zadanych miast, krotsza niz X km? Jedyny znany
algorytm! polega na kompletnym przegladzie przestrzeni rozwiazan; poniewaz iloé¢ mozliwych drog
roénie z iloScia miast jak N!, ztozonos¢ problemu wynosi O(N!). Jednak jesli ,zgadniemy” sekwencje
kolejnych miast, to mozemy w czasie wielomianowym? udowodni¢, ze przebyta droga spetnia warunki
zadania. Jednak nie znamy deterministycznego algorytmu znajdowania rozwiazania lub udowadniania,
ze nie istnieje. Stad problemy o tych wlasnoéciach nazywamy ,niedeterministycznie wielomianowymi”
— nondeterministic polynomial, czyli NP. Do tej klasy nalezy lamanie szyfréw, stosowanych aktualnie
do zabezpieczania transakcji z uzyciem kart kredytowych w Internecie. Co ciekawsze, nie udowodniono
dotychczas, ze rozwiazanie tych probleméw w czasie wielomianowym nie istnieje.

Sugeruje to, ze niektére z probleméw rozstrzygalnych, dla ktérych mozemy bez klopotu oceni¢ mak-
symalna ilos¢ krokéw potrzebnych do znalezienia rozwiazania, w skali naszego Wszech$wiata moga by¢
mimo to uznane za nieobliczalne:

Zainteresowanym (a tematyka polecam ksiazke [8] ,0 istocie informatyki”.

Iznany jest szereg algorytméw, opartych np. na sieciach neuronowych, znajdujacych rozwiazanie sub-optymalne (bliskie naj-

krotszej drodze)
2wykonywalnoéé w czasie wielomianowym oznacza, ze ztozono$é¢ problemu roénie z rozmiarem nie szybciej niz dowolny wie-
lomian. I cho¢ konkretne czasy obliczenr moga by¢ ogromne, to jednak takie problemy zaliczamy do kategorii ,latwo obliczalnych”
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Poréwnajmy dla przpkladuy, ile cyfr ma...
100° 11 cyfr
2100 31 cyfr
100! 161 cyfr
10019 201 cyfr
...a ile jest cyfr w liczbach okreélajacych
liczbe protonéw w znanym wszechswiecie 126 cyfr
liczbe mikrosekund od Wielkiego Wybuchu 24 cyfry

OBLICZALNOSC
w leorii w praktyce
nie problemy nierozstrzygalne (np. stopu) nie
tak problemy trudno rozwiazywalne (w czasie wykladniczym) nie

tak problemy latwo rozwiazywalne (w czasie wielomianowym) tak
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Dodatek B

Elektroenceftalogram: historia
pewnego sygnalu

Poczatki badania bioelektrycznoéci siegaja okresu jednoéci nauk przyrodniczych. W roku 1786 Luigi Ga-
Ivani wykonal slynne doSwiadczenie: jednoczesne dotkniecie migénia wypreparowanej konczyny zaby
dwoma (polaczonymi ze soba) réznymi metalami wywoluje skurcz. Mimo blednej interpretacji, doSwiad-
czenie to wplynelo stymulujaco na badania elektrycznosci — prawidlowa interpretacje podal Alessandro
Volta w roku 1796. Minelo 50 lat, nim do istoty ,elektrycznoéci zwierzecej” zblizyl sie Du Bois-Reymond,
wykazujac w roku 1848, ze aktywnosci w nerwie obwodowym towarzyszy niezmiennie zmiana potencjatlu
na jego powierzchni.

Pierwszy opis czynnosci elektrycznej mozgu [5] pojawil sie w roku 1875 w sprawozdaniu z grantu
przyznanego przez British Medical Association. Richard Caton wykazal korelacje miedzy prostymi czyn-
no$ciami (ruch glowa, przezuwanie) a zmiana potencjalu w odpowiednich obszarach kory moézgowe;j
kotow i kroélikéw. Zawarte w raporcie zdanie ,feeble currents of varying directions pass through
the multiplier when the electrodes are placed on two points of external surface...” stanowilo po-
nadto pierwszy opis elektroencefalogramu. Jednak publikacje Catona w czasopiSmie czysto medycznym
przeszly nie zauwazone.

Rysunek B.1: Adolf Beck (1863-1942) w szatach rektora Uniwersytetu we Lwowie; w rekach trzyma napisa-
na wspolnie z Cybulskim ,Fizjologie Czlowieka”, na palcu zloty sygnet z napisem Bene merenti facultas
medica, ofiarowany przez Uniwersytet w 40-lecie pracy naukowej. Portret pedzla S. Batowskiego (1934)
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W roku 1886 23-letni Adolf Beck rozpoczal prace na wydziale fizjologii Uniwersytetu Jagiellonskiego w
Krakowie pod kierunkiem profesora Cybulskiego. W roku 1890 obronil rozprawe doktorska Oznaczenie
lokalizacyi w moézgu i rdzeniu za pomocq zjawisk elektrycznych [2]. Podobnie jak inni, zajmujacy
si¢ podéwczas podobna tematyka, nie wiedzial o wcze$niejszych pracach Catona. Mimo tego, rozprawa
jego stanowila znacznie glebsze studium problemu lokalizacji funkcji sensorycznych w mozgu jak i sa-
mego elektroencefalogramu (odkryl m. in. jego desynchronizacje w odpowiedzi na bodzce). Wyniki te
opublikowal w najszerzej czytanym pismie fizjologicznym — Centerblatt fiir Physiologie [1]. Jego krotki
artykul rozpetal burze pretensji do palmy pierwszenstwa — m. in. Ernest Fleischl von Marxow dowodzil,
ze obserwacje czynnoéci elektrycznej moézgu spisal wezesniej w liscie zlozonym w ...sejfie Cesarskiej
Akademii Nauk w Wiedniu (byl to pono zwyczaj podéwczas nierzadki na niektérych uniwersytetach
Europy). Beck odpowiedzial skromnie, ze technike badania potencjaléw nerwéw i konstrukeje elektrod
opracowal Du Bois-Reymond, wiec zastosowanie znanej techniki do rozwiazania nowego problemu nie
zasluguje na miano odkrycia. Stwierdzil ponadto, ze motywem podjecia tych eksperymentéw byl kon-
kurs ogloszony w pazdzierniku 1888 przez prof. Cybulskiego, ktéry jest w zwiazku z tym autorem idei.
Dyskusje ucial Caton, cytujac publikacje swoich wspomnianych powyzej prac.
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Rysunek B.2: Napoleon Nikodem Cybulski (1854-1919)

Glownym celem opisywanych dotychczas badan bylo wykorzystanie elektrofizjologii do lokalizacii
funkcji w mézgu. Wroémy jednak do ,ubocznego” ich efektu, czyli elektroencefalogramu, dla ktérego
Beck zaproponowal nazwe aktywny prad niezalezny, w odréznieniu od pradéw wywolanych stymula-
cja. Ogromne postepy w zakresie jego badania i interpretacji poczynil wspomniany juz profesor Napoleon
Nikodem Cybulski, cho¢ wieloletni brak funduszy na sprzet fotograficzny odebral mu szanse na pierw-
szefistwo w opublikowaniu zdjecia elektroencefalogramu (rys. B.3).

Eksperymenty te prowadzono na odslonietych mézgach zwierzat. Pierwszy zapis elektroencefalogra-
mu czlowieka (z powierzchni czaszki swego syna) uzyskal w roku 1925 Hans Berger, jednak wyniki trzy-
mal w tajemnicy az do skompletowania bogatego materialu, ktéry opublikowal w 1929 w artykule Uber
das Elektrenkephalogramm des Menschen [3]. Artykul ten stanowi wielka klasgke elektroencefalografii
klinicznej, rozpoczal rowniez serie corocznych (do 1938) publikacji Bergera o niemal jednobrzmiacych
tytulach. Berger potwierdzil wystepowanie w mézgu czlowieka wiekszoéci efektow opisywanych u zwie-
rzat, odrzucil jednak zaproponowana przez Wlodzimierza Wlodzimierzowicza Prawdzicz-Nieminskiego
(ktory pierwszy opublikowal w 1912 zdjecie elekteoencefalogramu) nazwe ,elektrocerebrogram” jako
barbarzynski zlepek greki i laciny.

Historie poczatkéw encefalografii opisuje blizej (po angielsku) ksiazka Mary Brazier [5].

* Kk ok

Obecnie, dzieki postepowi fizyki i technologii, dostepnych jest szereg technik obrazowania czynnoéci
i struktury mozgu, jak: tomografia komputerowa (CT), magnetyczny rezonans jadrowy (strukturalny i
funkcjonalny — MRI, fMRI), pozytonowa tomografia emisyjna (PET) i magnetoencefalografia (MEG).
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Rysunek B.3: Fotografia napadu epileptycznego wywolanego draznieniem kory moézgowej psa. Rolejno$c
w czasie: panel gorny, potem dolny, od prawej do lewej. Sygnaly (od dotu): znacznik czasu (1 Hz), bodziec,
elektrokortikogram (ECoG, potencjal z powierzchni kory), oddech. Poczatek napadu wida¢ w ECoG po
wylaczniu bodzca z prawej strony goéornego panelu i w panelu dolnym w postaci silnie zwiekszonej
amplitudy w niskich czestosciach. Zdjecie z pracy Prady czynnosciowe kory mozgowej, Cybulski i
Jelenska-Macieszyna 1914 [6]

Elektroencefalogram (EEG) wyroznia sie spoérod nich, poza najdtuzsza historia aplikacji klinicznych,
wysoka rozdzielczoscia czasowa, relatywnie niskim kosztem oraz faktem, ze nie obciaza pacjenta szkodli-
wym promieniowaniem. W dniu dzisiejszym technologia zapisu EEG zapewnia wystarczajace probkowa-
nie w czasie i przestrzeni: 102-10* Hz i do ok. 128 obserwowanych jednoczesnie odprowadzen (elektrod
na czaszce). Wiele do zrobienia pozostaje natomiast w dziedzinie analizy i interpretacji otrzymanych w
ten sposob danych. Znajduje tu zastosowanie wiekszo$¢ opisanych w tej ksiazce metod.

0)1999..2004 Piotr J. Durka.
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