Rozdzial 2

Rlasyczna analiza sygnalow

Pomiar i analiza sygnalow sluzy zwykle uzyskaniu informaciji o generujacych je systemach. Elektroence-
falogram (dodatek B) pomaga w badaniach i diagnozie moézgu, a zmiany warto$ci indeksow gieldowych
maja odzwierciedla¢ stan rynku.

Ogoélnie system opisa¢ mozna jako ,czarna skrzynke”, generujaca sygnal (wyjscie) w odpowiedzi na
stan wejscia:

wejécie — | SYSTEM | — wyjécie (mierzony sygnal)

W takim podejsciu system bedzie rownowazny transformaciji (przeksztalceniu) sygnatu. Nie tracimy
przy tym na og6lnoéci, gdyz rzadko interesuja nas sygnaly generowane przez systemy calkowicie izolo-
wane, czyli pozbawione wejécia. W skrajnym przypadku mozemy zalozyé, ze wejéciem systemu jest szum
(jak np. w modelu AR).

Droga do matematycznego opisu rzeczywistosci prowadzi przez modele oparte na pewnych uprasz-
czajacych zalozeniach. Czesto wlasnie wybor wlasciwych zalozen (czyli uproszczen) decyduje o sukcesie
danego podejscia, jak np. w przypadku przestrzeni Banacha w analizie matematycznej. W przypadku
teorii systemoéw szczegdlna role spelniaja dwa zalozenia: liniowoséci! i niezmienniczoéci w czasie?. Na
tych dwéch zalozeniach opiera sie cala klasyczna analiza sygnaléw, z ktérej wywodza sie pojecia widma
mocy, transmitancji, teoria filtréw i wiele innych fundamentalnych idei.

2.1 Systemy liniowe niezmiennicze w czasie (LTI)

Matematycznie system traktowac¢ bedziemy jako transformacje (operator), przeksztalcajaca sygnal wej-

Sciowy z(t) w y(t):
r =T ] = e =

Bedziemy sie zajmowac klasa systeméw liniowych niezmienniczych w czasie (ang. Linear Time-Invariant,
LTI), dzialajacych na sygnalach dyskretnych, czyli:

an] — — T{zln]} = y[n]
System T jest liniowy, gdy:
T{axy + bxa} = aT{x1} + bT{x2} = ay1 + by (2.1)

Dla takiego systemu interesujace bedzie badanie przeksztalcenia sekwencji jednostkowe;j

ldlan=0
Oln] = { Odlan #0 (22)

!Liniowo$¢ oznacza, ze odpowiedz systemu na sume dwéch sygnatéw bedzie suma odpowiedzi tego systemu na kazdy z sygnaléw
podanych osobno, czyli dodanie do wejscia drugiego sygnalu nie zakloci przetwarzania w tym samym czasie pierwszego z nich.
Cecha taka jest pozadana np. w przypadku sprzetu audio, gdy nie chcemy, aby smyczki w kwartecie byly odtwarzane inaczej niz
w partii solowe;j.

2Niezmienniczoéé w czasie np. charakterystyk wzmacniacza zagwarantuje, ze ta sama partia skrzypiec odtwarzana jutro bedzie
brzmiala tak samo jak dzisiaj.



10 ROZDZIAL 2. KLASYCZNA ANALIZA SYGNALOW

Niech hg(n) - odpowiedz systemu 7' na impuls jednostkowy w punkcie k:
hiln] = T{6[n — K[}

Razdy dyskretny sygnal x mozemy przedstawi¢ jako wazona sume sekwencji jednostkowych:

x[n] = Zx[kz]é[n — K]

k

Gdzie x[k], czyli wartos¢ sygnalu z w punkcie k, przyjmuje role liczby mnozacej funkcje d[n — k). Jesli T
jest systemem liniowym, to

yln] =T {Zz[kﬁ]ﬂn - k]} =D e[k {6ln — K]} =Y z[k]hx[n]

k k k

Jesli system jest niezmienniczy w czasie, to odpowiedZ na sekwencje jednostkowa T{d[n — k]} = hg[n]
bedzie niezalezna od k: T{0[n — k]} = h[n]. Wtedy

y[n] = Zx[k]h[n — k] = x[n] * hin] = h[n] x z[n] = Zh[k]x[n — k] (2.3)
k

k
gdzie x oznacza splot®. Otrzymaliémy w ten sposéb pierwszy wazny wynik:

Znajac odpowiedz systemu liniowego niezmienniczego w czasie na sekwencje jednostkowsa,
mozemy obliczy¢ jego odpowiedz na dowolny sygnal. Tak wiec funkcja odpowiedzi impulsowe;j
systemu LTI stanowi jego kompletny opis.

ceeececescstes secsceesssnassees —| SYSIEM | — *tteeettreee®  Tegestoenseccn,

Nastepnym krokiem w badaniu wlasnoéci matematycznych przeksztalcen bywa poszukiwanie punk-
téw stalych, czyli niezmiennikéw. Rozwazmy przeksztalcenie LTI wykladniczej funkcji zespolonej? e“™;
z (2.3)

T {eiwn} _ Z h[k] eiw(nfk) — plwn Z h[k] e iwk (2.4)
k k

Przed znak sumy wyciagneliémy podlegajaca transformaciji zespolona funkcje wyktadnicza e?™. Wartoéé
sumy Y, h[k] e~** zalezy od funkcji odpowiedzi impulsowej systemu h[k] i czestosci w®. Tak wiec odpo-
wiedz systemu LTI na funkcje e*“™ polega na wymnozeniu tej funkcji przez liczbe, czyli inaczej méwiac
funkcje zespolone od argmentu urojonego sa wektorami wlasnymi przekstalcen LTI, a odpowiadajace im
wartoéci whasne to Y, h[k] e~™F.

Gdybysmy potrafili dowolna funkcje rozlozy¢ na sume zespolonych funkcji wykladniczych, np. w

postaci
s[n] = Z ape’™™,
k

dzialanie systeméw LTI ograniczaloby sie do latwo obliczalnych modyfikacji wspoélczynnikéw ay. Na-
stepne rozdzialy odpowiadaja na pytanie, czy jest to mozliwe. Rozwazania te bedzie latwiej prowadzi¢ w
przestrzeni funkgji ciaglych, stad na pewnien czas dyskretny sygnal s[n] zastapimy ciaglym s(t). Zacznij-
my od prostszego przypadku sygnaléw okresowych®.

3Jak widaé z réwnania 2.3, splot sygnaléw x[n] i y[n] wyraza si¢ wzorem Zk z[k]y[n — k]. Symetrycznos¢ splotu sekwencji
nieskonczonych wzgledem zamiany z i y mozemy udowodni¢ prostym podstawieniem Zk — Zj , gdzie j = n + k. Wyobrazi¢
sobie splot najtatwiej na przykladzie ,dlugiego” sygnaltu y i ,krotkiego” z: kazdy punkt (n) sygnalu y zastepujemy wazona suma
jego sasiednich punktéw. Wagami sa odpowiednie wartosci .

4Przypomnijmy wzér Eulera:
(eix + e—ix)

(eix _ e—ix)

iz . cos T =
e =cosx+1slnxr =

W= =

sinx =

5Po lekturze rozdziatu 2.2 sume te skojarzymy z transformata Fouriera odpowiedzi impulsowej
6Okresowoéé jest w matematyce silngm i $ci$le zdefiniowanym wymogiem: V¢t s(t + T') = s(t).
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2.2 Szereg Fouriera

Sygnal okresowy (o okresie T) mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera:

+oo
s(ty= Y cpemFT (2.5)

n=—oo

2mwint

1 /7
gdzie Cn = —/ s(t)e™ T dt (2.6)
T Jo

Dowdéd (wzoru 2.6 na wspélczynniki rozwiniecia Fouriera).
Mnozymy obie strony réwnania 2.5 przez e i calkujemy po dt od 0 do T

T 2mikt = T 27 (k—n)
/ s(t)e” T dt = Z / cpetT T ldt (2.7)
0 0

n=—oo

Calki po prawej stronie znikaja dla k& # n. Jedyny niezerowy wyraz dla k£ = n wynosi fOT endt, czyli ¢, T
(bo €® =1). ]

Oznacza to, ze kazda funkcje okresowa mozemy przedstawié w postaci sumy sinuséw i kosinuséw
z odpowiednimi wagami. Wagi {¢,} mozemy traktowa¢ jako wzgledny ,udzial” odpowiadajacych im
czestoSci.

Twierdzenie 1 (Tozsamos¢ Parsevala dla szeregéw Fouriera)

T oo
7| lsora= Y e (28)

n=—oo

Dowéd.

1 [T ) Y A —
— Y dt = = t)s(t)dt =
7 | lstol 7 | s
1 T Jroo S 27t Jroo S 27t
= [ (X e ) (X met )
0

n=—oo m=—0o0

T
_2nt j2nt
H/ e ZTnesz:(S(m,n)T
0
oo

o0
:Ecnazgci

n=—oo n=—oo

2.2.1 Energia, moc, widmo

Jesli sygnalem bedzie np. prad elektryczny, plynacy w obwodzie o jednostkowej opornoéci w czasie od
0 do T, to wytracona przez niego energia wyniesie fOT s(t)th. W ogélnosci, biorac pod uwage sygnaly
o wartoéciach zespolonych, calkowita energie sygnalu definiujemy jako ffooo |s(t)|?dt. Moc to oczywiscie
energia wytracana w jednostce czasu, czyli + fOT |s(t)|?dt. Jak wida¢ z powyiszego twierdzenia, dla sy-
gnaléw okresowych mozemy ja réwniez oblicza¢ jako sume kwadratéw wspotczynnikéw szeregu Fouriera
3" 2. Pozwala to interpretowacé c2 jako moc, niesiona przez odpowiadajaca mu czestosé. Wykres tej wiel-
kosci w zaleznosci od czestoéci nazywamy widmem mocy sygnatu. Dla sygnalu okresowego widmo mocy
bedzie dyskretne (patrz rys. 2.1).

Wszystko to nie tyczy sie li tylko sygnalow czysto okresowych; z sygnalu nie-okresowego s(t), okre-
$lonego na skonczonym przedziale [0, T'], mozemy utworzy¢ sygnal okresowy sr(t):

sp(t) = s(t), t € 0,7 (2.9)
sp(t+nT)=s(t), n=1,2,... (2.10)

tozsamy z s(t) w przedziale [0, T], ktéry mozna juz przedstawi¢ w postaci sumy (2.5).
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N NG N N

Przyklad 2.1 Policzmy postaé wspétczynnikéw Fouriera dla funkcji ©(t) (rys. 2.1), okreslonej na przedziale
[0,1] w nastepujacy spos6b:

@(t):{ o ie%) (2.11)

Bezposrednio z wzoru 2.6 dostajemy (dla 7' = 1)

1
t=3

127rnt B . 1 .
= —/ = / et = (dlan # 0) = [— 6127””}
0 127N =0

_ 1 (i 1) = 0 dlan==+244,...
~ i2mn | i/mn dlan=+1,43,...

1

(dlan = 0) CO:/ZMt:—

0

Tak wiec z wzoru 2.5

@
—
~
=
Il
o
3
o
L
(]
3
=
3
N | =

4 E Lefﬁﬂ'tn —
n=+1,43,... n

+ Z L (cos(2mnt) — isin(2mnt)) =
N
n=+1,43,...
Lo Y Leos@mn + Y —sin2mn)
= — — ™ — SIN( 47N

2 n=t1£3,.. " n=t1£3,.. "
W sumie kosinuséw wyrazy dla n > 0 znosza odpowiednie wyrazy dla —n, w sumie sinuséw wyrazy dla +n
dodaja sie, dajac w efekcie

l\’)l»—t

2n—1

%i m(2n = 1)t) (2.12)

2.3 Przeksztalcenie Fouriera

A jesli sygnal nie jest scisle okresowy? Je$li pewne struktury powtarzaja sig, ale nie na tyle dokladnie by
spelni¢ matematyczny wymog okresowodci Vi s(t +T') = s(t)?

Przejdzmy do nieskonczonoéci z okresem sygnalu: 7' — oo. Wtedy odstep ( ’T) miedzy czestosciami
kolejnych elementéw sumy z réwnania (2.5) dazy do 0 i suma przechodzi w calke

s(t) = / §(f)e~2tfqf (2.13)
funkcja §(f) to transformata Fouriera sygnalu s(t), czyli wynik dzialania przeksztalcenia (transformacij)
Fouriera F.

oo
F(st)) = 5(f) = / s(t)e2m gy (2.14)
— 00

Jak wida¢, transformata Fouriera jest zespolona funkcja czestoéci. Jej modul dla danej czestosci f
opisuje jej ,zawarto$¢” w sygnale, a faza odpowiada za ,skladanie” poszczegélnych czestoéci w sygnal
(2.13).

Modut transformaty Fouriera odpowiada’ na postawione na poczatku tego rozdzialu pytanie o opis
czestoéci zawartych w sygnale niekoniecznie okresowym, jak mialo to miejsce w przypadku szeregoéw

7Jesli znamy dokladnie wartoéci sygnatu od —oo do oo; w praktyce tak si¢ nie zdarza, stad m. in. rozdzial 4.
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Rysunek 2.1: Od gory, kolejno: funkcja © (rownanie 2.11), ,uzupelniona” do funkcji okresowej wedlug
wzoru 2.10, pierwszych 30 wspotczynnikéw szeregu Fouriera, kwadraty wspoélczynnikéw szeregu Fouriera
— dyskretne widmo, pierwszy wyraz rozwiniecia Fouriera, sumy pierwszych 10, 50, 500 i 5000 wyrazoéw
rozwiniecia (2.12). Jak wida¢, najtrudniejsza do wyrazenia z pomoca funkcji trygonometrycznych jest
nieciaglo$¢ funkcji (t) w punktach {ig,kz eN }; niejednorodna zbiezno$¢ szeregéw Fouriera w tych
rejonach nosi nazwe efektu Gibbsa.

Fouriera (réwnanie 2.5). Tak naprawde, to dla sygnalu okresowego, opisanego réwnaniem (2.13), nie da si¢
policzy¢ transformaty Fouriera, bo calka (2.14) jest nieskonczona. Ogdlnie dla sygnaléw okresowych nie
jest spelniony warunek [*°_|[s(t)|dt < oo. Na szczeScie sygnaly wystepujace w przyrodzie, szczegolnie

po przeksztalceniu na forme dyskretna, zawsze spelniaja warunki istnienia transformaty Fouriera®.

Twierdzenie 2 (Tozsamos¢ Parsevala dla calek Fouriera)

t/ﬁ:|s@”2dt./i:

|5(f)I7df (2.15)

Dowéd.

70

8poza rozbieznoscia catki modutu, ,popsu¢” wzory (2.14) i (2.13) moze wyjatkowo patologiczne zachowanie funkcji, jak nieskon-
czona liczba ekstreméw lub punktéw nieciagloéci w skonczonym przedziale. Podobnie wyglada sytuacja dla szeregéw Fouriera.
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(przy przejsciu do drugiej linii zamieniono kolejno$¢ calkowania wedlug twierdzenia Fubiniego, str. 46).
O

Przyklad 2.2 Policzmy transformate Fouriera ,schodka” danego réwnaniem (2.11). Tym razem nie bedzie-
my ,uzupetnia¢” sygnatu do nieskoficzonej postaci okresowej, gdyz wtedy catka (2.14) bytaby rozbiezna.
Ograniczymy sie do jednego okresu funkgji. . .

2.3.1 KRonwencje zapisu przeksztalcenia Fouriera

Szczegolna posta¢ wzoréw (2.13) i (2.14) wynika z przyjecia konwencji wyrazania czestoéci jako odwrotno-
éci czasu: f = 7 (w hercach). Dowolno$¢ pozostaje w umieszczeniu minusa w wykladniku — we wzorze
na transformate odwrotna (2.13) lub we wzorze (2.14). Z kolei przyjecie czestosci kolowej w = QT’T (w ra-
dianach) przenosi czynnik 27 (konkretnie jego odwrotno$é¢) z wykladnika przed calke. Stad réznorodnosé

mozliwych par wzoréw:
s(t) = /Oo (e~ thaf  5(f) = /Oo s(t)e®™tdt  (2.13), (2.14) str.12
s(t) :/Oc (e thdaf  s(f) = /Oc s(t)e" 2t at (2.16)
s(t) = % / T W)t S(w) = / T s(Betat (217)

— 00 — 00

s(t) = % /jo s(w)e” “tdw §(w) = /jo s(t)e™tdt (2.18)

1 > A —iwt A = s eiwt
s(t) = Nor [m S$(w)e™ " dw §(w) = el (t)e*"dt (2.19)
s(t) = J%Tr[ 3(w)e™tdw §(w)=— s(t)e”“tdt (2.20)

Przyjmiemy wywodzaca sie z matematyki konwencje dodatniego wykladnika we wzorze na transformacje
(2.14) i ujemnego we wzorze na transformacje odwrotna (2.13); ewentualne stosowanie czestoéci kolowej
mozna odrozni¢ po uzyciu symbolu w jako argumentu transformaty. W zastosowaniach inzynierskich
przewaza konwencja ujemnego wykladnika we wzorze na transformacje (2.16).

2.3.2 Symetrie i wlasnosci Transformaty Fouriera

Powyisze wzory wyprowadzi¢ mozna bezposérednio z definicji (2.13) i (2.14).

2.4 Czestosc

Wedlug Stownika jezyka polskiego[13]
czesto$e? (...) 2. fiz. «liczba zdarzen lub cykléw zjawiska okresowego w jednostce czasu»
Szukamy narzedzia, ktére wskazaloby wystepujace w sygnale czestoéci i ich wzgledny wklad. Ro-
nieczny jest do tego wyboér ,wzorca”, czyli podstawowego ksztaltu (funkcji), ktérym bedziemy mierzyc

W kregach inzynierskich po wojnie wprowadzonono termin ,czestotliwoéé”, ktérego rozréznienie od czestoéci nie jest po-
wszechnie jednoznaczne; brak takich rozréznien np. w innych jezykach europejskich, a w polskim wydaje sie¢ on réwnie potrzebny
jak np. ,gestotliwo$¢” (na podstawie informacji prof. A. K. Wréblewskiego).
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jesli sygnat s(t) jest... | to Fs(t) = §(w) ...

parzysty (s(t) = s(—t)) | parzysta
nieparzysty (s(t) = —s(—t)) | nieparzysta

rzeczywisty | s(—w) = §(w)
urojony | s(—w) = —§(w)
rzeczywisty i parzysty | rzeczywista i parzysta
rzeczywisty i nieparzysty | urojona i nieparzysta
urojony i parzysty | urojona i parzysta
urojony i nieparzysty | rzeczywista i nieparzysta

Tabela 2.1: Symetrie transformat Fouriera

skalowanie w czasie: s(at) N ﬁg(%)
) - Fooo.
skalowanie w czestosci: ﬁs(%) = 5(af)
przesuniecie w czasie: s(t — to) £ §(f) e2mifto
przesuniecie w czestosci:  s(t) e 2ot N 3(f — fo)

Tabela 2.2: Skalowanie i przesuniecie transformat Fouriera

czestoéé. Standardem jest tu sinus (w parze z kosinusem) lub odpowiadajace im oscylacje zespolone ™.
Drzieje sie tak glownie dlatego, ze funkcje te sa wektorami wlasnymi systemoéw liniowych niezmienniczych
w czasie (rownanie (2.4)) oraz zbior {e”“”}kEZ jest ortonormalna baza L2([0, 27]):

2.4.1 Rorelacja i splot

Korelacja jest miara podobienistwa lub wzajemnej zaleznosci. Jedli méwimy, ze wystepuje korelacja miedzy
wydajnoécia i cena komputeréw, to mamy na mysli stwierdzenie, ze drozsze komputery maja zwykle
wigksza moc obliczeniowa — im mniej przypadkéw przeciwnych, tym korelacja silniejsza. Silna korelacja
sygnalow x i y oznacza, ze wzrostowi = towarzyszy najczeéciej wzrost y (z ~ ~» y ~). Jesli przewaza
sytuacja odwrotna (z_~» ~ y~ ) méwimy o korelacji ujemne;j.

Miara wspélzmiennosci (kowariancji) dwéch sygnaléw jest ich iloczyn. Przed obliczeniem tego iloczynu
(w ogblnym przypadku moéwimy o jego wartosci oczekiwanej) od kazdego z sygnaléw warto odja¢ wartoéé
$rednia:

72y = [ (alt) =) (v(0) ~ 9) o (221)

Dzigki temu w przypadku, gdy sygnaly sa od siebie niezalezne, 0., bedzie bliska zeru — unieza-
leznia to miare kowariancji od wartoéci érednich sygnalow. Aby otrzymac wartosci z przedziatu [—1,1]
wprowadzamy jako czynnik normalizacyjny wariancje sygnalu:

o2 = / (s(t) —5)° dt (2.22)

Znormalizowana w ten sposéb kowariancje zwiemy korelacja:

korelacja,, = Toy (2.23)
\/ o208

Moze sie zdarzyc¢, ze dwa sygnaly sa bardzo podobne, tylko przesuniete wzgledem siebie w czasie. W
wykryciu takiej sytuacji pomaga funkcja korelacji wzajemnej, czyli korelacja dwdch sygnatéw w funkeji
ich wzajemnego przesuniecia. Z kolei autokorelacja to miara korelacji sygnalu s(t) z jego kopia przesunieta
o 7. Pomijajac normalizacje¢ i odejmowanie $rednich otrzymamy

0s,5(T) = /s(t)s(t + 7)dt (2.24)

Funkcja autokorelacji bedzie miala oczywiscie maksimum w zerze, a istnienie innych maksiméw
zwiazane jest z wystepowaniem w sygnale okresowo powtarzajacych sie zjawisk. Twierdzenie Wienera-
Chinczyna méwi wrecz, ze widmo mocy oblicza¢ mozemy jako transformate Fouriera funkcji autokorelacji.
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Rysunek 2.2: Od gory: sygnal s(t), ten sam sygnal przesuniety w czasie o 7, i jego funkcja autokorelacii.

Oy _ J(=(t) = pa)(y(t) — My)dt
020y \/f(ac(t — [ thf — py)2dt
2 (@i — pia) (ys Hy)
\/Z (@5 = p)® 225 (ke — 11y)?

Rozwazmy transformate Fouriera funkcji korelacji sygnalow f i g, dla uproszczenia pomijajac norma-
lizacje:

corr (z(t),y(t)) =
(2.25)

T)= /f(t)g(t + 7)dt (2.26)

w) = /e*i‘” </f(t)g(t+7)dt) dr

= /e*iw(t“)g(wrr)/eiwtf(t)dt du (2.27)
= [t [ éVgd = fwiE)

Jak wida¢, operator korelacji odpowiada w przestrzeni transformat Fouriera iloczynowi transformaty
jednego sygnalu ze sprzezeniem zespolonym transformaty drugiego.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie o splocie)
0= [ fuglt-ud = )= F@)iw) (2.20)

..czyli splot w przestrzeni czasu odpowiada iloczynowi w przestrzeni transformat Fouriera.

Jest to wynik wygodniejszy od wzoru (2.27), stad filtrowanie realizowane jest wlasnie z pomoca splotu,
ktory jak wida¢ z réwnania (2.28) jest korelacja z sygnatem o odwréconym kierunku czasu.

Dowéd.
$(w) = /OO e~ Whs(t)dt = /OO /OO e W f(u)g(t — u) dudt =

= [t ([ gt - wr) au =
| |
= [T ([ etattar) au = g

Twierdzenie 4 (Wienera-Chinczyna) transformata Fouriera funkcji autokorelacji jest rowna kwa-
dratowi modutu transformaty Fouriera.

calka w nawiasie przebiega od — co do oo,
wiec mozemy zamienic¢ (¢t — u) na t

O



2.5. PRZEKSZTALCENIE FOURIERA SYGNALOW DYSKRETNYCH, ALIASING 17

Dowéd.
Kladac f = g we wzorze (2.27), dostajemy

F (/f(t)f(t+7’)dt) = /e‘i‘” (/f(t)f(t +T>dt) dr = (2.29)

= f)fw) = [fw)?

x*y —iloczyn

1]

S I ity

Rysunek 2.3: Tloczyn i korelacja dyskretnych sekwencji x i y...

2.5 Przeksztalcenie Fouriera sygnalow dyskretnych, aliasing

Przypomnijmy wzoér (2.13) na odwrotna transformacje Fouriera sygnaltu ciaglego

sw= | T a(f)e g

— 00

Dyskretne wartoéci tego sygnalu, préobkowane w chwilach nAt, mozemy odtworzyé¢ z powyzszgo réwna-
nia dla t = nAt

s(nAt) = /OO S(f)e- A df =

—00
> e Foi+E
z . —f+-=
A —i2mnAt At
=D 3(f)e Taf * =
(2r—1)
r=—0o0 2At

_ Z /zlAt s (f n ALt) e~ 2mnAL(f+R7) gf —
/2—1, ; (f N ALﬁ) e—i2mALf g (2.30)

Szukajac wartoéci sygnalu w dyskretnych chwilach czasu, dostaliémy w miejsce odwrotnej transforma-
ty Fouriera calke w ograniczonym zakresie z funkcji bedacej (nieskonczona) suma powtoérzen transformaty
Fouriera sygnalu ciaglego, przesuwanej o wielokrotnosci odwrotnoéci At. Ilustruje to rysunek 2.4.
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e)
0 0.5 1
f)
| .
0 0.5 1

Rysunek 2.4: Préobkowanie (At = 1) sygnaléw o czestosciach: (a) 0.27, (b) 0.6 i (c) 1.27. Widzimy, ze
sygnal (b) o czestoéci 1.27 daje w chwilach prébkowania wartoéci dokladnie takie same, jak sygnal
(a) o czestoéci 0.27 (aliasing). Sygnal (d) jest suma (a), (b) i (c). €) - dodatnia cze$¢ modulu transformaty
Fouriera sygnatu ciaglego (d). f) - jak e), ale obliczane dla sygnalu dyskretnego (wartosci tylko w miejscach
oznaczonych kropkami). Poréwnujac réwnanie (2.30) z przejsciem od €) do f) widac, ze czestosé 1.27 zlewa
sie z czesto$cia 0.27 (r = —1) — wysoko$¢ odpowiadajacego im piku wzrasta dwukrotnie w stosunku do
mniejszego piku czestosci 0.6, ktory ,zawija sie” z kolei na 0.4 (w tym przypadku r = 1 a ,zawija si¢”
dokladnie czesto$¢ —0.6)

2.6 Twierdzenie o probkowaniu

Twierdzenie o probkowaniu odpowiada na kluczowe pytanie, ktére winniSmy postawi¢ decydujac sie na
prace z dyskretnymi (probkowanymi) wersjami sygnaléw ciaglych z natury.

Twierdzenie 5 (Twierdzenie o Probkowaniu) Sygnat ciqgly s(t) mozemy odtworzyé z wektora
jego wartosci w dyskretnych chwilach czasu nAt, jesli nie bylo w nim czestosci wyzszych niz ﬁ.

Dowéd.

Dla uproszczenia przyjmijmy At = 1. Wtedy $(f), czyli transformata Fouriera sygnalu s(t), bedzie
niezerowa co najwyzej pomiedzy —1 a 1. Oznaczmy u(f) funkcje o okresie 1, tozsama z 3(f) na przedziale

[=3:3]-
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Przedstawia ja szereg Fouriera (2.5):

—+o0

u(f): Z Cn€27rifn

n=—oo

Wspokczynniki ¢,, tego rozwiniecia dane sa wzorem (2.6):

1 3 o0
= /0 u(f)GQﬂinfdf _ [ §(f)e27rinfdf — [m §(f)62m'nfdf — 5(771)

1
2

Wspoélczynniki ¢, dane przez wartosci sygnalu s w punktach prébkowania, jednoznacznie okreslaja
funkcje u(f), ta z kolei zawiera w sobie §(f) - transformate Fouriera ciagtego sygnaltu s(t), czyli okresla
jednoznacznie réwniez sam sygnal. |

Znajdzmy explicite formule rekonstrukcji:

0o % % +o00
S(t) :/ (f)ef%riftdf:/ §(f)ef27”'ftdf:/ ( Z Cn€27rifn> 6727riftdf

S
1 1
- 2 2 \n=—oc0

S 2mifn ,—2mif S : 2mif (n—t)
. wifn —2wift . wif(n—t
= Z [ls(n)e e df = Z s(n)[le df
n=—oo 2 n=—oo 2
poniewaz
1 -1 )
/2 e27rif(n—t)df _ 1 eQTrif(n—t) I= _ Sin (W(n — t))
_1 2mi(n —t) fm—1l w(n —t)
dostajemy
—+oo .
sin (w(n —t))
= _— 7 2.31
0= 3 =0 (231)

Tak wiec, jesli spelnione jest gtbwne zalozenie o ograniczonym padmie sygnalu ciaglego i odpowiednio
dobranej czestoéci probkowania, w procesie probkowania nie tracimy informacji ani tez nie wprowadzamy
przeklaman, obliczajac widmo (rozdzial 2.5).

W praktyce przed prébkowaniem sygnal jest zwykle filtrowany dolnoprzepustowym filtrem analogo-
wym o czestodci odciecia ponizej czestosci Nyquista.

2.7 Funkcja systemu

Systemy liniowe niezmiennicze w czasie daja si¢ opisaé z pomoca liniowych réwnan réznicowych o
stalych wspolczynnikach:

K L
> apyln — k] = bl —1] (2.32)
k=0 =0

Zastosujmy do obu stron réwnania 2.32 przeksztalcenie Z (patrz dodatek A.3)

Z {Z ary[n — k]} =7 {me[n - l]}
k=0 =0
K L
> arZ{yln -k} =Y bZ{x[n -1}
k=0 1=0
K L
Zakz_kY(z) = Zblz_lX(z)
k=0 =0

K L
Y(z) Z arz " = X(2) Z bz
k=0 1=0
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Y (z) = H(s) = Zfzoblzfl
X0 = H(z) = S (2.33)
lub
L @y
H(z) = COHS‘LM (2.34)

[T (1 - %)

H(z) — funkcja systemu (system function).

2.8 Model AR

Model autoregresyjny (rzedu M) opisuje procesy dyskretne, w ktorych wartosé¢ sygnalu w danej chwili
jest suma liniowej kombinacji M warto$ci poprzednich i nieskorelowanego szumu €

n] = Z a;isn — i)+ e, (2.35)

W kazdej realizacji tego samego procesu (dla tych samych wspotczynnikéw a; i wartosci poczatkowych
sygnalu), €; sa niezaleznymi liczbami losowymi, wiec o wartoéci s(t) w konkretnej chwili ¢ mozemy moéwié
tylko jezykiem prawdopodobienstwa.

ViU o g, b ™

Rysunek 2.5: Przykladowe realizacje procesu AR 3-go rzedu (M = 3) o tych samych wspolczynnikach i
warto$ciach poczatkowych

Mimo tego, na podstawie wspdlczynnikéw AR mozemy okreséli¢ wiele ogdlnych wlasnosci sygnalu, np.
warto$¢ oczekiwana 5 (w praktyce estymowana przez warto$¢ $rednia) i wariancje (jej estymatorem jest
kwadratéw odchylen wartoéci sygnalu od wartoéci oczekiwanej), a nawet widmo mocy. Mozna réwniez
rozwaza¢ szersze klasy modeli tego typu, jak np. model MA (ruchomej $redniej — moving average), gdzie
uéredniamy ¢; zamiast s(t), czy proces mieszany ARMA [4, 10].

Najprostszym przykladem jest proces liniowy Markowa, czyli proces AR pierwszego rzedu (dla a = 1
bedzie to bladzenie przypadkowe):

s[n] = asln — 1]+ ¢, (2.36)

Czyli
sln) =ep +alen1+ano+...)=...=€, +ac,_1 +a’cn_o+...

Jedli wartoé¢ oczekiwana ¢; wynosi 0 (E(e;) = 0) a wariancja 0%(¢;) = o2, to wariancja w punkcie n

0% . =F ((en +ae,_1+alen,_o+ ...+ a"’lel)Q) =

s[n]

2 (1=a®"
=ol(l+a”+a'+... +a*7?) = ‘76(1*2&2) lal # 1
noe lal =
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Autokowariancja FE(s[n|s[n + 7])

E ((en +ae,_1+a’en_o+ ...+ a"_lel)(emrf 4+ aepyr—1+ ...+ a"‘”_lel)) =

2+ (1-a?"
- 062 (CI,T + aT+2 +...+ aT+2(n—1)) = Tett ( 1—a? ) |a’| 7é 1
7’LO’€2 |a,| =1
Dla |a| % 1 przy n — oo
2 n— oo O . oo 0.62a7—
UI[n] 1—a2 '’ Ozln),xnt+r] — I

Autokowariancja

O—Z n,rn+r| Nn—oo T
p(1) = % mdc i L
z[n]

Proces jest asymptotycznie stacjonarny do rzedu 2, czyli wariancja i $rednia nie zaleza od czasu.

Na podstawie znajomo$ci samego wspoélczynnika a modelu AR(1) policzyliémy np. funkcje autoko-
relacji modelu, co daje juz znajomos¢ widma procesu (z tw. Wienera-Chinczyna, str. 16). Podobnie w
procesach wyzszych rzedéw (réwnanie 2.35) znajomo$¢ wspdlczynnikéw {a;};—1. s daje nam dokladna
wiedze o wlasno$ciach generowanych przez nie proceséw, bez znajomosci sygnatu s[n], ktérego wartosci
moga rézni¢ sie w kolejnych realizacjach ze wzgledu na element stochastyczny — szum e.

W praktyce analizy sygnalu postepujemy odwrotnie — do konkretnej realizacji dopasowujemy model
AR. Gl6wnym problemem jest wyboér rzedu modelu, estymacja wspoélczynnikéw a; najlepiej pasujacych
do danego sygnalu posiada stabilne rozwiazania.

Jesli dozwolimy, aby sygnal zalezal rowniez bezposrednio od poprzednich wartoéci szumu ¢, dostajemy
pelna posta¢ procesu ARMA(L,M) (auto-regressive moving average):

L M
Z bien—i = Z a;s[n — j] (2.37)
i=1 j=1

2.9 Filtry

Filtry to systemy liniowe niezmiennicze w czasie (rozdzial 2.1). Jesli funkcja systemu (réwnanie 2.33)
posiada staly mianownik i zmienny jest tylko licznik, méwimy o filtrach skonczonej odpowiedzi impulso-
wej (Finite Impulse Response, FIR). W przeciwnym przypadku mamy filtr o nieskoniczonej odpowiedzi
impulsowej (Infinite Impulse Response, 1IR).

Filtrowanie cyfrowe realizowane jest w postaci splotu odpowiedzi impulsowej filtru z sygnalem, stad
np. jego koszt obliczeniowy (szybkosc¢) zalezy od dlugosci odpowiedzi impulsowej. Splot sygnalu z filtem
FIR powoduje jego ,przesuniecie” o polowe dlugosci sekwenci filtru, jednak poza tym zawarto$¢ sygnaltu
nie jest zaburzona, dzigki liniowemu przesunieciu fazy. Filtry IIR powoduja nieliniowe zaburzenia fazy
filtrowanych sygnalow, stad w analizie offline stosuje sie trik polegajacy na podwojnym filtrowaniu sygnatu
tym samym filtrm IIR: za drugim razem filtrowany sygnal podawany jest w formie odwrédconej osi czasu
(,0d konca”), co kompensuje efekt zaburzenia fazy.

Sztuka konstrukcji efektywnych filtréow polega m.in. na kompromisie miedzy wymagana charaktery-
styka czesto$ciowa a dlugoscia filtru (czyli jego odpowiedzi impulsowej, uzywanej w implementacii).



