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Oznaczenia

sygnal, zwykle przedmiot analizy
transformata Fouriera sygnalu s
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czestos¢ kolowa w = 2%
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rowne z definicji
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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Sygnal

W jezyku potocznym sygnal to ,wszelki umowny znak o tresci informacyjnej’[13]. Z kolei w ramach tego
wykladu przez ,sygnal” rozumie¢ bedziemy funkcje (zalezna zwykle od czasu') s(t). Czy méwimy o tym
samym?

Rozwazmy przykladowe ,znaki umowne”: czerwone Swiatlo na skrzyzowaniu to docierajaca do na-
szych oczu fala elektromagnetyczna o dlugosci ok. % metra; znaczeniem tego sygnalu jest ,stoj”.
Litery, ktore czytasz, to pewien rozklad zaczernienia kartki, dajacy sie niewatpliwie opisa¢ z pomoca
funkcji matematycznych, gdyz w tej wlasnie formie przechodzil kolejne etapy poprzedzajace druk. Ich
znaczenie . ..

Wydaje sieg, ze fizyczna postac informacji — umozliwiajaca jej przekaz czy przechowywanie — mozna
nazwac sygnalem. A odwrotnie? Czy kazdy sygnal niesie ze soba jaka$ informacje? Owszem, tylko niekiedy
moze ona by¢ nieskonczenie trudna do odczytania (dokladam wszelkich staran, aby nie mialo to miejsca
w przypadku tego tekstu :-). A sygnaly zupelnie przypadkowe? Okazuje sie, ze nie sa wcale powszechne
ani tatwe do wytworzenia?, wiec whasnie calkowita przypadkowo$é mozna uznaé za niesiona przez sygnat
informacje.

1.2 Analiza

Informacje niesiona przez milion liczb, wylosowanych niezaleznie spomiedzy 0 i 1, mozna przedstawic
krocej niz przez wyliczenie ich wszystkich — cho¢by tym wlaénie zdaniem. Opis ten jest nie tylko bardziej
zwiezly niz przytaczanie miliona wartosci, ale oddaje jednoczeénie najwazniejsze ich cechy — istote
syenalu. Zwiezlych, trafny i kompletny opis sygnalow wystepujacych w przyrodzie to wlasnie Swiety
Graal analizy sygnaléw. Ta ksiazka to zaledwie zbiér wskazéwek, ktére przy rozsadnym stosowaniu
moga nas czasem doprowadzi¢ w jego poblize.

Zastanowmy sie wiec, na czym wlasciwie ma polegaé analiza czy opis sygnatu, w przypadku bardziej
skomplikowanym niz przytoczony powyzej? Siegniemy raz jeszcze do Stownika jezyka polskiego [13]:

analiza(...)1. «myslowe, pojeciowe wyodrebnienie cech, czeéci, lub skladnikéw badanego zjawiska
lub przedmiotu; badanie cech elementéw lub struktury czego$ oraz zachodzacych miedzy nimi zwiazkow
(o

Skoncentrujmy sie najpierw na «wyodrebnianiu czeéci lub skladnikéw». Ilustracje tego podejécia
stanowi rysunek 1.1.

»lajemnice” konstrukcji sygnatu z gornej czesci rysunku 1.1 odkrywaja wyrysowane pod nim funk-
cje skladowe. Sygnal (a) jest ich (liniowa) suma. Taki przypadek sygnalu bedacego liniowa kombinacja
znanych funkcji mozemy przedstawié¢ ogoélnie jako

! Uzyskane rezultaty nie zaleza od fizycznej postaci zmiennej zaleznej (t) i wigkszo$¢ z nich stosowana jest np. w analizie obrazéw.

2Za sygnal przypadkowy mozemy uznaé¢ sekwencje liczb, przyjmujacym wartosci z okreslonego przedziatu, np. od 0 do 1, z
jednakowym prawdopodobiefistwem. Ponadto w takiej sekwencji nie powinny wystepowac zadne zaleznoéci miedzy prawdopodo-
biefistwem ,wylosowania” nastepnej liczby a warto$ciami poprzednich, gdyz w nich wlaénie moze by¢ zakodowana informacja. W
przyrodzie znamiona takiej przypadkowosci nosza zjawiska zwiazane z rozpadem promieniotworczym.
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Rysunek L.I: (a) = (b) + (c) + (d); (b) = 0.3sin(2712t) (sinus);
(c) = 0.7e=(t=0-8)*/0.25in(2720t) (funkcja Gabora); (d) = 0.5sin(27 2t ¢) (chirp);

s(t) = angn (1.1)
k

gdzie {g;} to zbior ,znanych” funkeji, a «; to wspoélczynniki okreslajace ich wklady. W konkretnym
przypadku sygnalu z rysunku 1.1 wygladalyby one nastepujaco:

ap; =03, g¢1 =sin(2712¢)
a = 0.7, gy = e 708*/0.25n(27201) (1.2)
as =05, g3 =sin(2r2t¢)

Zal6zmy, ze interesujaca nas w sygnale informacja zostala faktycznie zakodowana wedlug réwnania
(1.1). Niestety, dokladne ,odgadniecie” reprezentacji typu réwnania (1.2) jest w og6lnym przypadku —
czyli w braku pewnej wiedzy a priori o sygnale — niemozliwe. Juz sam wybo6r rodzaju funkcji (np.
sinusy i kosinusy) jest nieskonczenie trudny — wszak réznych funkgji jest nieskonczenie wiele! Nawet gdy
juz zdecydujemy, jakiego rodzaju funkcje powinny najlepiej opisywa¢ analizowany sygnal, to dobranie ich
parametréw wciaz pozostaje powaznym problemem (patrz np. rozdzial 4.2).

Ale analiza to réwniez ,badanie cech elementéw lub struktury (...) oraz zachodzacych miedzy ni-
mi zwiazkow”. Mozemy pokusi¢ sie o ustalenie zwiazku miedzy wartoscia sygnalu w danej chwili i w
chwilach poprzednich, w postaci zaleznoéci liniowej:

s(t) = aqs(t — At) + as(t — 2At) + ags(t — 3AL) + ... (1.3)
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Jesli wezmiemy pod uwage czynniki przypadkowe, jak np. niedokladnosé pomiaréw, do réwnan (1.1)
i (1.3) nalezy doda¢ element stochastyczny — nie podlegajacy opisowi w ramach modelu szum e (patrz
rozdzial 4):

M
s(t) = kg + eu (1.4)
k=0
s(t) = Zaks(t — kAt) + e (1.5)
k=0

Na koniec zauwazmy, ze zaproponowane dotychczas modele maja posta¢ liniowych sum. Uwzglednie-
nie nieliniowosci otwiera nowe, nie uwzglednione w tej ksiazce rozdzialy, jak np. chaos deterministyczny,
fraktale ...

1.3 Sygnaly ciagle i dyskretne

Wartoéci akcji w chwilach zamkniecia kolejnych sesji gieldy tworza sygnal z natury dyskretny. Jednak
w przyrodzie wiekszos¢ stanowia sygnaly ciagle, jak dzwiek (zmiany ci$nienia powietrza w czasie) czy
elektroencefalogram (EEG, potencjal elektryczny mézgu mierzony z powierzchni czaszki). Niezaleznie od
tego, wspodlczesna analiza sygnaléw odnosi sie w praktyce gléwnie do sygnalow dyskretnych. ,Winne” sa
oczywidcie komputery, urzadzenia z natury cyfrowe, czyli ,rozumiejace” wylacznie dyskretne wartoéci.
Zastanéwmy sie nad wynikajacymi stad korzysciami i stratami.

Jesli sygnal z natury ciagly (np. dzwiek) zdecydujemy sie analizowa¢ lub przechowywaé w formie
cyfrowej, to ciagla funkcje (np. ciSnienia powietrza) w czasie musimy zastapic jej warto$ciami zmierzonymi
w okreslonych (najlepiej jednakowych) odstepach czasu, jak na rys. 1.2.

e) 11.992 0.751 0.07 1.482 1.81 0.315 0.363 1.844 1.426 0.049

Rysunek 1.2: Prébkowanie zamienia ciagly sygnal (a) na punkty (b) o wspolrzednych w chwilach prob-
kowania i odpowiadajacych im wartosciach sygnalu ciaglego. Jesli dysponujemy tylko sygnalem prébko-
wanym (b), to mozemy ,uzupekié¢” wartosci spomiedzy probek przyjmujac, ze sygnal pomiedzy nimi jest
np. liniowy (c) lub staly od poprzedniego punktu (d) — widzimy rozbiezno$ci z sygnalem oryginalnym
(a). Faktyczna reprezentacja funkcji po probkowaniu jest ciag liczb (e) plus znajomoé¢ odstepu probkowa-
nia At. Optymalny sposéb odzyskania warto$ci spomiedzy probek, jesli probkowanie przeprowadzono
zgodnie z regulami sztuki, podaje rozdzial 2.6

Przy przejsciu z reprezentacji ciaglej (rys. 1.2 a) do dyskretnej (b) tracimy informacje o wartosciach
sygnalu pomiedzy probkami, a ,naiwne” proby ich rekonstrukgiji (c i d) znacznie odbiegaja od oryginatu

(a).
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Rysunek 1.3: Prébkowane z czestoscia 1 oscylacje o czestosciach (f), od géry: 1,3, 1, 0,5 i 0,3. Sinusa o
czestosci 0,3 mozna odtworzyc dokladnie z samych warto$ci dyskretnych (kropki), podobnie dla granicznej
czestoéci 0,5. Natomiast probkowane z ta sama czestoScia szybsze oscylacje wprowadzaja przeklamania
— widoczna na samej gorze oscylacja o czestosci 1,3 daje w chwilach probkowania wartoéci doktadnie
takie same jak sygnal na dole. Zjawisko to nosi nazwe aliasingu (por. rozdzial 2.5)

Pomimo tego, cyfrowy zapis dzwieku (plyty CD) zastapil calkowicie analogowe ,czarne plyty” z winylu
— dlaczego?

e Po pierwsze, przy pewnych dodatkowych zalozeniach o sygnale ciaglym s(t), mozliwe jest jego
doktadne odtworzenie z dyskretnej sekwencji probek, jesli odstep probkowania At dobrano odpo-
wiednio dla danego sygnalu. Mowi o tym twierdzenie Nyquista (rozdzial 2.6).

e Po drugie, zapis cyfrowy umozliwia korekcje bledow.

1.3.1 Zapis cyfrowy i korekcja bledow

Aby zrozumie¢, dlaczego latwo$¢ korekcji bledéw zwiazana jest z zapisem cyfrowym, przyjrzyjmy sie
blizej analogowym i cyfrowym zapisom dzwieku. Na plycie analogowej dZzwiek kodowany jest w zmien-
nym wyzlobieniu rowka, w ktérym przemieszcza sie igla gramofonu. W przyblizeniu mozemy wyobrazi¢
sobie, ze ,podskok” igly w wiekszym wglebieniu rowka odwzorowywany jest jako wigksze wychylenie
membrany gloénika (po zamianie w impuls elektryczny i przej$ciu przez wzmacniacz). Tak wiec wyzlobie-
nie rowka plyty oryginalnie odwzorowuje dokladnie zapisany dzwiek. Jego zarysowanie lub zabrudzenie
wprowadzi przy odtwarzaniu zaklocenia (zwykle trzaski). Jednoznaczne rozrdznienie, ktére z wyzlobien
rowka winylowej plyty odzwierciedlaja oryginalny zapis muzyki, a ktére powstaly skutkiem uszkodzen,
jest wlasciwie niemozliwe, dlatego tez muzyka ze starych plyt kojarzy nam si¢ z obecnoécia trzaskow i
szumu.*

30dpowied? nie kryje sie (niestety) w nizszej cenie noénika. Pomimo, ze technologia cyfrowa faktycznie pozwala na znacznie
tafisza produkeje (tj. powielanie) przy zachowaniu wysokiej jakosci — jak wyjasnimy za chwile — to jednak cena $rednio dwukrotnie
wyzsza niz cena odp. plyty winylowej, ktéra w pierwszym okresie byla uzasadniona wysokimi kosztami wprowadzania nowe;j
technologii, po jej rozpowszechnieniu pozostala na wywindowanym poziomie, podwajajac zyski wytwoérni fonograficznych

4Tak naprawde sprawa nie jest beznadziejna:

o czeé¢ zaklocen pochodzi z zanieczyszczen; w tym przypadku zwykle pomaga delikatne czyszczenie plyty.
e Do pozostalych zaklocefi, ktérych nie da sie usuna¢ mechanicznie, stosuje sie potezna metodologie analizy sygnalow (bedaca

przedmiotem nastepnych rozdzialéw), ktéra pomaga zgadna¢, ktore dzwigki w zapisie moga pochodzi¢ z zaklocen. Zwykle
jednak nie da si¢ usuna¢ dokladnie wszystkich zaklécen bez naruszenia brzmienia oryginatu.
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W przypadku zapisu cyfrowego mozemy w prosty sposéb wykryé fakt wystapienie zaklocen. Wy-
obrazmy sobie, ze zapisujemy muzyke jako szereg liczb, opisujacych amplitude fali dzwiekowej mierzona w
ustalonych odstepach czasu (rys. 1.4; dla plyty kompaktowej At = m sekundy). Poniewaz urzadzenie,
ktore bedzie zamienia¢ ten zapis z powrotem na muzyke, i tak musi by¢ swego rodzaju specjalizowanym
komputerem (odtwarzaczem CD:), to do programu odtwarzajacego mozemy wprowadzi¢ pewna modyfi-
kacje. Uméwmy sie dla przykladu, ze z kazdych dziesieciu kolejnych liczb, do zapisu muzyki bedziemy
wykorzystywac tylko dziewieé, a ostatnia bedziemy dobierac¢ tak, zeby suma kolejnych dziesieciu liczb
zawsze wynosita np. milion.
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Rysunek 1.4: Od géry: ciagly (analogowy) zapis fali dZwiekowej, ponizej probkowanie, czyli wybér chwil,
w ktoérych ja mierzymy, dalej zamiana zmierzonych wartoéci na liczby i liczb na bity. Pasek na dole moze
by¢ np. fragmentem $ciezki na plycie CD: biale pola (zera) odbijaja $wiatlo lasera, a czarne (jedynki) nie.

Taki sposoéb zapisu wprowadza redundancije, czyli nadmiar informacji w zapisie, poniewaz przy pra-
widlowym odczycie wystarczyloby znac dziewie¢ kolejnych liczb, aby wyznaczyé dziesiata (jako milion
minus suma pozostalych dziewieciu). Jednak jesli wezytamy z takiego zapisu wszystkie liczby, i suma
ktorejs dziesiatki okaze sie inna niz milion, to mamy pewno$¢, ze w tym miejscu wystapil blad.® Taka
informacja jest bardzo cenna:

o Jesli jestesmy pewni, ze nagly skok amplitudy w kilku kolejnych probkach jest wynikiem bledu
zapisu, a nie efektem zamierzonym przez muzyka, to mozemy ten skok ,przemilcze¢”, czyli np.
zastapi¢ ,popsute” probki $rednia wartoécia poprzednich.

e Mozemy zwigkszyc redundancje i zapisa¢ dwie jednakowe kopie; jesli uszkodzeniu ulegnie fragment
pierwszej kopii, program moze automatycznie siegnaé¢ do odpowiedniego fragmentu drugiej kopii®.

5Ale poprawna suma nie daje gwarancji, ze bledu nie ma. W jednej dziesiatce moga wystapi¢ np. dwa jednakowe bledy o
przeciwnych znakach i suma pozostanie niezmieniona. Dlatego sumy kontrolne liczy si¢ w bardziej wyrafinowany sposéb (np. CRC
- Cyclic Redundancy Check)

SPrawdopodobienstwo wystapienia uszkodzen w tych samych fragmentach dwéch zapiséw jest juz bez poréwnania mniejsze niz
pojedynczego uszkodzenia. Sposobem wprowadzania nadmiarowosci, ktéry minimalizuje prawdopodobienstwo wystapienia takich
pechowych przypadkéw, rzadzi doé¢ zlozona matematyka z pogranicza statystyki, ktorej nie bedziemy tu omawia¢. W kazdym
razie, dwie jednakowe kopie umieszczone jedna za druga zwykle nie okazuja sie rozwigzaniem otymalnym.
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e W przypadku transmisji przez modem, program moze zazada¢ powtérnego przestania uszkodzonego
fragmentu.

* k x

Niezaleznie od tych korzysci, jesli chcemy analizowa¢ sygnaly z pomoca komputera (maszyny cyfro-
wej), i tak jeste$my ,skazani” na prace z ich dyskretna forma.

Mimo tego, wigkszos¢ ogdlnych twierdzen bedziemy rozwaza¢ w przestrzeni funkcji ciaglych — o
ile nie tycza sie explicite efektéw probkowania. Teoria funkcji ciaglych jest asymptotycznie zgodna z
wynikami dla sekwencji dyskretnych — dla odstepu préobkowania dazacego do zera. Jej rezultaty, prostsze
pojeciowo i latwiejsze do wyprowadzenia, sa wystarczajaco dokladne by wyjasni¢ ogdlne wlasnosci
dyskretnych obliczen.

W uzasadnionych przypadkach bedziemy oczywiscie dyskutowac efekty probkowania; w takich sy-
tuacjach bedziemy rozréznia¢ sygnal ciagly s(¢) od dyskretnej sekwenciji s[n].



