Piotr Jerzy Durka

Wstep do wspolczesnej
statystyki

Wydawnictwo Adamantan



Redakcja: Beata Bednarczuk, Witold Mizerski
Projekt okladki: Pawel Lukomski

[lustracja na okladce:
© zefa/Henryk T. Raiser

Rsiazke zlozyl Autor za pomoca programu KIEX, czcionka antykwa Péltaw-
shkiego. Czcionke te zaprojektowal w latach 1923-1928 grafik i typograf Adam
Péltawski, a polskiej typografii komputerowej przywrdcita Grupa Uzytkowni-
kow Systemu TgX http://www.gust.org.pl

Wszelkie prawa zastrzezone. Zadna czesé tej publikacji nie moze byé reprodu-
kowana zadna metoda ani w zadnej formie bez pisemnej zgody Autora.

Copyright (©2003 by Piotr Jerzy Durka
http://durka.info

Wydawca:
Wydawnictwo Adamantan
ul. Powstancéw Slaskich 106B/33
PL 01-466 Warszawa
tel. (0-22) 4361955, fax 4361965
internet: www.adamantan.com.pl

ISBN 83-85655-82-4
Warszawa 2003

Druk:

OpolGraf SA.

ul. Niedzialkowskiego 8-12
45-085 Opole



Spis tresci

1 Wstep . . . . . . . e
1.1 Co znajdziemy w tej ksiazce i jak z niej korzysta¢ . . . . . . . .. 8
I Statystyka — z komputerem zamiast wzorow 11
2 MonteCarlo . ... .. ... ... .. ... .. .. .. . . 13
2.1 Hazard symulowany . ... ... ... ... ... .. ....... 13
2.2 Jak zmusi¢ komputer do rzucania kostka . . . . .. ... ... 14
2.3 Oceniamy SZansSe . . . . . . . . . . 17
24  Prawdziwe” Monte Carlo . . . . .. .. ... ... ... ... ... 21
3 Bootstrap . . . . .. .. ... 22
4 Testy permutacyjne . . . . ... .. ... ... ... ... 25
4.1 Histogram . . . . . . ... 27
4.2  Weryfikacja hipotez statystycznych — terminologia . . . . . . . . 28
4.3 Poziom istotnoSci testu . . . . .. ... L 28
44 Testy permutacyjne dla wiekszych liczebnosci . . . . . . . .. .. 30
4.5 Test jedno-idwustronny . . . ... ... ... ... ... 32
5 Zastosowania . . ... ... ... ... oo 33
51 Przyklady . .. ... ... ... 33
5.1.1 Urodziny tego samego dnia . . . . .. ... ... ...... 33
512 Trzy wéréd czworga” . . . . . .. ... ... L. 33
513 Awaria2z 12 ... ... ... . ... 0 . 34
5.1.4 Sondy przedwyborcze . . . . . .. ... L. 34
51.5 Poprawa wyniku . . . .. ... o000 35
52 llerazylosowac? . . ... ... ... ... ... ... ... 36

53 Codalej? . . . . .. 37



SPIS TRESCI

IT

6

10

Podstawy teorii klasycznej 39
Prawdopodobienstwo . . . . . ... ... 42
6.1 Definicje prawdopodobiefistwa . . . . .. ... ... 0L 42
6.2 Prawdopodobienstwo warunkowe i zdarzenia niezalezne . ... 45
6.3 Tuwierdzenie Bayesa . . ... ... ... .. ... ... . ... 45
Rozklady prawdopodobienstwa . . . . . ... ... ... .. .. ... 49
7.1 Rozklady ciagle — gesto$¢ prawdopodobiefistwa . . . . . .. .. 50
7.2 Wariancja, korelacja, mediana... . . . ... ... ... ... ... 51

7.2.1 Warto§¢ oczekiwana . . . . .. ... ... 0L 52
722 Mediana . . . ... Lo 52
723 Wariancja . . . ... ... ... 52
7.24 Rowariancja i wspoélczynnik korelacji . . . .. ... .. .. 53
7.3 Rozklad réwnomierny . . . . . ... ..o 53
74 Rozklad dwumianowy . . . . . ... ..o 55
7.5 Rozklad Poissona . . . . .. ... ... .. oo 57
76 Rozklad Gaussa . . . .. ... ... ... ... ... ... .. 59
7.7 Centralne Twierdzenie Graniczne . . .. ... ... ... ... .. 60
Statystyki i estymatory . . . . . .. ... L 63
8.1 Estymator wartoéci oczekiwanej . . . .. ... ... ... 63
8.2 Prawo wielkich liczb . . . . ... ... ... ... 0 00 64
8.3 Estymator wariancji . . .. .. ... ... ... L. 65
Weryfikacja hipotez statystycznych . . ... ... ... .. .. .. 66
9.1 Test Z: rozklad normalny, znaneocip . ... ... ... ... .. 67
9.1.1 Poziom istotno$ci i moctestu. . . ... ... ... ... .. 69
9.1.2  Schemat Weryfikacji Hipotez Statystycznych raz jeszcze . 72
9.2 Rozklad ¢ (Studenta) . . ... ... ... ... ... L. 73
9.2.1 Test ¢ (Studenta) réznicy érednich . . . . . .. ... .. .. 75
9.3 Rozklad x2. .. ... .. . .. ... 77
93.1 Zadokladnie? . ... ... ... ... L. 79
932 Testy?Pearsona. . ... ................... 81
Testy nieparametryczne . . . . .. ... .. ... ... ....... 86
10.1 Test serii Walda-Wolfowitza . . . . . ... ... ... ... .... 88
10.1.1 Testowanie, czy proba jest wynikiem niezaleznych losowan 92
10.1.2 Test zgodnoéci rozkladéw w dwéch populacjach . . . . . 92
10.2 Test rang Wilcoxona-Manna-Whitneya . . . . . .. ... ... .. 93
10.2.1 Statystyka Wilcoxona . . . . . .. ... ... ... ... .. 93
10.2.2 Statystyka Manna-Whitneya . . . . . ... ... ... ... 94

10.2.3 Roéwnowaznos¢ statystyk W, i My - . . . . .0 o L L. 94



SPIS TRESCI 5
III Dodatki 97
A Czego si¢ nie da obliczy¢ . . . . ... ... ... 0L 929
Al Problemstopu. . . ... ... ... .. 100
A2 Notacja O(:) . . . ..o i 100
A3 Problem komiwojazera . . . . . ... ... L0 101
B Programy w jezyku Matladb . . . . .. ... .. ... .. .. ..... 104



Rozdzial 1

Wstep

Nigdy w historii matematyki tak wielu nie popelnialo tak licznych bledéw w tak
niewielu zastosowaniach! — chodzi oczywiécie o statystyke. Dlaczego?

e 7Zdecydowana wigkszoé¢ ludzi korzystajacych z metod statystycznych to
specjalisci w zupelnie innych dziedzinach, wzgledem ktérych statystyka
pelni role sluzebna.

e Klasyczna teoria statystyki powstawala ponad po6t wieku temu i z braku
poddowczas komputerdéw opiera sie na zaawansowanych metodach anali-
tycznych (czytaj: dtugich i skomplikowanych wzorach) oraz koniecznych
do ich wyprowadzenia zalozeniach, nie zawsze spelnianych w praktyce.

e Proba wyjasnienia tej zlozonej teorii na kursie lub w podreczniku dla
nie-statystykow konczy si¢ zwykle katalogiem przepiséw ,kiedy stosowaé
ktory test”. Niestety, zaden katalog nie uwzgledni wszystkich przypad-
kéw, z ktérymi mozemy mie¢ do czpnienia, i nie zastapi zrozumienia
podstaw.?

e Glowna konsekwencja rozpowszechnienia komputeréw jest ulatwienie
dostepu do tych skomplikowanych metod: z wezytaniem danych do spe-
cjalizowanego pakietu statystycznego jako$ sobie poradzimy, potem tylko
trzeba ,doklika¢ si¢” do jakiego$ testu i... komputer zawsze ,wyrzuci” ja-
ki$ wynik. Ale komputer nie przyjmie odpowiedzialnoéci za dobér metody
do problemu i poprawne sformulowanie hipotezy.

!Parafraza wypowiedzi Winstona Churchilla w brytyjskim parlamencie 20 sierpnia 1940 roku,
dotyczacej pilotéw — w duzej czesci Polakéw — walczacych w Bitwie o Anglie: Never in the field
of human conflict was so much owed by so many to so few. (Nigdy na polu ludzkich konfliktow
tak wielu nie zawdzieczalo tak wiele tak nielicznym).

Na przyklad studium 50 artykuléw w najbardziej prestizowym czasopiémie medycznym (New
England Journal of Medicine), w ktérych wykorzystano do analizy wynikéw test ¢ (rozdzial 9.2.1)
wykazalo, ze w ponad polowie z nich uzycie tego testu bylo nieprawidlowe — cytat za [16].



8 ROZDZIAL 1 WSTEP

Na szcze$cie komputery niosa tu réwniez dobra nowine. Sa nia nowe?,
rewolucyjnie proste i intuicyjne metody oparte na idei reprébkowania (ang.
resampling) — testy permutacyjne i bootstrap — oraz mozliwo$¢ szerokiego
stosowania symulacji Monte Carlo. Uwalniajac uzytkownika od skomplikowa-
nej teorii i wzoréw pozwalaja skupi¢ sie na istocie pytania, na ktére statystyka
ma odpowiedzie¢. Ponadto dzialaja czesto w sytuacjach, w ktérych tradycyjne
metody analityczne zawodza (jak np. bootstrap w szacowaniu bledéw zlozo-
nych funkcji).

Nowe metody oparte sa na ,brutalnej mocy” obliczeniowej. Rilkadziesiat
lat temu fakt ten uniemozliwial ich praktyczne zastosowanie (pewnie dlatego
nie zawracano sobie podéwczas glowy ich wymyslaniem). Rilkanascie lat temu
stanowilo to powazna przeszkode w ich rozpowszechnieniu. Dzisiaj stosowanie
tych metod moze Ci co najwyzej uswiadomié, ze komputer na Twoim biurku
ma w sobie wiecej mocy obliczeniowej niz maszyna do pisania, ktéra na co
dzien zastepuje.

Wreszcie niekwestionowanym walorem tych metod jest ich ogromna war-
tos¢ dydaktyczna, umozliwiajaca zrozumienie podstaw przed zmierzeniem si¢
z komplikacjami matematycznymi i ideowymi statystyki klasyczne;j.

1.1 Co znajdziemy w tej ksiazce i jak z niej korzystac

Pierwsza cze$¢ to luzne i bezstresowe (bez uzycia wzordéw) wprowadzenie
podstawowych poje¢ statystyki, dzieki ktorym dochodzimy — weciaz bez zad-
nego wzoru — do calkiem powaznych i przydatnych zastosowan metody Monte
Carlo i reprobkowania (testbw permutacyjnych i botstrapu). Celem tej czeSci
jest:

e zapoznanie Czytelnika z najnowszymi trendami w statystyce,

e umozliwienie samodzielnego i poprawnego rozwiazywania wielu pro-
bleméw statystycznych w sposdb intuicyjny droga symulacji kompute-
rowych, co pozwala na skoncentrowanie si¢ na poprawnym sformulowa-
niu problemu (hipotezy) i znaczaco zmniejsza szanse popelnienia grubego
bledu metodycznego,

e wprowadzenie w sposdb intuicyjny i na konkretnych przykladach pojeé
z klasycznej teorii statystyki (jak np. poziom istotnoéci i moc testu), co
ulatwi zrozumienie czeéci drugie;j.

3ldee testéw permutacyjnych po raz pierwszy zaproponowal R. A. Fischer w latach 1930-tych
jako teoretyczny argument za testem ¢ Studenta (rozdzial 9.2); symulacje Monte Carlo (Stanislaw
Ulam, rozdzial 2.4 na stronie 21) zaczeto stosowac po Il wojnie $wiatowej, gdy pojawily sie pierwsze
komputery. Idee reprobkowania (Julian L. Simon) i bootstrapu (Bradley Efron) w dzisiejszej postaci
sformulowano w latach 80. XX wieku, jednak praktyczne mozliwosci wykorzystania tych metod
na szersza skale pojawily sie dopiero w latach 90. dzieki rozwojowi technologii komputerowej.
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W czesci drugiej calki itp. sa juz nie do unikniecia; jednak liczba wzoréw po-
dawanych bez dowodu ograniczona jest do koniecznego minimum. Znajdziemy
tam:

e podstawy wystarczajace do zrozumienia klasycznej — i wciaz najbardziej
powszechnej — metodologii weryfikacji hipotez statystycznych; stanowi
ona podstawe wigkszosSci zastosowan wnioskowania statystycznego, czyli
stestow statystycznych”,

e dokladne i poparte przykladami omoéwienie najczesciej stosowanych te-
stow: ¢ Studenta, x? dla tabel i dopasowania rozktadu, testu serii Walda-
Wolfowitza i testu rang Wilcoxona-Manna-Whitneya,

e wyprowadzenie od podstaw statystyki testu serii (rozdzial 10.1), co po-
zwala na prze$ledzenie kompletnej drogi powstawania metody statystycz-
nej rowniez w podejéciu klasycznym,

e oparty na wielu dokladnie analizowanych przykladach opis podstawowe-
go schematu weryfikacji hipotez statystycznych, na ktérym opieraja sie
wszystkie powszechnie stosowane testy statystyczne.

Do zrozumienia cze$ci pierwszej nie jest wymagane praktycznie zadne przy-
gotowanie matematyczne. Dla samodzielnego zastosowania opisywanych w niej
metod konieczne jest zastosowanie dowolnego jezyka programowania badz spe-
cjalizowanego pakietu statystycznego.

Przyswojenie podstawowych poje¢ wprowadzonych w czesci pierwszej
znacznie ulatwia zrozumienie czeéci drugiej, w ktoérej korzysta sie juz z po-
jecia calki i podstaw kombinatoryki.

Pierwsza cze$¢ ksiazki oparta jest na intensywnym wykorzystaniu kom-
puteréow. Dodatek A opisuje ogdlne ograniczenia, ktorym podlegaja wszelkie
rozwiazania probleméw za pomoca maszyn liczacych.

Na koniec Dodatek B zawiera oryginalne teksty wszystkich programoéw,
wykorzystanych do tworzenia rysunkéw i wykonywania obliczen prezentowa-
nych w tej ksiazce, w jezyku Matlab. Jest to jezyk wysokiego poziomu o sto-
sunkowo intuicyjnej skladni, dzieki czemu teksty te moga stanowi¢ uzupelnie-
nie opisywanych algorytméw réwniez dla os6b nie korzystajacych z pakietu
Matlab. Studiowanie tych programéw nie jest bynajmniej konieczne do zrozu-
mienia prezentowanych w ksiazce zagadnien. Programy te, jak réwniez inne
zwiazane z ksiazka materialy i ewentualne uaktualnienia, znalez¢é mozna w In-
ternecie pod adresem http://statystyka.durka.info.
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