Rozdzial 1

Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Ogolnie w procesie estymaciji na podstawie prob z* (kazde x* moze by¢ wektorem) wyznaczamy para-
metr )\ (w og6lnym przypadku rowniez wektor) opisujacy domniemany rozklad prawdopodobienstwa. Na
podstawie tegoz rozktadu mozemy z kolei okresli¢ a posteriori prawdopodobienstwo proby x*. Logicz-
nym wydaje sie postulat, aby parametr(y) A dobiera¢ tak, aby zmaksymalizowaé prawdopodobiefistwo a
posteriori prob, z ktérych je wyznaczamy. Funkcja wiarygodnosci nazywaé¢ mozemy iloczyn prawdopo-
dobienstwa a posteriori dla N dostepnych préb

N
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Szukamy jej maksimum, czyli (zwykle) zera pochodne;j.

Przyklad 1

Wyznaczanie stalej fizycznej na podstawie N réznych eksperymentow (o réznej dokladnosci). Niech
bledy podlegaja rozkladowi Gaussa.

Estymowany parametr A to warto$¢ oczekiwana stalej. Prawdopdobienstwo a posteriori wyniku z;
eksperymentu o danej wariancji o2
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Funkcja wiarygodno$ci
N — (a2t —=x)2

L:H Ti, A H\/ﬂoz (1.3)

a jej logarytm

Z Zln (V270o;) (1.4)

i=1 i=1

Maksimum przewidujemy zwykle w zerze pochodne;j
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2 ROZDZIAL 1. METODA NAJWIEKSZEJ WIARYGODNOSCI

1.1 Regresja liniowa

Pary pomiaréw (x;,y;). Dla kazdego x;,y; traktujemy jak zmienna losowa z rozkladu normalnego o
wartoéci $redniej a + b x; i wariancji o?. Prawdopodobiefistwo a posteriori otrzymania N wynikow y;

dla okreslonych z; przy zalozeniu wartoéci a i b.

N( by
1 y;—a—bx;
N 1 _55 wgiQw

(yj—a—bwy)” 1 2
u - J(z@n}}lo_f

<
I
|
o
|
I
8
¥
S

i

f@|Z a,b) =

logarytmiczna —funkcja wiarygodnosci:

o; zwykle nie znamy, mozemy przyjac Vio; = o. Pozostaje szukanie minimum sumy S = Z (yi
i=1
w zerze pochodnej po parametrach «a i b:
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1.1. REGRESJA LINIOWA

1.1.1 Interpretacja wspolczynnika korelacji

Rozwazmy wariancje zmiennej y z poprzedniego rozdziatu. Niech y? = a + bz;
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Calkowita wariancie zmiennej y podzielilismy na dwa czlony: wariancje estymaty y? wokol wartosci
éredniej ¥ i wariancje obserwowanych y; wokoél estymaty y? (trzeci czlon znika).
Wspolczynnik korelacji mozemy estymowaé jako

N 2
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Rozdzial 2

Analiza Wariancji

2.1 Rozklad F

Niech zmienne z i ¥ maja rozklady x? o odpowiednio f; i fo stopniach swobody. Zmienna

1
=T
p=Il_ 2 (2.)
Y Jiy
posiada rozklad F' z f; i fo stopniami swobody (warto$¢ oczekiwana E(f) = (fofQ))
f1 f1+fo
3 (L 4 ) —T32
f(F) = <ﬁ> PG ph (1 + ﬁF) (2.2)
w) we U
2 2
Dla préby z rozkladu normalnego wielkoé¢
f,=2,1,25 £,=5,1,=2 f,5, 1,250
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Rysunek 2.1: Rozklad F' Fischera dla przykladowych iloéci stopni swobody f1 i fo.

==)2

=i (23)

o
i=1
podlega rozkladowi x? o f = N — 1 stopniach swobody. Jeéli dwie takie proby zostaly pobrane z jednej
populaciji, to iloraz
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podlega rozkladowi F o f,i f, stopniach swobody.



6 ROZDZIAL 2. ANALIZA WARIANCII

2.2 Analiza wariancji (ANalysis of VAriance - ANOVA)

N obserwacji {x;};=1..n podzielonych na k grup wedle jakiego$ kryterium: N = nj+na+...+ny. Srednie
wewnatrz grup

Uz
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Ti= = g 25
T s Tij (2.5)
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Rozwazmy sume kwadratéw odchylen wszystkich elementéw proby od wartosci éredniej calej proby:

i=1j=1 i=1j=1
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k N4 k ng k
S (i =) =D (@i —Ti)+ D> _ni@i —T)* = %0, + Soom (2.9)
i=1j=1 i=1j=1 i=1
Jesli wszystkie pomiary pochodza z tej samej populacji o wariancji o2, to
Swew . Spom
o2 g (210)

podlegaja rozkladom x? o odpowiednio n —k i k—1 stopniach swobody. lloraz

(n— k) Spom

ET)s (2.11)
podlega rozkladowi F'o k—11i n —k stopniach swobody. Wyrazenia
— kZZ(mij — ;) oraz P 127%(@ —7)? (2.12)
i=1j=1 i=1
czyli
2 s2
% oraz % (2.13)

sa nieobciazonymi estymatami wariancji populacji.



Rozdzial 3

Elementy statystyki
wielowymiarowej

3.1 Dwumianowy rozklad normalny

flt) = ke~ 3(t—mAt—m)T

t = (z,y)— wektor zmiennej losowe;j

p = (u1, p2)— wektor wartosci oczekiwanych
k— stala normalizjaca

A— odwrotnoé¢ macierzy kowariancji C'
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(3.2)

Rysunek 3.1: Dwumianowy rozklad normalny, warto§¢ prawdopodobienstwa jako wysoko$¢ nad plasz-

czyzna

3.2 Macierz kowariancji

C=Elw—pz—mw, =Bz —pi)(z; — )]



8 ROZDZIAL 3. ELEMENTY STATYSTYRI WIELOW YMIAROWEJ

dla v = (z1,22) 1 p= (1, p2)

c=r|(5o )mommw] = [(Z {(xpltz)(iﬂ ) ) [(2 [(zil)(zﬂ wall |
e e

Interpretacja wspoélczynnika korelacji znajduje sie pod haslem Regresja liniowa.

3.3 Analiza wariancji wielu zmiennych (Multivariate ANalysis
of VAriance - MANOVA)

Zmienna losowa X opisywana wektorem (z1, ..., z), podobnie warto$¢ $rednia staje sie¢ wektorem o tym
samym wymiarze: (1, ..., pg ). Macierz kowariancji (zdefiniowana w 3.2) zmiennej losowej

var(z1)  cov(xi,x2) ... cov(xr, k)
g— cov(xa,21) var(zs) e cov(xa, xE) (3.5)
cov (a:k, x1) cov(:;:-;;,xg) Um;-(.xk)
gdzie:
var(a;) = 0, = B((2; — p:)?) (3.6)
cov(zi, k) = 0, 2, = E((xi — pi)(@p — p)) (3.7)
Wielowymiarowy rozklad normalny
B(X) = L — s o (3.6)

NCOEVE

Od tego momentu przyjmujemy, ze zmienne X podlegaja takiemu wlaénie rozkladowi. Jesli X pochodza
z proby podzielonej na grupy, to podobnie jak w ANOV A mozemy skonstruowaé macierze wariancji
wewnatrzgrupowych i miedzygrupowych i dowies¢, ze S = Syew + Spom.- lloraz wyznacznikéw macierzy

Swew 15 podlega rozkladowi A Wilksa: A = ‘S‘lg“"wl = Sw‘j "”jgiom‘ i sluzy testowaniu hipotezy o braku

réznic miedzy grupami. Ogdlnie statystyki Wilksa mozna uzywaé¢ do testowania hipotezy h w postaci

A= @Swi:‘_”gw, gdzie S, — macierz kowariancji odpowiadajaca testowanej hipotezie.



Rozdzial 4

Niektore z pominietych hasel — w
skrocie:

4.1 Analiza skladowych gléwnych (Principal Components Ana-
lysis, PCA)

Przedstawiamy macierz kowariancji w postaci diagonalnej

11 Ti2 ... Tik )\1 0 0 11 T21 e TRl
T21 T2 ... T9g 0 )\2 0 T12 T922 ... Tk2
Tkl Tk2 e TkR 0 0 /\k Tk T2k e TkR

Wielkosci \; sa rozwiazaniami réwnania |[S — M| = 0, a wektor r; osiami nowego ukladu wspolrzednych.
Skladowe PCA sa liniowymi kombinacjami obserwowanych zmiennych.

Rysunek 4.1: Rierunki skladowych gléwnych (PCA) w dwoch wymiarach

4.1.1 Analiza dyskryminacyjna (Discriminant Analysis)

Wielowymiarowe wektory proby X mamy podzielone na grupy, szukamy funkcji najlepiej je rozdzie-
lajacej, ktora umozliwi zaklasyfikowanie nowej obserwacji. Rozdzielenie grup odpowiada w przypadku
jednowymiarowym maksymalizacji stosunku wariancji miedzygrupowej do wariancji wewnatrzgrupowe;j

(n— k) Spom
(k—1) swew

W przypadku wielowymiarowym mamy do czynienia z macierzami kowariancji; mozemy rozpatrywac
wielkoé¢

F= (4.9)

/
a’'Spoma
F, P

— 43
@' Swewd (43)



10 ROZDZIAL 4. NIEKTORE Z POMINIETYCH HASEL — W SKROCIE:

Maksymalizacja tej wielkoéci wzgledem a daje wektor wlasny macierzy S}, Spom odpowiadajacy naj-

wiekszej wartoéci wlasnej. Wektory wlasne odpowiadajace kolejnym wartoéciom wlasnym zwiemy wspol-
rzednymi dyskryminacyjnymi, tworzacymi przestrzen dyskryminacyjna.

4.2 Analiza czynnikowa (Factor Analysis)

opiera sie na zalozeniu istnienia ukrytych czynnikéw, stara sie przedstawi¢ obserwowane zmienne w
postaci:

obserwowana zmienna = liniowa kombinacja czynnikéw + blad
w odroéznieniu od PCA, realizujacej model

sktadowa = liniowa kombinacja obserwowanych zmiennych

4.3 Analiza skupien — Cluster Analysis

Wejsciem dla tej procedury jest zestaw danych, a wyjéciem ich podzial na grupy. Mozna go zrealizowaé
na wiele sposobéw: N punktéw z'...2", z ktérych kazdy opisany jest przez k cech z1...xy.

4.3.1 Metody polegajace na kolejnym laczeniu punktow

Startujemy z N klastrow jednopunktowych, w kazdym kroku laczymy najblizsze. Wynikiem dzialania
jest drzewo laczenia, na ktérym sami musimy wybra¢ iloé¢ klastrow. Wynik zalezy silnie od przyjetych
definicji odleglosci miedzy klastrami oraz definicji odlegloéci miedzy punktami.
Odleglosci miedzy punktami:
k

e Odleglos¢ Euklidesowa d(z,y) = 1/ > (z; — y;)? (czula na rézne skale cech).
i=1

k
> @-7)(y-7)

i=1

e Odleglos¢ korelacyjna d(z,y) = 1 — p(x,y), gdzie p(x,y) = (znormalizowana do

OOy
przedzialu (0,2), mniejsza im lepiej skorelowane punkty).

Odleglosci miedzy klastrami:

e Najblizszego sasiada (single linkage) - odleglo$¢ miedzy dwoma najblizszymi elementami klastréw
Ai B: d(A, B) = min, , d(z,y), zre€A yeB

e (complete linkage) - odleglo$¢ miedzy dwoma najblizszymi elementami klastrow A i B: d(A, B) =
maxg , d(x,y), r€A yeB

e (centroid) - odleglo$¢ miedzy $rodkami klastrow,

e (avarage) - $rednia odleglosci, itd...

4.3.2 Metoda R-$rednich (K - means)

Wybieramy iloé¢ klastrow, podzial dokonywany jest w iteracyjnej procedurze dazacej do minimalizacji
stosunku wariancji pomiedzy klastrami do wariancji wewnatrz klastrow - niejako ANOV A bez ustalone-
go wstepnie przyporzadkowania, maksimum F' poszukiwane droga przemieszczania elementéw miedzy
klastrami.

4.4 Scyzoryk (jacknife)

Jest to metoda analogiczna do bootstrapu, w ktorej powtoérzenia generowane sa przez usuwanie z proby
kolejno po jednym elemencie. W poréwnaniu z bootstrapem daje w niektérych przypadkach oszczednoséé
iloéci obliczen, ale ze wzgledu na generowanie prob o mniejszej liczebnoéci niz oryginalna wymaga stoso-
wania mniej intuicyjnych wzoréw. Jedli chodzi o efektywno$é, to w przypadku liniowym jest dokladnym
przyblizeniem bootstrapu, jednak w pozostalych przypadkach moze prowadzi¢ do wigkszych bledow.



