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Zadanie 1 (transformacja Lorentza pedu i energii)
Podaj posta¢ transformacji Lorentza pedu i energii.

Rozwiazanie
cp =7(cp,—BE), cp, =7 (cp; +AE'),
cp, =cp,, . cp, =cp;,
pf Py oraz transformacja odwrotna: Py p,y
cp, =cp,, cp, =cp,,
E'=y(E-pcp,). E =y (E'+fcp,),

Zadanie 2 (jednostki eV, eV/c i eV/c?)

Masa protonu wynosi (okoto) 1,67-10727 kg. lle wynosi jego energia spoczynkowa? Wynik podaj w jednostkach
MeV. Podaj mase protonu w jednostkach MeV/c?. Zapamietaj te warto$é, jak rowniez warto$¢ 0,5 Mev/c? masy spoczynkowej
elektronu oraz fakt, ze ma on mase¢ (okoto) 1840 razy mniejszg od masy protonu. Podaj, w jednostkach MeV/c, ped protonu,
jesli porusza si¢ on z predkoscia 0,8c.

Rozwiazanie
Energia spoczynkowa protonu:
2
£y =mc? =1,67-10 kg -9-10° " 15,0310 1 =15,03.10% LV _15,03.001 1€V _g 55,408 LV
S eV 16-107°C-V
~ 940 MeV
Masa spoczynkowa i ped:
E
m=20 _gao MYV o pem =98 m —0,75¢c.940 MEY < 700 MEV.
c? c? 0,8 c? c

Uzupetnienie: jednostki keV, MeV, GeV i TeV.

Zadanie 3 (rozpad — warunek mas — zasada zachowania energii)

Jaki warunek muszg spetnia¢ masy my, i M czastek b oraz ¢, aby mogty powstaé z rozpadu czastki a 0 masie m,?
Rozwiazanie

Rozpatrzmy rozpad w uktadzie odniesienia, w ktorym czastka a spoczywa. W ukltadzie takim, jej energia dana jest
catkowitg energig spoczynkows, czyli jej masg. W wyniku rozpadu, czastki b oraz ¢ maja pedy pa i pe. Zasada zachowania
energii mowi, ze energia calkowita przed rozpadem musi by¢ taka sama jak taczna energia calkowita wszystkich produktow
uzyskanych w wyniku rozpadu

m,c? = \JmZc* +¢2p? +Jmic’ +c?p? .
Spetienie tego zwigzku wymaga, aby suma mas produktéw rozpadu byta mniejsza lub co najwyzej rdwna masie czastki
rozpadajacej si¢
my > my +me.
W szczegoélnoscei, w zadnym wypadku w wyniku rozpadu nie moze pojawic si¢ czastka o masie wigkszej niz masa czastki
rozpadajacej si¢. W reakcjach rozpadu, obok takiego typu warunku, wystepuja czgsto dodatkowe reguty wyboru, zwigzane
z zasadami zachowania pewnych liczb kwantowych.

Zadanie 4 (rozpad mezonu z ™)

Mezon 7z * 0 masie (spoczynkowej) m, = 140 MeV/c? rozpada sie w spoczynku na lepton x* 0 masie (spoczynkowej)
m, = 105 MeV/c? i neutrino, ktérego masa jest na tyle mata, Ze mozemy bezpiecznie przyjaé, ze jest rowna zeru. Znajdz pedy
i energie (catkowite) produktow rozpadu.
Rozwiazanie

Zasada zachowania pedu mowi, ze suma pedow produktow rozpadu musi by¢ rowna pedowi czastki rozpadajace;j sie,
a to implikuje rownos$¢ wartosci pedow

O=p,=p,+P, = P=P,=D,

i przeciwne zwroty. Podstawiajac ten wynik do zasady zachowania energii, kiedy to catkowita warto$¢ energii uktadu po
reakcji musi by¢ taka sama jak przed reakcja. Kiedy mezon 7 jest w spoczynku, wiec jego catkowita energia jest dana jego
energia spoczynkowa, otrzymujemy rdwnanie na nieznany ped p

E,=E,+E, = mc’=/c’p’+mic’ +cp,

ktore rozwigzujemy



mZc’ —mic*
m,c’ —cp = jc*p* +mic’ =(m_c*—cp) =c’p’+mic’ = mic’ —2m c’p=m’c* = cp = ——-"—=30,6 MeV.
¢ —cp=,Jolp? +mict = (m.c? —cp) =c7p? p= p=—"—

T

Znalezione wyrazenie jest takze pedem (i energig = 30,6 MeV) neutrina. Energie mionu otrzymujemy ze zwigzku

2.4 n2.8)\2

m?c* —m’c 1 2 m’c* +m?c’

E,=,|| —=—=—| +mc’ = 5 \/(mf,c“ —mf,c“) +4mZc'mict = ———*—=109,4 MeV .
2m_c 2m_c 2m_c?

Zadanie 5 (ruch ukladu $rodka masy)

Dany jest uktad n czastek o masach mj, pgdach pj oraz energiach catkowitych E; = 4/ mizc4 +c? piz . Z jaka predkoscia

i w ktora strong porusza si¢ uktad ich §rodka masy?
Rozwiazanie

Catkowity ped uktadu czastek wynosi: P = zln: , Pi - Zorientujmy ukfad U (ten, w ktorym zadane sa pedy pi) oraz

poszukiwany uktad U’ tak, aby o$ X kazdego z nich byta skierowana zgodnie ze zwrotem wektora P. Z transformacji Lorentza
mamy

CPy = 7(Cpix - PE; ) .
Zsumujmy wszystkie pedy

oB;=c3 0l =1( <3 p, -3 E |
i=1 i=1 i=1
i zazadajmy, by ped ten byt rowny zero

n n Ci Pix Ci p;
O:CF’X':y[CZpiX—ﬁZEij = pf=—21_ = p=—
" " in ZEi

Pozostate sktadowe wektora pgdu P sa rowne zeru z konstrukeji. Uktad n czastek mozemy potraktowac jako jedng czastke
n

,»Ztozong” o masie wlasnej M (zwanej masg niezmienniczg uktadu czastek), pedzie P i energii E = Z E;.Skad: g= % .

i=1

Zadanie 6 (reakcjaa+b—d +e)

Czastka a 0 masie ma i pedzie pa w laboratorium zderza si¢ ze spoczywajaca czastka b 0 masie my. W wyniku reakcji
a+b— d+ e powstajg czastki d oraz e 0 masach mq i me. Jakie sg pedy tych czastek w uktadzie $rodka masy i uktadzie
laboratoryjnym? Czgstka d emitowana jest pod katem ¢’ w ukfadzie $rodka masy. Pod jakim katem uleci ona oraz czgstka e
w uktadzie laboratoryjnym?

Rozwiazanie

Przejdzmy do ukladu $rodka masy czastek a oraz b. W uktadzie tym mamy jedna, spoczywajaca ,.kwaziczastke”

0 masie M

Mzc“:Ez—czPZ:(zn:Ei] (ch] =(E, +my )—czpa EZ+2E,m,c? +mic’ —c?p?
i=1

=m’c* +2E,m,c? + mic’.
Dalej zadanie rozpatrujemy jak rozpad tej czastki ,,ztozonej” na czastki d oraz e.

Zadanie 7 (stala Plancka)

Podaj warto$¢ statej Plancka h = 6,6-10%* J-s w jednostkach MeV-fm/c. Fotony $wiatta widzialnego o jaskrawe;j
barwie pomaranczowej, emitowane przez rozgrzany sod majg dtugos¢ fali A =590 nm. Oblicz energie takiego fotonu.
Rozwiazanie

h~6,6101.5=41.10 2 MEVS-C_ 41020 MEVES 5 15 g5 TM g5 53,492 MEV-TM
C Cc S
5 :L ~ 200 MeV -fm
2r
Energia fotonu:
2> MeV-fm
he 12310 12,310 . 1230

E=hv=—= c = eV = eV ~2,08eV.
A 590-10° fm 590 590




Zadanie 8 (krawedz Comptona)

Maksymalna energia kinetyczna E, jaka spoczywajacy elektron moze przeja¢ w wyniku rozpraszania
Comptonowskiego odgrywa rolg w pomiarach widma promieniowania gamma za pomoca detektoréw scyntylacyjnych.
Wspomniana warto$¢ nazywana jest krawedzia Comptona. W pewnym eksperymencie stwierdzono, ze krawgdz Comptona
wynosi 510 keV. Oblicz energi¢ E padajacego promieniowania gamma.

Rozwiazanie
Elektron uzyska maksymalng energi¢ w zderzeniu, jesli zostanie popchnigty w kierunku lotu kwantu, a kwant si¢ odbije. Niech
dodatni kierunek osi Ox wyznacza kierunek lotu pierwotnego kwantu. Wprowadzmy oznaczenia:

E — energia kwantu przed zderzeniem,

p - ped kwantu przed zderzeniem,

p,— ped kwantu po zderzeniu,

E, — energia kwantu po zderzeniu,

E. — energia elektronu po zderzeniu,

pe — ped elektronu po zderzeniu.

Wypisujemy zasady zachowania:
E+mc’=E, +E,  p=p.—p,.
i przepisujemy je do postaci:
E+mc®-E,=E, p-p.=-p,.
Podnosimy obustronnie do kwadratu, mnozymy drugie przez ¢? i odejmujemy je od pierwszego:
<E+mc2—Ee)2—(p— pe)c?=E2—c’p>=0.

Wykonujemy kwadraty po lewej stronie:
E?+m?c* + E2 + 2mc?E - 2EE, - 2mc’E, —cz(p2 ~2pp, + pez):O :
i porzadkujemy:
2.4 2 2 2
m°c” +mc“E - EE, -mc“E, +c“pp, =0.
Otrzymali$my juz rdwnanie z poszukiwang energig E, ale wyrazone przez pgd fotonu i elektronu oraz energi¢ catkowita

elektronu. Wyeliminujmy najpierw oba pedy, podstawiajac: E = cp oraz cp, =+ Ee2 —c'm?

m?c* + mc?E — EE, - mc®E, + E\JEZ - ¢’ m? =0
E(,/Ee2 —c'm? —(Ee —mc2>)= mc? (Ee —mcz)

W koncu, wprowadzmy energi¢ kinetyczna elektronu po zderzeniu: E, = E, — mc? :

oraz porzadkujemy:

E( B (Ex +2mc2)—Ek):mc2Ek

a trzymujemy
E_ mc’E, _ mc? )
JEc(Ec+2me?) -, \/1+2mcz_1 V3-1
Ek

Zadanie 9 (dylatacja czasu)
Uktad odniesienia U’ porusza si¢ z predkoscia v wzgledem uktadu U wzdhuz

jego osi Ox. W chwili, gdy poczatki obu uktadow mijaja sig, zegary sa synchronizowane,
tj. ich wskazania ustawiane sg na zero i uktady podrozuja dalej. Co powiedza
obserwatorzy w kazdym z uktadéw o tym, jak ptynie czas w drugim uktadzie w czasie
dalszej podrozy?
Rozwiazanie

Uktad U(x,ct) to uktad, w ktorym obserwujemy uktad U’(x’,ct’) oddalajacy
z predkoscia v wzdhuz osi Ox. Niech w uktadzie U na zegarze, ktory znajduje si¢
W poczatku uktadu wspotrzednych, uptynie jedna godzina od momentu, kiedy to poczatki
obu uktadow si¢ mingty — na wykresie Minkowskiego obrazuje go puste kotko okreslone
symbolem A. W uktadzie U’ wspétrzedna czasowa ct’ tego zdarzenia prezentuje petne

koétko oznaczone literg A°. Podobnie, jesli na zegarze znajdujacym si¢ w poczatku ukladu
wspotrzednych uktadu U’ mineta godzina, co pokazuje puste kotko oznaczone
symbolem B, to wspotrzedna czasowa ct’ tego zdarzenia w uktadzie U okre$lona jest punktem B’. Na rysunku narysowana jest
takze, linig przerywana, hiperbola skalujgca osie czasowe wszystkich uktadow. Jasno widaé¢ (nawet jesli hiperbola nie jest
wiernie oddana), ze kazdy z obserwatorow bedzie twierdzil, ze zegary ,,tego drugiego” si¢ p6znig.
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SprawdZzmy to rachunkiem. Zdarzenie A w uktadzie U ma wspotrzedne (0,ct), co obserwatorzy w uktadzie U’ opisza
wspolrzedng ct’ = jct, ktora jest ewidentnie, o czynnik y, wigksza od jednostki czasu w uktadzie U, a wigc zegar w uktadzie U
sie p6zni. Wybierzmy teraz zdarzenie B o wspotrzednych (0,ct’) w uktadzie U’. W uktadzie U zdarzenie to bedzie miato
wspoélrzedng ct = jyet’, a wige wigksza niz warto$¢ ct’ — zegar w uktadzie U’ si¢ p6zni.

Zadanie 10 (wzgledno$¢ rownoczesnosci i kontrakcja Lorentza)

W poczatek i koniec jadacego z predkoscia v pociagu o dlugosci Lo w jego uktadzie wlasnym uderzyly dwa pioruny,
zostawiajac $lady na torach i na pociagu. Obserwatorzy w ukladzie pociggu stwierdzili, ze pioruny te uderzyty jednoczesnie.
Co powiedza obserwatorzy w uktadzie zwigzanym z torami? Jaki odstep czasowy mi¢dzy uderzeniami pioruna oni odnotuje?
Ile wynosi odlegto$¢ miedzy $ladami na torach? Jaka jest dlugo$¢ pociggu w uktadzie odniesienia zwigzanym z torami?

Rozwiazanie:
Z rysunku wynika, ze w Uktadzie zwigzanym z torami odnotujemy cth )

najpierw uderzenie pioruna w koniec pociagu (punkt A), a nastepnie w jego linia éwiata | linia $wiata pasaZerc’)\/N

poczatek (punkt B). Aby znalez¢ odstep czasowy migdzy zdarzeniami, ’

musimy przetransformowa¢ punkty A = (0,—Lo/2), B = (0,Lo¢/2) wyrazone

w uktadzie pociggu, do uktadu dréznika. W tym celu skorzystamy

z transformacji Lorentza, z kt6rej znajdujemy

ct, =}/(Ct'+ﬂx;\):—yﬁ%

konca pociagu

L

L, L,
= t,-t, =82+ 2=
8 7ﬂ2c 7ﬂ20 c

ct, :y(ct’+ﬂxg):7ﬂ%

] linia $wiata
Przyktad ten nie moze postuzy¢ do znalezienia dtugosci pociagu, jaka poczatku pociagu

zmierzymy w uktadzie zwiazanym z torami metodg pomiaru odlegto$é
miedzy $ladami na torach

x=y(X'+pct') = {X;\:—y%,xéz}/%} = AX=Xy—X, =7L,,

gdyz w tym uktadzie pioruny nie uderzyty jednoczesnie. W trakcie migdzy jednym a drugim uderzeniem pioruna, pociag
przejechal pewien odcinek po torze. Musimy wige od wielko$ci Ax odjaé odcinek dx

OX= (tB _tA)v :%U = 7ﬂ2|-0 )
jaki przejechat pociag. W wyniku otrzymujemy
, 1-p? 1
L= M= 8x= L= 1L = (1= 7 )Ly = =21 = i- 7L, = 21,
1= e

Jest to przyktad kontrakcji Lorentza: obiekty w ruchu sa krétsze o czynnik 1/y0d obiektdw w spoczynku.

Zadanie 11 (efekt Dopplera)

Uktad U’ wiazemy z relatywistycznym $wietlikiem poruszajacym si¢ ze stalg predkoscia, zadang parametrem f,
wzgledem uktadu U. Swietlik ten oddala sie po linii prostej, mrugajac z okresem To W uktadzie wiasnym. Jaka czestosé v
mrugania odnotujg obserwatorzy zwiazani z uktadem U? Jaka czesto$¢ v mruga $wietlika zmierzy pojedynczy widz
usadowiony w poczatku uktadu U?

Rozwiazanie

Zacznijmy od wykresu Minkowskiego. Na linii §wiata c¢’ $wietlika zaznaczone
sg trzy punkty czasowe O, A i B, w ktorych $wietlik mruga. Odstep czasowy OA oraz AB, ct} widz Swietlik ¢
mierzony w uktadzie wlasnym $wietlika, wynosi To. Pozycja x’ $wietlika w jego uktadzie
wilasnym wynosi zawsze x” = 0. Pozwala nam to, z transformacji Lorentza, znalez¢
wspoélrzedng czasowa punktu A w naszym ukladzie (widza)

cT =y(ct'+ Bx")=ycT,.

Jest to stawetne wyrazenie na dylatacj¢ czasu.
Pojedynczy widz dostrzeze pierwszy btysk dopiero wtedy, gdy znajdzie sig¢ X'

w punkcie 4", gdyz musi odczeka¢ dodatkowy przedziat czasu, nim §wiatto dotrze do A A

niego. Ten przedziat czasu okreslony jest przez odleglos¢ x, jaka przebyt §wietlik do

momentu wystania sygnalu w punkcie A. Odleglto$¢ t¢ znajdujemy z transformacji

Lorentza

x =y (X + pct’) = yBcT, e
Dzielac te odlegtos¢ przez predkos¢ §wiatla, otrzymujemy czas, jaki §wiatlo potrzebuje na o X

propagacje z punktu A do 4", a dodajac go do wyrazenia na dylatacj¢ czasu, znajdujemy



1+p 1+p 1+
T, = T, = Ty
N Ja-5)(1+5) 1-p5

Wyrazenie to pozwala znalez¢é czgstos¢ v, mlerzona} przez pojedynczego widza, z jakg mruga $wietlik

/ 1-p8 1
= ; »/ gdy v=0, v,=—.
1+ ij? 0 T,

Ten sam wzor dotyczy kazdego zjawiska okresowego, a wiec tez i czasu, ktory uptywa miedzy przejsciem obok nas dwoch
kolejnych grzbietow fali elektromagnetycznej, a wiec dotyczy takze czestosci fali $witata. Jesli przypomnimy sobie ze szkoty
zwigzek taczacy czestos¢ v 0 z dugoscia fali A i jej okresem T

lzgzﬂ,
14

T”:7T0+7ﬂTo 1+IB

to stwierdzimy, ze

(L+p) _ 148 A
Fo =gy oraz S5 =2l

1-p° J1-p5° b Ak 1-p

i widzimy, ze jesli zrodto swiatta si¢ oddala (£ > 0), zwicksza si¢ dlugosc¢ fali wysytanego przez niego $wiatla , co zargonowo

okreslamy mianem przesuni¢cia ku czerwieni, natomiast przy przyblizaniu si¢ Zrodta (S5 < 0), jego dtugos¢ maleje, czyli staje
sie bardziej niebieskie. Efekt ten nazywamy zjawiskiem Dopplera. Jesli predkos¢ v poruszajgcego sie obiektu jest mata, to

A=dy
fg——ﬂ

ﬁ

%
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