
Programowanie
Dariusz Wardecki, wyk. II
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Powtórzenie

Co wypisze program?

…
char x, y, z;
x = '1';
y = '3';
z = x + y;
cout << z << endl;
…
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Powtórzenie
Znajdź błąd w poniższym 

fragmencie kodu?

…
short int x, y;
x = 65535;
y = x + 1;

cout << y << endl;
…
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AlgorytmyAlgorytmy Podstawy

Co to jest algorytm

Algorytm
SkoÒczony zbiór dobrze zdefiniowanych instrukcji przeznaczony do
wykonania okreúlonego zadania, który przy ustalonym stanie poczπtkowym
pozwala na uzyskanie odpowiedniego, rozpoznawalnego stanu koÒcowego
w skoÒczonym czasie.

W uproszczeniu

Metoda poszukiwania (lub tworzenia) rozwiπzania zadanego problemu.

Nie dla kaødego problemu istnieje skuteczny algorytm pozwalajπcy znaleüÊ
rozwiπzanie.

Problemy nieobliczalne (algorytm nie istnieje, np. busy beaver).

Problemy, dla których algorytmy sπ zbyt z≥oøone (wykonywanie
programu trwa≥oby zbyt d≥ugo).
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AlgorytmyAlgorytmy Podstawy

PoprawnoúÊ algorytmów

Stan poczπtkowy dla algorytmu

Dane wejúciowe (ang. input data).

Stan koÒcowy dla algorytmu

Wynik (ang. result).

Definicja poprawnoúci algorytmu

Algorytm jest poprawny (ang. correct), gdy dla kaødych dopuszczalnych
danych wejúciowych jednoczeúnie spe≥nione sπ dwa nastÍpujπce warunki:
1 Wynik jest otrzymywany w skoÒczonej liczbie kroków — problem
zatrzymania (stopu).

2 Wynik stanowi rozwiπzanie problemu, dla którego algorytm zosta≥
stworzony.
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Algorytmy

• Oblicznie reszty z dzielenia (operacja modulo)

• Algorytm Euklidesa

• Sito Eratostenesa

• Uniwersalny algorytm mnożenia (russian 
peasant algorithm)

• Przeszukiwanie binarne (ang. binary search) lub 
bisekcja (ang. bisection)

Przykłady:
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Algorytmy
Obliczanie reszty z dzielenia 
niech n i m będą liczbami naturalnymi, n > m

1.Niech k = n

2.Jeśli k < m, to k jest resztą z dzielenia, k = n%m

3.Niech k = k - m

4.Przejdź do kroku 2
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Algorytmy
Algorytm Euklidesa

Niech n i m będą liczbami nauralnymi, n > m. Wyznaczamy 
największy wspólny dzielnik n i m, czyli NWD(n, m)

Obserwacja
Jeśli r jest resztą z dzielenia n przez m, to n = km + r (dla
 pewnego całkowitego k), więc NWD(n, m) = NWD(m, r)
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Algorytmy
Algorytm Euklidesa

Niech a, b i r będą miejscami do przechowywania 
wyników

1.Niech a = n i b = m.
2.Niech r = a%b (resztę z dzielenia a/b zapisujemy w r).
3.Jeśli r = 0, to NWD(n, m) = b.
4.Niech a = b i b = r.
5.Przejdź do kroku 2.
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Algorytmy
Sito Eratostenesa - chcemy ustalić, które z liczb naturalnych nie 

większych od zadanego N są liczbami pierwszymi.

1) Niech k = 2

2) Jeśli k²  > N, zbiór A zawiera tylko liczby 

pierwsze

3) Usuwamy z A wszystkie wielokrotności k, 

począwszy od k² 

4) W m zapisz najmniejszą liczbę ze zbioru A 

większą od k.

5) Niech k = m.

6) Przejdź do kroku 2).

A = {2,3, …, N}, k i m - miejsca do przechowywania pośrednich 
wyników
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Algorytmy
Algorytmy Przyk≥ady algorytmów

Uniwersalny algorytm mnoøenia

Russian peasant algorithm

Obliczamy wynik mnoøenia dwóch nieujemnych liczb ca≥kowitych a i b:
1 Niech a0 = a, b0 = b i k = 0.
2 Niech k = k + 1.
3 Niech ak = ak≠1/2 (dzielenie bez reszty) i bk = 2bk≠1.
4 Jeúli ak > 1, to przejdü do kroku 2.
5 Wynik mnoøenia jest sumπ wszystkich bk (k = 0, 1, 2, . . .), dla
których odpowiadajπce im ak sπ nieparzyste.
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Uniwersalny algorytm mnożenia
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Algorytmy
Uniwersalny algorytm mnożenia

Algorytmy Przyk≥ady algorytmów

Uniwersalny algorytm mnoøenia – przyk≥ad

Obliczamy iloczyn 156◊ 18
1 Wyznaczamy ciπgi ak i bk :
k ak bk

0 156 18
1 78 36
2 39 72
3 19 144
4 9 288
5 4 576
6 2 1152
7 1 2304

2 156◊ 18 = 2304+ 288+ 144+ 72 = 2808
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Algorytmy
Uniwersalny algorytm mnożenia

Algorytmy Przyk≥ady algorytmów

Uniwersalny algorytm mnoøenia – przyk≥ad c. d.

Obliczamy iloczyn 156◊ 18
1 Moøna sumowaÊ na bieøπco:
k ak bk sk

0 156 18 0
1 78 36 0
2 39 72 72
3 19 144 216
4 9 288 504
5 4 576 504
6 2 1152 504
7 1 2304 2808

2 156◊ 18 = s7 = 2808
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Algorytmy
Algorytmy Przyk≥ady algorytmów

Uniwersalny algorytm mnoøenia z sumowaniem na bieøπco

Obliczamy iloczyn dwóch nieujemnych liczb ca≥kowitych a i b
Niech A, B i S bÍdπ miejscami s≥uøπcymi do przechowywania poúrednich
wyników.
1 Niech A = a, B = b i S = 0.
2 Jeúli A% 2 = 1 (wartoúÊ w A jest nieparzysta), to S = S + B.
3 Jeúli A = 1, przejdü do kroku 6.
4 Niech A = A/2 (dzielenie bez reszty) i B = 2B.
5 Przejdü do kroku 2.
6 Wynik mnoøenia jest zapisany w S .
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Uniwersalny algorytm mnożenia
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Algorytmy
Przeszukiwanie binarne (bisekcja)

Algorytmy Przyk≥ady algorytmów

Przeszukiwanie binarne (bisekcja)

Poszukiwanie elementu r w skoÒczonym i uporzπdkowanym zbiorze B
1 Niech B0 = B i k = 0.
2 Jeúli wszystkie elementy zbioru Bk sπ jednakowe lub Bk jest zbiorem
pustym, przejdü do kroku 6.

3 Niech mk oznacza medianÍ zbioru Bk .
4 Jeúli r ˛ mk , to niech Bk+1 = {b œ Bk : b ˛ mk}, a w przeciwnym
wypadku niech Bk+1 = {b œ Bk : b > mk}.

5 Niech k = k + 1 i przejdü do kroku 2.
6 Jeúli r œ Bk , to r œ B.
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AlgorytmyAlgorytmy Przyk≥ady algorytmów

Przeszukiwanie binarne (bisekcja) – przyk≥ad

Weümy B = {3, 7, 21, 48, 56, 122, 141, 218, 225, 248} i r = 225
k Bk mk

0 {3, 7, 21, 48, 56, 122, 141, 218, 225, 248} 56
1 {122, 141, 218, 225, 248} 218
2 {225, 248} 225
3 {225} 225
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Przeszukiwanie binarne (bisekcja) - przykład
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Złożoność 
obliczeniowa algorytmu
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Złożoność 
obliczeniowa algorytmu

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa Definicja z≥oøonoúci obliczeniowej

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa algorytmu

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa algorytmu
Miara liczby operacji przeprowadzanych podczas wykonywania programu
stanowiπcego realizacjÍ (zapis) danego algorytmu.

Obserwacje
1 Z≥oøonoúÊ obliczeniowa algorytmu jest funkcjπ rozmiarów jego danych
wejúciowych, czyli rozmiaru zadania.

2 Zwykle jest ona szacowana (w przybliøeniu) dla rozmiaru zadania
dπøπcego do nieskoÒczonoúci.

3 Czas przeprowadzania obliczeÒ jest úciúle zaleøny od z≥oøonoúci
obliczeniowej algorytmu.
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Złożoność 
obliczeniowa algorytmuZ≥oøonoúÊ obliczeniowa Definicja z≥oøonoúci obliczeniowej

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa – szczególne przypadki

Dla rozmiaru zadania reprezentowanego przez jednπ liczbÍ N
Sta≥a – liczba operacji nie zaleøy od N.

Logarytmiczna – liczba operacji jest proporcjonalna do logN.

Liniowa – liczba operacji jest wprost proporcjonalna do N.

Wielomianowa – liczba operacji jest proporcjonalna Nk , gdzie k > 1.

NP – weryfikacja rozwiπzania jest problemem o wielomianowej
z≥oøonoúci obliczeniowej, ale poszukiwanie rozwiπzania moøe
mieÊ wiÍkszπ z≥oøonoúÊ.

CzÍsto czas dzia≥ania programu wyraøa siÍ poprzez jego z≥oøonoúÊ
obliczeniowπ, takøe na przyk≥ad jeúli algorytm ma wielomianowπ z≥oøonoúÊ
obliczeniowπ mówi siÍ, øe jest on wykonywany „w czasie wielomianowym”.
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Złożoność 
obliczeniowa

Przykłady:
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Złożoność 
obliczeniowa

Przykłady: Z≥oøonoúÊ obliczeniowa Szacowanie z≥oøonoúci obliczeniowej

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa – przyk≥ady

Dla wyznaczania reszty z dzielenia

Liniowa wzglÍdem ilorazu n/m.

Dla dodawania liczb w systemie dwójkowym
Liniowa wzglÍdem N.
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Złożoność 
obliczeniowa

Algorytm Euklidesa:
Z≥oøonoúÊ obliczeniowa Szacowanie z≥oøonoúci obliczeniowej

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa – algorytm Euklidesa

W najgorszym wypadku logarytmiczna wzglÍdem n (zak≥adajπc, øe
obliczanie reszty z dzielenia ma sta≥π z≥oøonoúÊ).
1 W najgorszym wypadku w kaødym kroku mamy

b ≥ r ≥ a
2

2 Zatem (w najgorszym wypadku) w kroku k

b ≥ r ≥ n
2k

3 Zatem (w najgorszym wypadku) w ostatnim kroku, czyli dla k = s,
gdzie s jest ca≥kowitπ liczbπ wykonanych kroków

1 ≥ r ≥ n
2s

=∆ s ≥ log2 n
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Złożoność 
obliczeniowa

Sito Eratostenesa:

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa Szacowanie z≥oøonoúci obliczeniowej

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa – sito Eratostenesa

Kwadratowa wzglÍdem N.
1 Liczba powtórzeÒ „usuwania wielokrotnoúci” jest rzÍdu N.

2 W kaødym powtórzeniu przeprowadzamy (N ≠ k2)/k operacji.
3 £πczna liczba przeprowadzanych operacji s jest proporcjonalna do

N

!
N ≠ ÈkÍ2

"

ÈkÍ =
N

2

ÈkÍ ≠ ÈkÍN

gdzie ÈkÍ jest úredniπ wartoúciπ k.
4 Przy N dπøπcym do nieskoÒczonoúci pierwszy cz≥on jest dominujπcy,
wiÍc mamy

s ≥ N2
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Złożoność 
obliczeniowa

Mnożenie uniwersalne:

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa Szacowanie z≥oøonoúci obliczeniowej

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa – uniwersalne mnoøenie

Logarytmiczna wzglÍdem a przy za≥oøeniu, øe dodawanie ma sta≥π
z≥oøonoúÊ.
1 Mamy ak = a/2k .

2 Zatem, dla k równego liczbie kroków s dostajemy 1 = as = a/2s .
3 Stπd wynika, øe s ≥ log2 a.
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Złożoność 
obliczeniowa

Bisekcja:

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa Szacowanie z≥oøonoúci obliczeniowej

Z≥oøonoúÊ obliczeniowa – bisekcja

Logarytmiczna wzglÍdem liczby elementów B.
1 Dla kaødego k moc (liczba elementów) zbioru Bk+1 jest úrednio o
po≥owÍ mniejsza od mocy (liczby elementów) zbioru Bk .

2 Zatem dla k = s (liczba kroków) moc zbioru Bs jest rzÍdu mocy
zbioru B podzielonej przez 2s .

3 Stπd wynika, øe s ≥ log2 B̄.
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RównowaønoúÊ algorytmów

Definicja równowaønoúci algorytmów

Dwa algorytmy moøna uznaÊ za równowaøne (ang. equivalent), gdy:
1 Kaødy z nich pozwala wyznaczyÊ rozwiπzanie tego samego problemu.
2 Majπ one jednakowπ z≥oøonoúÊ obliczeniowπ (z dok≥adnoúciπ do
sta≥ego czynnika).

Kod üród≥owy, stanowiπcy zapis algorytmu, jest jego realizacjπ
(ang. implementation), podobnie jak kod wykonywalny (program)
powstajπcy po jego skompilowaniu.

Obserwacja

Wszystkie realizacje (implementacje) tego samego algorytmu sπ
równowaøne (tzn. zapis algorytmu w jednym jÍzyku programowania jest
równowaøny jego zapisowi w innym jÍzyku programowania).
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