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Rozdzial 1

Wstep

Najprostszym przypadkiem frontu §wietlnego jest zwykty stozek swietlny w plaskiej przes-
trzeni Minkowskiego, utworzony przez promienie §wietlne dochodzace do danego punktu
czasoprzestrzeni i zen wychodzace. Trojwymiarowa geometria generowana na powierzchni
stozka jest zdegenerowana wyznacznik trojwymiarowego tensora metrycznego jest rowny
zeru, nie mozna wiec odwroci¢ metryki indukowanej g¢,, na tej powierzchni, i nie ist-
nieje jednoznacznie zdefiniowany tensor metryczny ze wskaznikami kontrawariantnymi §*°
odwrotny do g,5. Ze wzgledu na ,zerowos¢” tej metryki wektor n normalny do powierzchni
stozka Swietlnego jest takze wektorem stycznym: iloczyn skalarny n - ey = 0 jest rowny
zeru  gdzie e(q) rozpina baze wektorow stycznych do powierzchni stozka. Ze wzgledu na
nieokreslono$¢ metryki kontrawariantnej nie mozemy tez zastosowac standardowej definicji
powierzchni krzywizny stozka, ktora pelni istotng role w opisie dynamiki ADM [1].

Ze wszystkimi tymi problemami w przypadku ptaskim mozemy sobie w miare tatwo
poradzi¢  mamy przeciez do czynienia z czasoprzestrzenia ptaska, bez pola grawita-
cyjnego. Jednak duzo bardziej interesujacy jest przypadek mniej trywialny: front $wiet-
Iny w przestrzeni zakrzywionej ze wzgledu na mozliwe zastosowanie do opisu dynamiki
powltoki materii zerowej (np. gazu fotonowego, do niedawna uwazano tez neutrina za
czastki bezmasowe). Istnieja dwie klasy powierzchni zerowych: powtoki materii zerowej i
izolowane horyzonty. Badania nad tymi ostatnimi prowadzone sa niezaleznie, m.in. przez
A. Ashtekara i jego wspolpracownikow |2, 3]. W niniejszej rozprawie zajmiemy sie gtownie
powlokami materii zerowej.

Juz opis masywnych powlok materialnych byt sporym wyzwaniem. Dynamike cien-
kich powlok materialnych jako pierwszy rozwazal Werner Israel w swojej pracy [12] z
1966 roku, ze wzgledu na mozliwo$¢ zastosowania tego opisu do modelu kolapsu grawita-
cyjnego. Dla powlok materii zerowej pojawita sie jednak trudnos$¢ zwiazana z degeneracja
metryki na tej powierzchni  opisanej na przyktadzie stozka $swietlnego. Kilka lat temu
C. Barrabés i W. Israel 4] uogolnili opis Israela z pracy |[12| na przypadek cienkich powlok
materii zerowej — uzywali jednak w tym celu wielkosci jawnie zaleznych od wyboru uktadu
wspolrzednych (cechowania) i nie bylo jasne, czy teoria ta spelnia wymog ,,0ogolnej kowa-
riantnosci”. Celem naszej pracy jest opisanie powierzchni zerowej za pomoca wlasciwych
obiektoéw geometrycznych oraz wyprowadzenie z pierwszych zasad pelnej dynamiki takiej



powierzchni zerowej. Takiego kanonicznego opisu materii $wietlnej w pracach Israela nie
byto.

Standardowo opisuje sie powtoke materialng jako osobliwo$¢ czasoprzestrzeni powsta-
jaca przy zszyciu dwoch czterowymiarowych rozmaitosci M i M, . Zszycie to nastepuje
wzdluz pewnej trojwymiarowej (tzn. o jednym wymiarze czasowym i dwoch przestrzen-
nych) hiperpowierzchni S tak, ze geometrie indukowane na tej powierzchni po obu stronach
zszycia pokrywaja sie.

Niech K;;, ijf oznaczaja krzywizny zewnetrzne powierzchni S zwigzane z zanurzeniem
tej powierzchni w M_ i M, odpowiednio.

Zalozmy, ze K; # Kf]' Jak zobaczymy, taki skok krzywizny zewnetrznej mozna inter-

pretowac jako osobliwg (typu dystrybucja ,,6” Diraca — oznaczana tak w odroznieniu od
wariacji ,,0”) krzywizne czasoprzestrzeni M U M, , zlokalizowang wlasnie na S. Aby byly
spelnione rownania Einsteina, musi ona odpowiada¢ cienkiej (o charakterze d) powloce
materialnej, ktorej tuba $wiata pokrywa sie wtasnie z S.
Jesli K;; = K;JT, ale ich pochodne maja skok na .S, to mamy do czynienia z tzw. powtoka
brzegowa (np. brzeg gwiazdy, czyli powierzchnia rozdzielajaca obszar prozni na zewnatrz
i obszar wypelniony materig wewnatrz gwiazdy), na ktorej tensor Riemanna jest nieciaggly
ale ograniczony. Przypadkiem tym nie bedziemy sie w tej pracy zajmowaé jest on dobrze
udokumentowany w literaturze (np. Lanczos [23]).

Geometria hiperpowierzchni S € M zawartej w rozmaito$ci pseudoriemanowskiej
(M, g) moze by¢ opisana za pomoca dwoch obiektow: obciecia g, tensora metrycznego
na M do S, oraz krzywizny zewnetrznej K, tej powierzchni. W naszych rozwazaniach
do opisu krzywizny zewnetrznej bedziemy uzywaé wyrazajacego sie przez nig pedu ADM,
ktory oznaczamy przez QQ%. Obiekt ten pelni kluczowa role w opisie samograwitujacej
powloki materialnej (por. Israel [12, 4]). Bedziemy zawsze uzywali gestosci tensorowej w
mieszanej (1 - kontra i 1 - kowariantnej, tzn. z gornym i dolnym wskaznikiem) reprezen-
tacji. Na poziomie hiperpowierzchni niezerowych jest to zupelnie nieistotne, bowiem in-
deksy mozna zawsze podnosi¢ i opuszczaé za pomoca niezdegenerowanej metryki takiej
hiperpowierzchni. Poza tym, dzielagc lub mnozac przez element objetoéci y/det g, mozna
tatwo przeksztatcaé gestosci tensorowe w tensory i odwrotnie. Natomiast w przypadku
powierzchni frontu $wietlnego, ktérej metryka wewnetrzna jest zdegenerowana, i ktorej
wyznacznik znika tozsamosciowo za$ metryka odwrotna do metryki wewnetrznej nie ist-
nieje, jedynie tensor mieszany (0%, ma sens i zawiera petng informacje o powierzchni.

Rozpoczniemy najpierw od streszczenia pelnego (lagranzowskiego i hamiltonowskiego)
opisu teorii samograwitujacej powtoki masywnej. Odchodzac od standardowego sformu-
towania, opiszemy czasoprzestrzen M, w ktorej porusza sie taka masywna powloka mate-
rialna, jako zlozong z dwoch czedci, sklejonych wzdluz powierzchni S tak, ze metryka g,
jest ciagla, a wspotezynniki Christoffela Fl)‘w moga mieé nieciggtosé na S. Tensor Einsteina
naszej czasoprzestrzeni zawiera pochodne tych nieciagglosci, zatem moze by¢ zdefiniowany
tylko w sensie dystrybucyjnym jako G%, = G%,d5, gdzie dg jest dystrybucja ,delta” Diraca
skoncentrowang na S. Jak pokazemy w dalszej czesci pracy, zachodzi nastepujacy zwigzek:

G = [Q%)] (1.1)



gdzie nawiasy kwadratowe oznaczaja skok pedu ADM miedzy dwiema stronami S. Temu
osobliwemu tensorowi Einsteina musi odpowiada¢ osobliwy (skoncentrowany na S) tensor
energii-pedu powtoki materialnej. 7Z dystrybucyjnych rownan Gaussa-Codazziego otrzy-
mamy, ze te obiekty, tzn. tensor Einsteina i tensor materii, sa zachowane, a prawo za-
chowania V,G%, = 0 udaje sie zapisa¢ w postaci niezmienniczej za pomoca trojwymiarowe;j
geometrii powierzchni S.

Pokazemy, ze taka konstrukcja moze by¢ uogolniona do przypadku powierzchni zerowej
S, odpowiadajacej cienkiej powloce materii §wietlnej. Inaczej niz dla powtoki masywnej,
dolny wskaznik G%, nie moze by¢ podniesiony (tensor metryczny g, jest zdegenerowany),
a wiec gestodé¢ tensorowa G nie moze by¢ okreslona jednoznacznie i tylko G%, jest sen-
sownym obiektem geometrycznym. Odpowiada to faktowi, ze symetryczny tensor energii-
pedu 7% materii §wietlnej, zdefiniowany jako pochodna lagranzjanu materii wzgledem me-
tryki, nie jest zadany jednoznacznie, poniewaz mamy wiezy nalozone na metryke, wzgle-
dem ktorej rozniczkujemy: det g,, = 0. Zatem pochodna lagranzjanu jest zdefiniowana
niejednoznacznie, z doktadnoscig do wyrazu postaci: pochodna wiez6w pomnozona przez
odpowiedni mnoznik Lagrange’a.

Okaze sie, ze w przypadku frontu $wietlnego, osobliwa cze$é¢ tozsamosci Bianchiego:
V.G% = 0 (odpowiadajaca prawom zachowania dla materii $wietlnej) réwniez moze by¢
zapisana w postaci niezmienniczej za pomoca trojwymiarowej geometrii powierzchni S i
to pomimo faktu, ze zdegenerowana metryka g, nie definiuje zadnej ,koneksji metrycznej”
na tej powierzchni.

Mozliwo$é zdefiniowania osobliwego tensora Einsteina i jego dywergencji za pomocy
standardowych formut geometrii riemannowskiej, w ktorych dopuszcza sie rozniczkowanie
,W sensie dystrybucji”, znaczaco upraszcza strone rachunkowsa teorii. Ta technika jest jed-
nak oparta na zatozeniu ciaglosci czterowymiarowej metryki i rozni sie od techniki uzywanej
przez W. Israela i jego uczniow, ktorzy bardzo podkreslali, ze nie musza robi¢ takich zatozen
i wystarczy im jedynie ciggloé¢ trojwymiarowej metryki na samej powierzchni S. Zwracamy
jednak uwage, ze nasze ,dodatkowe zalozenie” o ciaglosci calej czterowymiarowej metryki
nie jest zadnym (geometrycznym lub fizycznym) warunkiem natozonym na dopuszczone
do rozwazan konfiguracje pol fizycznych, ale po prostu warunkiem cechowania natozonym
na wybor uktadu wspotrzednych, w ktorym je opisujemy: jesli bowiem trojwymiarowa
wewnetrzna metryka S jest ciggla, to réwniez pozostale cztery sktadowe czterowymiaro-
wej metryki moga staé sie ciaglte po odpowiedniej reparametryzacji wspotrzednych. W
tym nowym uktadzie wspotrzednych mozemy korzystaé z technik opartych na teorii dys-
trybucji, a dynamika wyprowadzona w ten sposob nie zalezy od warunkow cechowania
i jest wyrazona za pomocg rownan, ktore maja sens w dowolnym ukladzie odniesienia.
Zauwazmy, ze nawet w gtadkiej, plaskiej czasoprzestrzeni mozna wprowadzi¢ taki uktad
wspoOtrzednych, w ktorym tylko wewnetrzna trojwymiarowa metryka na jakiejs wybranej
hiperpowierzchni S = {2 = const.} jest ciagla, a pozostale skltadowe czterowymiarowe;
metryki gz, moga mie¢ skoki tzn. by¢ nieciaggle. W tych wspotrzednych mozna dob-
rze sformutowaé zagadnienie poczatkowe oraz caly dynamike, ale nikt nie uzywa takich
wspoOtrzednych z oczywistych wzgledow. Nasze dodatkowe zalozenie o ciaglto$ci metryki
czasoprzestrzeni opiera sie na podobnych przestankach: aby niepotrzebnie nie komplikowaé



rzeczy juz wystarczajaco skomplikowanych.

Struktura pracy jest nastepujaca. W rozdziale 2. opisany jest model Israela dla masyw-
nych powtok materialnych oraz wprowadzony nasz opis tego modelu. W celu zapoznania
Czytelnika z r6znicami w obu opisach rozwazania zawarte w tym rozdziale dotycza tylko
powlok masywnych. W rozdziale 3. sa juz wprowadzone powierzchnie zerowe i doko-
nany szczegOtowy opis zaréwno ich geometrii wewnetrznej, jak i zewnetrznej. W rozdziale
tym sa tez przedstawione problemy techniczne zwigzane z degeneracja trojwymiarowej
metryki indukowanej na tych powierzchniach oraz zaproponowane sposoby ich ominiecia.
W tym celu wprowadza sie specyficzne obiekty geometryczne zawierajace wszystkie in-
formacje potrzebne do opisu powierzchni zerowej. W nastepnym rozdziale korzysta sie z
tych obiektow do wyprowadzenia dynamiki pola grawitacyjnego, dla ktorego dane brze-
gowe zadane sg na powierzchni zerowej. Okazuje sie, ze wyprowadzona formuta generujaca
zgadza sie 7 granica zerowa formuly wyprowadzonej przez J. Kijowskiego [18] dla pola
grawitacyjnego z danymi brzegowymi na powierzchni czasowej. Zastosowanie wyprowa-
dzonej formuty generujacej do przypadku tzw. izolowanych albo nieekspandujacych hory-
zontow (por. |2, 3|) prowadzi do znanych globalnych praw termodynamiki czarnych dziur.
W naszym przypadku sg one wyprowadzone z ,pierwszych zasad” w wyniku rozwazan o
charakterze lokalnym (czy raczej quasi-lokalnym, tzn. z analizy pola na samym horyzoncie).
Historycznie, prawa te byly najpierw postulowane na zasadzie analogii z termodynamika,
popartej szczegbtowa analizg rodziny rozwigzan Kerra-Newmanna. W potowie lat 90-tych
R. M. Wald wraz z wspotpracownikami (|27|) wyprowadzal te prawa ,z pierwszych zasad”,
jednak trudno ocenié¢ te usitowania za udane, bowiem autorzy nie potrafili uwolnié¢ sie od
wspotrzedniowych, dalekich od niezmienniczo$ci rachunkow i prawidtowo rozpoznaé po-
jawiajacych sie struktur geometrycznych. W rozdziale 5. zostaje wprowadzona dodatkowo
materia typu zerowego i zaproponowany jej opis lagranzowski. Wyprowadza sie zen nastep-
nie tensor energii-pedu materii §wietlnej, zaréwno kanoniczny 7% jak i symetryczny 7.
Ten ostatni, bedacy pochodna lagranzjanu materii wzgledem metryki, nie jest zadany jed-
noznacznie, poniewaz mamy nalozone wiezy na metryke, wzgledem ktorej rézniczkujemy
det g, = 0. Zachodzi jednak ,twierdzenie Belinfantego-Rosenfelda” o rownosci tych dwoch
obiektéow w nastepujacym sensie: 7%g., = T%, (opuszcza¢ wskazniki zawsze mozna). W
rozdziale 6, opierajac sie na wynikach z rozdzialu 4 i 5, a wiec wychodzac z opisu pola
grawitacyjnego o danych brzegowych na powierzchni zerowej oraz opisu samej materii ze-
rowej, zostaje wyprowadzona dynamika samograwitujacej powloki materii §wietlnej. W
odroznieniu od przypadku powtoki masywnej, znikanie tensora materii 7'%, nie implikuje
ciggtosci pierwszych pochodnych metryki. Takie rozwigzania prozniowe, w ktorych osobli-
wos¢ metryki (a konkretnie nieciagtosé jej pochodnych) propaguje sie wzdtuz frontu $wiet-
Inego, mozna nazwadé ,grawitacyjng falag uderzeniowg”. Stanowia one wazna klase opisy-
wanych przez nas uktadow. Otrzymane wyniki sg nastepnie w rozdziale 7. zastosowane do
specyficznego przypadku sferycznie symetrycznej powtoki materii zerowej, gdzie dokonano
bardzo szczegdtowej analizy rozwigzan rownan dynamiki takiej powierzchni. W szczegol-
no$ci wyprowadzona jest struktura kanoniczna przestrzeni fazowej opisujacej zaréwno graw-
itacyjne i materialne stopnie swobody takich ukladéw fizycznych. Proby opisu tej struk-
tury, ale tylko dla przypadku sferycznie symetrycznego i bez materii, byty juz dokonywane



(np. [22]). Juz nawet w tym najprostszym przypadku istniejace w literaturze opisy tej
struktury nie wychodzity poza postulowanie pewnych wzoréw, oparte na r6znych mniej
lub bardziej przekonywajacych analogiach. Wydaje sie, ze w niniejszej rozprawie udato
sie po raz pierwszy uzyskac¢ te wyniki ,z pierwszych zasad”. Warto podkresli¢, ze w przy-
padku braku sferycznej symetrii oraz nieznikajgcej materii, nie ma w literaturze nawet
takich wynikow. Za$ struktura kanoniczna samograwitujacej powloki Swietlnej jest os-
tatnio intensywnie stosowana w konstrukeji prostych modeli kwantowej grawitacji (por.
[10]).

Wspotrzedne czasoprzestrzenne bedziemy zawsze oznaczali literami alfabetu greckiego
a,f = 0,1,2,3. Bedziemy zazwyczaj uzywaé takiego uktadu wspotrzednych, w ktorym
powierzchnia S jest opisywana rownaniem {z® = const.}, a wspolrzedne na niej bedziemy
oznacza¢ poczatkowymi literami alfabetu tacinskiego: a,b = 0,1, 2. Bedziemy takze uzy-
wal przestrzennopodobnych powierzchni Cauchy’ego. Jesli C; jest taka powierzchnig, to
wygodnie uzywaé¢ uktadu, w ktorym odpowiada ona stalej wartosci wspotrzednej cza-
sowej ' = t. Wtedy wspolrzedne przestrzenne na C; oznaczamy literami k,1 = 1,2,3
a wspotrzedne na przecieciu C; NS beda oznaczane wielkimi literami alfabetu tacinskiego
A B=1,2.

W pracy zostaly wykorzystane nastepujace publikacje (napisane wspolnie z J. Ki-
jowskim i J. Jezierskim):

e Geometry of null-like surfaces in General Relativity and its application to dynamics
of gravitating matter, Reports on Mathematical Physics 46 (2000) 399-418

e Dynamics of a self gravitating light-like matter shell: a gauge-invariant Lagrangian
and Hamiltonians description, Physical Review D 65 (2002), 064036

Chciatabym podziekowaé prof. Jerzemu Kijowskiemu za wskazywanie wlasciwego kie-
runku badan oraz nauczenia mnie specyficznego podej$cia myslowego do zagadnien ogolnej
teorii wzglednosci, bardzo upraszczajacego wiele problemow; oraz Jackowi Jezierskiemu za
wprowadzenie mnie w techniczne tajniki wielu rachunkoéw i uzupetnienie mojej wiedzy w
zakresie szczegOtowych zagadnien obliczeniowych.



Rozdzial 2

Masywne powloki materialne

Werner Israel w swojej pracy [12] z roku 1966 rozwazal dynamike cienkich powlok mate-
rialnych. Wtasciwym celem tych rozwazan byto znalezienie jakiego§ modelu opisujacego
kolaps grawitacyjny. W przypadkach realistycznego kolapsu réwnania opisujace zachowanie
sie materii sg niezwykle trudne do rozwiazania, Israel wpadl wiec na pomyst, ze wiele za-
gadnienn dotyczacych kolapsu mozna bada¢ na pewnym modelu-zabawce (,toy model”).
Sktadat sie on z powloki materialnej i oddziatujacego z nig pola grawitacyjnego, a dy-
namika sprowadzata sie do zszywania r6znych rozwigzan prozniowych po dwoch stronach
powtoki.

2.1 Model Israela

W swoim modelu Israel zaproponowal: Rozwazmy czasoprzestrzenn M skladajaca sie z
dwoch czesci My i M, przedzielong hiperpowierzchnig S, z dwoma lokalnymi uktadami
wspotrzednych (z%) na My i (2") na M_. Na kazdej z tych hiperpowierzchni jest zdefinio-
wana metryka: gli'ﬂ(x‘fr) i odpowiednio g, (z"). Niech £* beda lokalnymi trojwymiarowymi
wspotrzednymi na S. Rownania parametryczne opisujace zanurzenia S w M, i odpowied-
nio M_ maja posta¢ xf = fi(£%). Wektory styczne do S, to ey = 0/0£%; ich iloczyn
skalarny definiuje metryke indukowana na S:

Gab = €(a) * €(b) = Guv€(a)€() |+ - (2.1)
Zaktadamy, 7e metryka ta jest taka sama po obu stronach tej hiperpowierzchni. Niech
n bedzie wektorem normalnym do S o sktadowych n po stronie odpowiednio M, i M .
Mamy wiec:

n-nly=¢, n-egls =0, (2.2)

gdzie ¢ jest jakas stalg na S, a n jest skierowane od M_ do M,.

W przypadku niezerowym wektor normalny n jest transwersalny do S oraz € # 0.
Tak wiec dwie czterowymiarowe metryki gfﬂ indukuja te sama trojwymiarowa metryke
na S. Jednak suma mnogosciowa M, N M_ nie musi co podkresla Israel mie¢ ciggtej
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metryki, bowiem jej sktadowe transwersalne do S moga nie by¢ ciaglte. Poza tym normalna
krzywizna zewnetrzna Kaib obu zanurzen, zdefiniowana rownaniem postaci:

K, = —nae?b)V5e(o‘a) (2.3)

zawiera odpowiednio Fgﬂ |+, a wiec pierwsze pochodne metryki gfﬁ, transwersalne do S, o
ktorych rowniez nie zakladamy, ze sa ciagle. Widzimy wiec, ze ogolnie K} # K.

Skok krzywizny zewngtrznej po obu stronach S dany wyrazeniem [K,) = K, — K, in-
terpretujemy jako osobliwg (skoncentrowang na S) krzywizne Ricciego rozmaitosci bedacej
wynikiem zszycia M, N M _ (szczegdlowa analiza tego utozsamienia jest zawarta w nastep-
nym paragrafie pracy). Israel postuluje, ze czasoprzestrzen spelia rownania Einsteina w
nastepujacym sensie: poza S (tzn. osobno w M, i M_) sa to prozniowe rownania Ein-
steina. Natomiast na S spetniona musi by¢ dodatkowo osobliwa cze$¢ rownan Einsteina, w
mysl ktorej osobliwa czes$¢ krzywizny jest rowna osobliwemu (skoncentrowanemu na S) ten-
sorowi energii-pedu 7,, materii stanowiacej powtoke. Ta osobliwa cze$¢ rownan Einsteina
przyjmuje zatem nastepujaca postac:

*871'(7}11, - %gabT) = [Kab] . (24)

Metryka odwrotna ¢* oraz §lad 7 = ¢%7,, sa w tym przypadku dobrze zdefiniowane,
poniewaz g, jest niezdegenerowane dla powierzchni niezerowej.

Trojwymiarowy obiekt 7., odpowiada czterowymiarowemu, osobliwemu tensorowi ener-
gii pedu 7%, danemu jako czterowymiarowa dystrybucja:

T = T”be?a)e?b)|a\(sgna)6(q)) : (2.5)

gdzie ®(z#) = 0 jest rownaniem powierzchni S, a «(£%) pewnym wspolezynnikiem takim,
ze n, = a '0,P. Przyjeto konwencje, ze ® rosnie od M_ do M,, i « jest dodatnie dla
S typu czasowego i ujemne dla typu przestrzennego. Oczywiscie sktadowe tego tensora
transwersalne wzgledem S automatycznie znikaja:

T*ng =0 (2.6)
na mocy (2.2). Tensor energii-pedu powtoki spelnia nastepujace prawo zachowania:

(3)
Vb Tba - 7[6?(1)Tﬂanﬂ] =0 3 (27)

(3)
gdzie V, oznacza trojwymiarowa pochodng na powierzchni S. Roéwnanie (2.7) jest

bezposrednig konsekwencja wektorowej czesci wiezow Gaussa-Codazziego:

®)
Gagelyn’ =V K'y — 0.K | (2.8)
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wzietych po obu stronach S. Natomiast z ,wiez6w hamiltonowskich” (tzn. ze skalarnej
czesci wiezow Gaussa-Codazziego):

1 3)
Gopn®n’ = §(K2 — KK R), (2.9)

(3)
gdzie R jest trojwymiarowym skalarem krzywizny powierzchni S, wynika jeszcze jedno
rownanie generujace dynamike uktadu:

Koy = [Togn®n®] = 0 , (2.10)
gdzie symbol ,,”” oznacza warto$é¢ $rednig rozwazanej wielkosci po obu stronach S:
- 1. -
Ky = §(Kab +K,,) . (2.11)

Aby sie o tym przekona¢ nalezy zauwazy¢, ze czes¢ regularna (prozniowa) rownan Einsteina

implikuje znikanie prawej strony rownania (2.9) po obu stronach. Rowniez trojwymiarowa
(3)
krzywizna skalarna R powierzchni S jest identyczna po obu stronach, bowiem dana przez

te sama metryke g,,. Mamy zatem rownos¢:

(K )2 K oK = (K")?— Ktu,K™ (2.12)
skad — po wyrazeniu K+ i K~ poprzez 7 i K na mocy (2.4) i (2.11) - otrzymujemy
natychmiast (2.10).

2.2 Proponowany opis modelu Israela

Pozostata czes¢ niniejszego rozdzialu zawiera wyprowadzenie modelu Israela z zasady wa-
riacyjnej, najpierw jego wersji lagranzowskiej, a nastepnie — po dokonaniu odpowiednie]
transformacji Legendre’a — sformutowaniu hamiltonowskiemu. Wiele elementéow przed-
stawionej konstrukcji pochodzi z prac [8] oraz [19]. Cata konstrukcja zostata jednak
przeprowadzona w sposOb taki, aby mozna ja byto tatwo uogélni¢ na przypadek powtoki
materii §wietlnej, co zostanie dokonane w dalszej czesci pracy.

Podobnie jak Israel, rozwazamy czasoprzestrzen zlozona z dwodch czedci sklejonych
razem wzdluz hiperpowierzchni S, ktérej metryka jest niezdegenerowana i nosi sygnature
(—,+,+). Roznica miedzy opisem Israela a naszym polega na tym, ze wszystkie skladowe
metryki czasoprzestrzennej sa ciggle. Jak juz wspomnieliSmy w rozdziale wstepnym, 7a-
danie ciggltosci catej metryki nie jest zadnym ograniczeniem, a jedynie ,warunkiem cechowa-
nia” natozonym na uktad wspotrzednych. Jego spelnienie znacznie upraszcza teoretyczny
opis modelu. Bedziemy uzywa¢ takiego uktadu wspotrzednych, w ktorym powierzchnia S
jest opisywana rownaniem {x® = const.}. Pochodne metryki wzdtuz S (tzn. wzgledem

20, o' oraz x?) sa ciaggle, natomiast pochodna transwersalna (tzn. wzgledem 2?) moze
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zawiera¢ skoki na S. Zakladamy, ze topologia S jest typu tuby §wiata S% x R!, tzn. zZe jest
to historia materii skoncentrowanej na dwuwymiarowej powierzchni o topologii sfery S2.

Poniewaz pierwsze pochodne metryki moga by¢ nieciggle, tensor krzywizny Riemanna
zawiera czlony proporcjonalne do ds = §(2%). Zgodnie z rownaniami Einsteina, te osob-
liwe cztony odpowiadaja osobliwemu tensorowi energii-pedu opisujacego materie skoncen-
trowang na S.

Powtloka materii dzieli czasoprzestrzen na dwie czeSci: wnetrze i zewnetrze tuby S. W
obu tych czesciach zasada wariacyjna wymusza spetnianie prozniowych rownan Einsteina.
Zatem cze$¢ regularna tensora Einsteina znika wszedzie poza powierzchnig S. Zostaje
jeszcze jego osobliwa cze$é skoncentrowana na S. Moze byé ona wyznaczona z tensora
Ricciego:

Ry, = 0hIp, — 0L, + ToaIs, — Th,T0y (2.13)

no - vA

Dla uproszczenia rachunkéw przepiszemy powyzszy wzor uzywajac nastepujacej kombinacji
symboli Christoffela:
A A A Tk
ALy =T, =000 - (2.14)

Mamy wtedy:
1
_ A A o A o
R, = 0\Aj, — AL, AL+ gAuAAW' (2.15)

Wyrazenia kwadratowe w A moga mieé tylko nieciaglosci typu skok. Pochodne w kierunku
stycznym do S wielko$ci A sa rowniez ograniczone, i zawierajg sie w regularnej czesci
tensora Ricciego. Osobliwa czes¢ tensora Ricciego sktada sie tylko z pochodnych w kierunku
transwersalnym (A = 3):

sing(R,,) = 8314?“, = 6(m3)[Al3w] , (2.16)

gdzie nawiasy kwadratowe oznaczaja skok wartosci danej wielkoéci po obu stronach S.
Zatem tensor Einsteina jest nastepujacy:

G, == /]y sing <R“V — %R) =4§(2*)G*, | (2.17)

gdzie
1
Gy = VI (P = 0% 143 (218

jest trojwymiarowa wielkosScia ,zyjaca” na S. Pokazemy teraz, ze sktadowe tensora Ein-
steina ,transwersalne” do S znikaja:

G’ =0. (2.19)

Dowod. W tym celu rozwazmy po obu stronach S nastepujaca kombinacje symboli
Christoffela:

) 1
Q" =Vl <g“°‘Aiu - 55%9“/3145’;5) : (2.20)
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W dalszym toku rozwazan bedziemy postugiwac sie czesto nastepujaca gestoscia tensorowa:

14 1 v
: gl ¢ (2.21)

o=
167

ktora koduje caly informacje o metryce, a ktorej uzycie znacznie upraszcza wiele skom-
plikowanych rachunkéow!. Wtedy mozemy zapisa¢ powyzszy wzor jako:

1 -~ 1
16—7TQ”V = A3 §6ﬂynﬂﬁAg6 , (2.22)

Rownanie (2.18) daje wtedy: .
G, = Q") (223

Korzystajac z warunku metrycznosci koneksji otrzymujemy nastepujace rownania spetnione
po obu stronach S:

= V. = 9,7 + 27r3“Fia — W33F‘a‘ﬂ = 0,7 + 27r3“Aia : (2.24)
0 = Vr™ =8,n’ + 7T}, + 'y, — °Th,
= Ogm + A3, — 7P AL, (2.25)

Poniewaz sktadowe 7 sg ciggle wzdtuz S, skoki tych wyrazen miedzy dwiema stronami
S znikaja. Otrzymujemy zatem:

L s B[ 43 1 33
g ] Lt _ 2.9
].67TG a m [ ua] 2 [aaﬂ- ] 0 I ( 6)
1 1, . 1
—167rG33 =3 (m°[A3] — 7P AL,]) = E[aﬁ =0, (2.27)
co konczy dowod (2.19). O

2.2.1 Tozsamosci Bianchiego dla osobliwej czesci krzywizny

Wzor (2.23) wyrazajacy osobliwg czesé tensora Einsteina przez skok wielkosci Q*, miedzy
obydwiema stronami poowierzchni S, cho¢ bardzo wygodny w rachunkach, nie jest zadowa-
lajacy, poniewaz Q“U nie majg zadnego sensownego charakteru geometrycznnego i stanowia
jedynie wygodny skrot algebraiczny na oznaczenie skomplikowanej kombinacji wspotczyn-
nikow koneksji I'. Pokazemy teraz, ze mozna ten defekt natychmiast usunaé¢, uzywajac,
zamiast brzydkiego obiektu Q“V, prawdziwy tensor Q*,, kodujacy krzywizne zewnetrzna
powierzchni S w reprezentacji ADM. Krzywizna zewnetrzna dana jest wzorem:

1 1
Ky = fﬁrgb = fﬁAzb : (2.28)

'W tzw. afinicznym sformulowaniu ogélnej teorii wzglednosci, zaproponowanym przez J. Kijowskiego
w 1978 roku (zob. [17]), wielkos$¢ ta odgrywa role pedu kanonicznie sprzezonego do koneksji I
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za$ jej ,wersja ADM” zdefiniowana jest nastepujaco:

Q" = /[det gud] (Lg™ — L) (2.29)

gdzie §% jest trojwymiarowa metryks kontrawariantng na S, odwrotng do metryki in-
dukowanej gn; L% = —q%lﬁab. Mozna tatwo sprawdzi¢, ze zachodzi nastepujacy wzor
miedzy ,trojwymiarowa metryka odwrotng” a ,tréojwymiarowymi sktadnikami czterowy-
miarowej odwrotnej”:
3a ,,3b
E]ab — gab o 99
: : ¢33

(2.30)

Aby wyrazi¢ wspotezynniki Q"V w jezyku gestosci tensorowej Q¥ , zauwazmy, ze tozsamosci
(2.24) oraz (2.24) mozna rozwiaza¢ algebraicznie wzgledem A3, oraz A3, otrzymujac w ten
sposob po obu stronach powierzchni S tozsamosci:

1
Ay = —5 (0™ + AG™) (2.31)
1
3 _ 33 3 ,.3b
A3a = _ﬁ (8a7r + 2Aab7T ) . (232)

A zatem wszystkie wspotczynniki Azu mozna wyrazi¢ przez A%, tzn. — stosujac (2.28) i

(2.29) — przez Q® i metryke. Po skorzystaniu jeszcze ze wzoru (2.30) prowadzi to w prosty
sposob do nastepujacej tozsamosci:

A L% o 1 T 4 3
QY = Q% + 167 {§7T337r bt 56,‘; <W337r T c,c> } : (2.33)
Dwa ostatnie ,dodatki” sg identyczne po obu stronach powierzchni S, poniewaz metryka
jest ciagla. Zatem ich skok znika i — na mocy (2.23) — sktadowe styczne do S osobliwego
tensora Einsteina wyrazajg sie wlasnie przez skok tensora () wzorem:

G, = [Q%] (2.34)

za$ sktadowe transwersalne G4 znikaja. Poniewaz obiekt Q9 jest juz dobra gestoscia ten-
sorowa na S, ktorej definicja nie zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych, zakoriczylismy
w ten sposob dowod tensorowego charakteru trojwymiarowego obiektu G¢.

Pokazemy teraz, ze dopuszczajac osobliwosci typu delty Diraca w tensorze Einsteina, nie
popsuli$émy spetnianych przezen tozsamosci Bianchiego. Tozsamosci te musimy teraz rozu-
mie¢ w sensie dystrybucji. W celu ich wykazania skorzystamy z rownan Gaussa-Codazziego
wiazacych skladowa transwersalna G4 gestosci tensora Einsteina G#, z dywergencja krzy-
wizny zewnetrznej () na S:

Gh+VaQ%, =0 (2.35)

gdzie przez V oznaczyli$my tréojwymiarows pochodng kowariantng na S. Skladowa trans-
wersalna gestosci tensora Einsteina jest dobrze okreslonym obiektem trojwymiarowym na
S. W naszym uktadzie wspotrzednych dobranym do S w ten sposob, zeby wspotrzedna
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73 byla stata na S, wielko§é¢ ta jest rowna po prostu trzeciej sktadowej: G+ = G3,. Biorac
skok tego rownania miedzy dwiema stronami S otrzymujemy rownanie

reg(G) "] + V.G, = 0. (2.36)

Pokazemy, ze to wyrazenie jest osobliwa czeScig tozsamosci Bianchiego V,G*. = 0. Regu-
larna cze$¢ tej wielko$ci znika po obu stronach S. Obliczmy osobliwg cze$¢ tego wyrazenia,
proporcjonalng do dg. Zauwazmy najpierw, ze przy rozniczkowaniu kowariantnym sin-
gularnej czesci tensora Einsteina (2.17), delta Diraca nie jest rézniczkowana, poniewaz
G3 = 0. Otrzymujemy zatem w wyniku wielko$¢ V,G% pomnozona przez §s. Inny czton
typu  jest otrzymywany z regularnej czesci reg(G) po wzieciu skoku miedzy obiema stro-
nami S. W ten sposob otrzymamy [reg(G)?.|6s. Ostatecznie osobliwa cze$é tozsamosci
Bianchiego jest nastepujaca:

V.G = ([reg(g)lc] + VaG“b) (%) =0. (2.37)

Zatem pokazalismy, Ze tozsamosci V,G* = 0 zachodza réwniez dla czasoprzestrzeni o
osobliwej krzywiznie.

2.2.2 Dynamika powloki materialnej

Wyprowadzimy teraz dynamike uktadu ,powtoka + grawitacja” z zasady najmniejszego
dzialania 6 A = 0, gdzie dzialanie

A=A 4 A L A (2.38)

graw graw

jest suma dziatania grawitacyjnego i materii, z ktorej zbudowana jest powloka. Dziatanie
grawitacyjne, zdefiniowane jako catka lagranzjanu Hilberta L = ﬁ\/ﬁR, sktada sie z
czgsci regularnej A% 1 osobliwej A% | zgodnie z rozkladem skalara krzywizny R na cze$c
regularng i osobliwa R = reg(R) + sing(R).

Z postaci tensora Einsteina (2.17) oraz tozsamosci (2.19) wynika:

Vgl sing(R) = —sing(G) = ~G"g,,8(2%) = ~G®gud(2%) . (2.39)
a wiec catkowite dzialanie jest nastepujace:

1 1
A=— R) — — G" g Linat » 2.40
A A

gdzie D jest czterowymiarowym ograniczonym obszarem czasoprzestrzeni M. Bedziemy
wariowa¢ wzgledem tensora metrycznego g,, oraz pewnych pol materii z* ,zyjacych” na
S. Na razie nie musimy specyfikowa¢ ich charakteru. Wystarczy nam zalozenie, ze sa
one obiektami geometrycznymi na tej powierzchni i ze lagranzjan materii L,,,; jest ges-
toscig skalarng na S, ktora zalezy lokalnie od wartosci tych pol, ich pochodnych wzdtuz
powierzchni S oraz od metryki powierzchni S.
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[stnieje wiele sposobéw liczenia wariacji lagranzjanu Hilberta. Tutaj postuzymy sie
metoda zaproponowana przez J. Kijowskiego w jego pracy [18] (zob. takze [19]). Metoda
ta jest oparta na tozsamosci:

1 1 1
o — wp o\ — _—_GMsg,, + — R,
(16” lg| 9" R, ) IGWQ Juw + 16— 9] "R,

1
— fm_wg“”(sgw + "R, . (2.41)

Wyrazajac R, w (2.41) przez Ff;u i jej pochodne mozna pokazac, ze ostatni czton po prawej
stronie tej formuly jest catkowita dywergencja, bowiem zachodzi nastepujaca tozsamosé:

T 6 Ry = O, (m)""0T),) = (9umy™") 6T, + m, ™61 (2.42)

[

gdzie — obok wielkosci (2.21) — wprowadzilisémy nastepujace oznaczenia:
N L LN i LB (2.43)

oraz

A L A
D, =002, . (2.44)

UK

Dowod tozsamosei (2.42) jest natychmiastowy, jesli tylko skorzysta sie z faktu, ze Fl)‘w nie
sq niezaleznymi wielkosciami, ale symbolami Christoffela, tzn. kombinacjami sktadowych
metryki g,, iich pochodnych. Oznacza to, ze rézniczka kowariantna V7 wzgledem koneksji
I' znika tozsamosciowo. Uwzgledniajac fakt, ze 7 jest gestoscia tensorowa mamy zatem:

(67

IJVK: HVETYO QVKT U o Jiied,va i 2
O " = w i1, — m\ @ Th . — T (2.45)

co wystarczy do wykazania tozsamosci (2.42).
Ostatecznie wiec wariacja czeSci regularnej lagranzjanu Hilberta wynosi:

1 1 y vk
5 (55 VI () ) = —1o- res(@) B + reg (0 (n050TL)) - (246)

Pokazemy, ze identyczne réwnanie zachodzi rowniez dla osobliwej cze$ci R, tzn.

: 1 1
o1t =0 ( 35Vl Sing() ) = =11 Sing(0) S+ sing (0 (1°"62,)) - (247)
Dowdd (2.47): W tym celu obliczmy osobliwa cze$¢ wyrazenia 0, (wAuyﬁéfl’)y). Poniewaz
wszystkie obiekty wchodzace w sklad tego wyrazenia sa obiektami geometrycznymi (6T
jest tensorem!), wyniki obliczen nie zaleza od uzytego uktadu wspotrzednych. W szczegol-
nosci mozna postugiwaé sie naszym ukladem, w ktérym wspohrzedna 22 jest stata na S.
Wykorzystujac ciaglosé m,""" otrzymujemy wtedy:

sing (0, (m)/""6I),)) = 6(x3)7r/\“u6[1ﬂ2”] = 6(m3)7r/\“”36[F2V] = (%) O[AT)] . (2.48)
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7 definicji (2.22) obiektu Q" bezposrednio wynika, ze:

oA, = %gw(s@w . (2.49)
Korzystajac z (2.23) mamy, 7e:
[Q")8(z*) = sing(G)" . (2.50)
Sktadajac razem te formuly otrzymujemy zatem:
5(:r3)7r/\“"L(5[Ff‘w] = —%gwé sing(G)" = 0L, + Lsing(g)’“’&gw : (2.51)
s 167
co koniczy dowod (2.47). O

Dodajac wzory (2.46) i (2.47) otrzymujemy wiec wariacje pelnego lagranzjanu grawita-
cyjnego (tzn. sumy jego czesci regularnej i osobliwej):

]' v VK
6Lgraw - _]_6—7Tgﬂ 69}“’ + a"‘i (ﬂ-)\” 6Ff\lll) ) (252)

co stanowi uogolnienie wzoru z pracy |19| na przypadek czasoprzestrzeni z osobliwa krzy-
wizng.

Zajmiemy sie teraz czeScia dzialania zwiazana z materig. Jak juz wspomnieli$émy
wczesniej, zakltadamy, ze wszystkie wlasnosci materii opisane sa za pomoca gestosci la-
granzjanu L, bedacej niezmiennicza gestoscia skalarna na S. Gesto$¢ ta moze zalezeé¢ od
pewnych pol materii 2% zyjacych na powierzchni S, ich pierwszych pochodnych wzdiuz tej
powierzchni: 2%, := 0,2", a takze od tensora metrycznego g, na S:

L= L(ZK ZKa; gab) : (253)
Wariacja lagranzjanu materii ma zatem nastepujaca postac:

OL,..c OL,..c OL,..c

oL,... = 0Ga 5K 0,025
o OGap Jab + 92K ¢ + 02K, :
o 1 ab aLmat aLmat K
= 57— 6gab + ( azK - aa aZKa> 62
+0, (pr62") | (2.54)

gdzie wprowadzilismy tréjwymiarowy, symetryczny tensor energii-pedu 7%° okreglony na
powierzchni S (a raczej jego gesto$é tensorowq):

TV =2 , 2.95
a.(]ab ( )
oraz pedy px® sprzezone kanonicznie do zmiennych materiatowych z:
0L,
= (2.56)

Pk = 92K,
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Ostatecznie wariacja pelnego lagranzjanu dla uktadu fizycznego ,powltoka materii + gra-
witacja” wyglada nastepujaco:

1 oL oL
=— — Hy 3 mat g Zmat ) 5K
dL 167Treg(g) 89 + 6(z°) < 5K O azKa> 9z
1 a a
— 5(,53)]_6—71' (G b &t b) 6gab
+ O, (m""00,) + 8(2°) 0, (prc02") (2.57)

W tej czeéci naszych rozwazan zaktadamy, ze zarowno dgy; jak i 025 znikaja na pewnym
otoczeniu brzegu 0D obszaru D czasoprzestrzeni, po ktorym caltkujemy lagranzjan. Za-
tem dwa ostatnie (brzegowe) czltony w powyzszym wrzorze znikaja przy catkowaniu po D.
Warunek znikania wariacji dziatania A = 0 z ustalonym warto$ciami na brzegach daje
wiec rOwnania Einsteina dla pola grawitacyjnego oraz réwnania Eulera-Lagrange’a dla pol
materii. Regularna cze$é rownan Einsteina

reg(G)*" =0
zachodzi w calej czasoprzestrzeni, a osobliwa czes¢ tych rownan:
G = 8rr | (2.58)

musi by¢ spetlniona na S. W ten sposob wyprowadziliémy 7 zasady wariacyjnej rownania
Israela dla powtoki.

Informacje zakodowana w trojwymiarowym obiekcie 7% mozemy wyrazi¢ takze w
postaci czterowymiarowego tensora energii-pedu 7H .= &(x3)7#, gdzie ustalilismy — zgod-
nie z (2.19) — ze transwersalne skladowe 7 znikajg tozsamosciowo: 71 = 0 (w naszym
uktadzie wspotrzednych oznacza to po prostu, ze 7% = 0, jednak w poprzedniej postaci
warunek ten nie zalezy od uktadu wspotrzednych). Zbierajac razem czes¢ singularna i regu-

larng pola grawitacyjnego, mozemy zapisa¢ wariacje catkowitego lagranzjanu nastepujaco:

b

SL _ b (G" — 87T §g, + 6(2°) <8Lmat -0 8Lmat> 6%

167 0zK 02K,

+ O (m"00,) + 8(2°)0, (pr*02") . (2.59)

Wz6r ten bedzie punktem wyjécia do wyprowadzenia dynamiki uktadu. Podkreslamy, ze
jest on tozsamoscia, implikowana przez strukture lagranzjanu.

Rownania pola naszej teorii, a wiec rownania Einsteina dla pola grawitacyjnego i Eulera-
Lagrange’a dla materii, oznaczaja znikanie czesci ,objetosciowe]” tej wariacji (pierwsze dwa
wyrazy):

g = 8rTH
aL t aljmat
ma — aa ~mat

0zK 0zK,

(2.60)



2.2 Proponowany opis modelu Israela

18

Sa one zatem rownowazne zadaniu, by dla dowolnych wariacji (juz niekoniecznie znikaja-
cych na brzegu!) niezaleznych pol dg,, oraz 6z, wariacja lagranzjanu redukowala sie do
samej tylko czesci brzegowe;j:

0L = 0, (m""o1),) + 8(2*)0, (pic“02") (2.61)

Zatem cata dynamika ukladu ,materia + grawitacja” jest rOwnowazna temu rownaniu.
Analogicznie jak w rownaniu (2.48), mozemy skorzysta¢ z definicji 7,"" i wyrazié¢ to za
pomoca kontrawariantnej gestosci tensorowej 7. Otrzymujemy wtedy

m oL, = TS AL, (2.62)
Zatem rownania pola moga by¢ zapisane w nastepujacy sposob:
0L = 0O, (w“”éAZV) + 8(2*)0, (pK“(SzK) . (2.63)

Ta posta¢ rownan pola jest analogiczna do lagranzowskiej postaci rownan dynamiki w
mechanice teoretycznej, ktore mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

i d i i
6L(q,q) = E(Z%SQ) = poq + pdq , (2.64)

zawierajacego w sobie zaréwno zwiazek pedéw z predkos$ciami:

B oL
p_ aq ’
jak i rownania Newtona:
. oL
p= 04 .

Wzor ten stanowi punkt wyjécia do wyprowadzenia hamiltonowskiej formy réwnan dy-
namiki. Wystarczy jedynie dokonaé¢ transformacji Legendre’a miedzy p a ¢, ktadac:

pog = 0(pg) — ¢op ,

i przenie$¢ pelng rozniczke (pg) na lewa strone wzoru (2.64). Otrzymamy w ten sposob
formute:
—0H = pdq — ¢op , (2.65)

gdzie potozylismy H(p, q) := pg — L. Formula ta jest rownowazna hamiltonowskej postaci

rownan ruchu:
oH ) OH

= a—p ,
Podobnie postepujemy w teorii pola, dokonujac transformacji Legendre’a miedzy
pochodnymi czasowymi p6l a odpowiednimi pedami. W tym celu musimy wybraé jakas

q
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(3+1)-dekompozycje czasoprzestrzeni M, aby zdecydowaé, ktore pochodne nazwiemy ,cza-
sowymi”, a ktore ,przestrzennymi”. W ten sposob nasza teoria pola stanie sie ukta-
dem hamiltonowskim, z przestrzenia danych Cauchy’ego na kazdej z trojwymiarowych
powierzchni odgrywajaca role przestrzeni fazowej. Jednak inaczej niz w mechanice, po-
zostang nam cztony brzegowe zwigzane z pochodnymi przestrzennymi. Odpowiednie kon-
trolowanie tych pochodnych na brzegu rozwazanego obszaru jest niezbedne dla konsystencji
naszych rozwazan, bowiem ewolucja czasowa pola w skonczonym obszarze jest zazwyczaj
7le postawionym problemem, jesli nie ustali sie w odpowiedni spos6b warunkow brzegowych
pola.

Dla uproszczenia rachunkéw wybierzmy uktad wspotrzednych zgodny z ustalona (3+1)-
dekompozycja czasoprzestrzeni: zakladamy, ze wspolrzedna czasowa t = 20 jest stala na
trojwymiarowych powierzchniach tej foliacji. Zakladamy rowniez, ze te powierzchnie sg
przestrzennopodobne. Aby otrzymaé sformutowanie hamiltonowskie naszej teorii musimy
scatkowaé rownanie (2.61) (albo réwnowaznie (2.63)) po powierzchni Cauchy’ego C C M i
potem dokonaé¢ transformacji Legendre’a miedzy pochodnymi czasowymi a odpowiadaja-
cymi im pedami.

W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku czasoprzestrzeni asymptotycz-
nie plaskiej i zalozymy, 7e takze platy C; naszej (3+1)-dekompozycji sa asymptotycznie
ptaskie w nieskoriczonosci. Aby mieé¢ kontrole nad dwuwymiarowymi catkami powierzch-
niowymi w nieskonczono$ci, rozwazmy najpierw dynamike naszego uktadu ,materia +
grawitacja” w skoniczonej tubie Swiata T, ktorej brzeg ma niezdegenerowang metryke o
sygnaturze (—,+,+). W pewnym momencie przejdziemy do nieskonczonosci z brzegiem
tuby. Zakladamy, ze tuba ta zawiera powierzchnie S wraz z poruszajaca sie wzdluz niej
nasza zerowa materia.

Oznaczajac przez V := T NC te cze$¢ powierzchni Cauchy’ego C, ktora jest zawarta w
tubie T, catkujemy (2.63) po skoriczonym obszarze V' C C i trzymamy calki powierzchniowe
na brzegu 0V obszaru V. Otrzymamy z nich mase ADM jako hamiltonian catego uktadu
,materia + grawitacja”, gdy przejdziemy do nieskonczonosci z dV = C N 0T . Poniewaz
nasz opis jest geometryczny i nie zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych, uproscimy nasze
rachunki uzywajac takiego uktadu, w ktorym wspohzedna 22 jest stala zarowno na S jak
i na brzegu tuby 0T.

Catkujac (2.63) po objetosci V' otrzymujemy:

/ /a AL /5 o (pr62") (2.66)
_ / (540, + / TSAL / (p%:5) . (2.67)
Vv ov vns

gdzie , kropka” oznacza pochodng czasowa. W powyzszym wzorze pomineliSmy dwuwy-
miarowe dywergencje znikajace po wycatkowaniu po powierzchniach 0V oraz VN S.

Aby jeszcze bardziej uprosci¢ nasze oznaczenia, oznaczymy przez px = pg° sktadows
czasowa pedu sprzezonego kanonicznie do zmiennej materialowej 2. Dokonajmy teraz
transformacji Legendre’a w zmiennych materialnych:

(proz") = proz™ — 2%6pr + 6 (pr2™) . (2.68)
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Ostatni czlon, umieszczony po lewej stronie rownania (2.66), daje — razem z lagranzjanem
materii  hamiltonian materii, okreslony jako odpowiednia sktadowa kanonicznego tensora
energii-pedu:

Lmat _pKZK = Lmat - pKUZKO = _TUU = TOO " (269)
Tensor kanoniczny definiuje sie jako:

. K
T“V L pK“Z v 65Lu]at .

Ostatnia rownos¢ w (2.69) wynika z twierdzenia Rosenfelda-Belinfantego (por. |5]), w mysl
ktorego tensor kanoniczny jest rowny (modulo znaki wynikajace z odpowiednich konwencji)
tensorowi symetrycznemu (zob. [8] w przypadku masywnym; dla materii zerowej dowod
ten przeprowadzimy skrupulatnie w jednym z nastepnych rozdzialow pracy).

Catkujac wyrazenie (2.69) po VNS otrzymujemy zatem czes¢ ,materialng” hamiltonianu
(pamietamy o przyjetym oznaczeniu TH := &(z%)7):

/ Lmat—pKz'K:/ TUU:/TOO. (2.70)
vns vns 1%

Aby dokonaé¢ transformacji Legendre’a w grawitacyjnych stopniach swobody — analo-
gicznej do transformacji (2.68) materialnych stopni swobody — zastosujemy metode opisang
m.in. w pracy [18|. W tym celu wykazemy, ze z metrycznosci koneksji I' wynika, iz grawi-
tacyjny odpowiednik ﬂ“”éAgV kanonicznej jednoformy px 2% redukuje sie nastepujaco:

k
7§ A :—Lgkl(SPkl-l-ak ) m (2.71)
m 167 700 ’ '

gdzie P* oznacza zewnetrzng krzywizne powierzchni C zapisang w postaci ADM, tzn. dang
wzorami

P =\/det g, (K§" — K*) (2.72)
1 1
Kyi=— ——=Ip = ——=A4),,
V19| V19"
za$ §* jest trojwymiarowa metryks kontrawariantng, odwrotng do metryki g;; indukowane;j

na V. Analogicznie, czton brzegowy ﬂ“”&AjV = ﬂ“”éAfw redukuje sie nastepujaco:

1 7r3a
v 3 _ ab 33
mH 6Aw/ = —16—7rgab5Q + aa <7T ) (ﬁ)) s (273)
gdzie Q% oznacza krzywizne zewnetrzng? tuby O7 zapisana w postaci ADM, tzn.
trojwymiarowa gestos¢ tensorowa dana wzorami analogicznymi do (2.28) i (2.29):

Q" = /| det goq| (Lg* — L*) , (2.74)
. 1 3 1 3
Lab .= _Erab — _ﬁAab y (275)

2Uzywamy symbolu Q na oznaczenie krzywizny zewnetrznej tuby §wiata 7 dla odréznienia od krzy-
wizny zewnetrznej powloki S, ktéra oznaczaliSmy litera Q).
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za$ §" jest trojwymiarowa metryka kontrawariantna na tubie 07, odwrotna do metryki

indukowanej g,,. Dowody obu tozsamosci (2.71) i (2.73) sa podane w rozdziale 2.3.
Korzystajac z tych wzorow i pomijajac dwuwymiarowe dywergencje znikajace po

wycatkowaniu, mozemy przepisa¢ grawitacyjna czesé¢ (6.11) w nastepujacy sposob:

. 1 : 1
MV(SAO MV(SAL - = (stl _/ a(s ab
I e e L A= WL

03 30 ’
+ /W <7r“°6 (%) + 7335 <%)) . (2.76)

Ostatnie wyrazenie podcatkowe moze by¢ prosto zapisane za pomoca kata hiperbolicznego
« miedzy powierzchniami C oraz 07, ktory jest zdefiniowany nastepujaco: «a = arsinh(q),

gdzie
30

g (2.77)

- V10gPg3|

oraz dwuwymiarowej formy objetosciowej A = y/det g45 na V. Zachodzi bowiem nastepu-

jaca tozsamoS$cé:
03 30
s [T 33¢ ([T 1

ktorej prosty dowod podajemy rowniez w rozdziale (2.3). W ten sposob otrzymujemy
tozsamosc:

/V (75A%,) + / TSAL, (2.79)

1 o 1
o 5P —/ 6O —/ Ada)
167 V(g’” ) 167 J,, 7% A av( @)

Po takim przygotowaniu mozemy wreszcie wykonaé¢ transformacje Legendre’a miedzy
pochodnymi czasowymi a odpowiednimi ,pedami kanonicznie sprzezonymi”. Transformacji
tej dokonujemy zarowno w objetosci:

(gklépkl). - (gkl(spkl - Pklé!]m) +6 (gkzpkl)

jak i na brzegu: (Ada) = (Adav — adA) + 0(Aat).

Okazuje sie, ze otrzymane w ten sposob petlne rozniczki  ktore pozniej dotacza do
lagranzjanu po lewej stronie formuly (2.66), aby da¢ w sumie pelny hamiltonian uktadu
zbieraja sie do nastepujacego wyrazenia:

1 . 1
s ( P’”) —5/ Ad
167 /V It ) T g0 )

1 0 _1 AB 00
~ 8 - : 2.
87r5/vx/g|Ro+ 167T5 (Q*%ga — Q% g00) (2.80)

ov
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Przenoszac pierwsza z tych catek na lewa strone formuty (2.66) i dotaczajac ja do czesci
grawitacyjnej lagranzjanu otrzymujemy:

1 1 1 1
[ / VIR = — [ Vgl (R 2R%) =~ / Q.  (281)
8T Jy 167 Jy 8w Jy

]_671— v
Wyrazenie to, ktére bywa nazywane ,objetoSciowa cze$cig hamiltonianu grawitacyjnego”,

spotyka ,hamiltonian materii” dany w postaci (2.70). Ich suma mogtaby by¢ nazwana
,objetosciowa czescia catkowitego hamiltonianu”. Wyraza sie ona przez catke

1

78_7rv

(G% —8rT%) =0, (2.82)

znikajaca tozsamosciowo na mocy réwnan Einsteina®.
Ostatecznie transformacja Legendre’a zastosowana do formuly lagranzowskiej (2.66)
daje nastepujaca formute generujaca:

. 1 :
0 = <Pkl6gkl - gkl(SP“> b / ()\6@ . c'm) + / (P k02" — 5 6p%)
167 Jy 167 Jov vns
1
o Y ) ab ) AB e Ut ] 283
T6m . Gap0 Q" + 167" /o (Q gap — Q 900) ( )

Formuta ta zostala wyprowadzona w pracy J. Kijowskiego |19] dla szerokiej klasy lagranz-
janoéw materii, jednak zawsze w modelu materii ciggtej. Obecnie pokazalisémy, ze jest ona
prawdziwa réwniez dla materii osobliwej, skoncentrowanej na dwuwymiarowej powtoce
S, ktorej metryka wewnetrzna jest niezdegenerowana i nosi sygnature (—,+,+). W dal-
szej czesci nasze] pracy wykazemy, ze jest ona prawdziwa rowniez dla materii Swietlnej,
poruszajacej sie po powierzchni frontu §wietlnego, ktorego metryka jest zdegenerowana.
Powyzsze rownanie, traktowane jako hamiltonowskie sformulowanie teorii moze — na
pierwszy rzut oka — rozczarowa¢. Co prawda wyrazenia w pierwszej linii wzoru (2.83) maja
charakter hamiltonowski, analogiczny do prawej strony formuty hamiltonowskiej (2.65),
jednak znikanie wyrazenia (2.82), ktérego rozniczka powinna sta¢ po lewej stronie takiej
formuty w charakterze hamiltonianu, wyglada na zjawisko patologiczne. Tymczasem jed-
nak tak nie jest: to tylko objetosciowa czesé hamiltonianu znika tozsamosciowo. Zjawisko to
jest wyrazem niezmienniczosci teorii wzgledem dyfeomorfizméw ,nie ruszajacych nieskon-
czono$ci”. Natomiast pelny hamiltonian ma jeszcze czeSé powierzchniowa, ktora nalezy
wydoby¢ 7z czlonow brzegowych stojacych w drugiej linii formuly (2.83). Nie bedziemy
tutaj szczegotowo analizowali tej procedury, ktéra w przypadku skoniczonej tuby $wiata 7
zostala przeprowadzona w pracy |19]. Do naszych celow wystarczy informacja, ze w granicy,
gdy brzeg tuby 0V dazy do nieskoniczonodci a trojwymiarowe catki po 0V sa odpowiednio
kontrolowane, otrzymujemy w przypadku asymptotycznie plaskim standardows formute
hamiltonowska dla pola grawitacyjnego i pol materii, w ktorej role hamiltonianu odgrywa

3Powyzsze wyrazenie podcatkowe wystepuje czesto w pracach po§wieconych kanonicznej grawitacji pod
nastepujaca postacia: NH + N¥H,,, gdzie H oraz Hj sa odpowiednio wiezami skalarnymi i wektorowymi.
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masa ADM. Jest ona dana przez odpowiednia catke brzegowa w nieskonczonosci. Tak wiec,
oznaczajac pedy materii nastepujaco:

Ti = prb(z?) (2.84)

ostateczna formuta hamiltonowska w przypadku granicznym 0V — oo (tzn. gdy V
pokrywa cala powierzchnie Cauchy’ego C, a wiec V' — C) przybiera nastepujaca postac:

]_671— I I

gdzie M jest hamiltonianem catego uktadu, réwnym masie ADM liczonej w nieskon-
czono$ci. Tak wiec analogia z wzorem (2.65) z mechaniki siega bardzo daleko. Tech-
nicznie, réznica polega na tym, ze przestrzen fazowa zmiennych: grawitacyjnych (P* gy)
na powierzchni Cauchy’ego C oraz materialowych (pg,2” ) na powierzchni S N C jest
nieskonczenie wielowymiarowa. Jest jedna jeszcze jedna, powazniejsza réznica: wypisane
powyzej stopnie swobody pola nie sg niezalezne, lecz podlegaja wiezom.

2.2.3 Wiezy

Rozwazmy dane poczatkowe (PF gu, 7, 2%) na trojwymiarowej powierzchni typu

przestrzennego C;,. Niech §* oznacza tréjwymiarows metryke odwrotng do metryki na

(3)
powierzchni gg;, a v := +/det gy;. Przez R oznaczamy trojwymiarowy skalar krzywizny

metryki gy, P := P*g a |7 oznacza trojwymiarows pochodng kowariantng wzgledem
Gkl

Pokazemy, ze dane te musza spelnia¢ wiezy wynikajace z réwnan Gaussa-Codazziego
dla sktadowej G°,, gestosci tensora Einsteina. Twierdzenie to wiaze skladowe G°, z danymi
Cauchy’ego w nastepujacy sposob. Czes$¢ przestrzenna — styczna do V; wyraza sie nastepu-

jaco:
G =Pk, (2.86)

a czeS¢ czasowa normalna do V;, nastepujaco:
(3) 1 1
2G°,n' = —y R + (P’”Pkl — 5P?> —, (2.87)
Y
przy czym n oznacza jednostkowy wektor prostopadty do powierzchni Cauchy’ego C;:
g
/— g0

Z prozniowych rownan Einsteina na zewnatrz oraz wewnatrz S wynika, ze regularna czescé
G°,, znika. Zatem nieosobliwa cze$¢ wiezow wektorowych na C jest nastepujaca:

nt = —

(2.88)

reg (Bk\k) =0 )
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a regularna czes$¢ skalarnego réwnania wiezow redukuje sie do

3) 1 1
reg <7 R — <PklPkl — §P2> ;) =0.

W przypadku materii nieciagtej, powyzsze, standardowe wiezy nalezy uzupehié¢ oso-
bliwa ich czescia, o no$niku na przecieciu S; = C; N S. Procedura ta wyglada nastepujaco.
Osobliwa cze$¢ trojwymiarowej rézniczki kowariantnej pedu Py sktada sie z pochodnych
w kierunku z3:

sing(P"|) = sing(8:2°) = 6(«”)[P"]
a wiec pelne przestrzenne rownania Gaussa-Codazziego (2.86) przybieraja postac:

G° = By = —[P’8(«%) . (2.89)

Sktadowe pedu ADM P* s3 regularne, a wiec osobliwa czeé¢ wyrazenia (PklPkl — %PQ)
jest rowna zeru. Singularna cze$¢ trojwymiarowego skalara krzywizny sktada sie z
rozniczkowanych w kierunku z? tréojwymiarowych symboli Christoffela:

(3)
sing( R) = sing (63 (legkl - F%é?’l)) = 5(533) [ ilé'” F%f]”] )

przy czym wyrazenie w nawiasach kwadratowych moze by¢ przepisane nastepujaco:

[kt = 1) = 2/ |00 (/T | = -2/ [a(}g;)] (290)

poniewaz pochodne styczne do S sa ciaglte. 7 drugiej strony wyrazenie w nawiasach kwadra-
towych jest rowne skalarowi krzywizny zewnetrznej k£ dwuwymiarowej powierzchni S; za-

nurzonej w C;:
7§3k
Th=-0 = | - (2.91)

g
Wynika stad, ze

sing( ) = 29/§%3[k]6 2N]S (22) .

Ostatecznie, pelne przestrzenne rownanie Gaussa-Codazziego (2.87) przybiera postac:

(3)
2G° " — —sing (7 R - <P’“Pkl _ %p?) %) — Ok]8 (). (2.92)

Rownania (2.89) i (2.92) sa uogodlnieniem w sensie dystrybucji zwyklych prozniowych row-
nan wiezow, skalarnego i wektorowego.

Pokazemy teraz jak materia skoncentrowana na S; generuje cztery wielko$ci powierz-
chniowe [P3] i [Ak], ktore wystepuja w osobliwe] czesci wiezow. Styczna do S cze$é sktado-
wej G°, moze by¢ rozlozona na dwuwymiarowa czes¢ styczna do S, oraz cze$é transwersalna.
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Styczna do S; czes$é rownan Einsteina daje nam nastepujace réwnania
G% = 8nd(a*) 7%, , (2.93)
ktore razem ze wzorami (6.27)i (6.29) generuja nastepujace rOwnania wiezow:
[P?] = —8n77% . (2.94)
Pozostata czes¢ rownan Einsteina jest nastepujaca:

Gt =8rT" "
gdzie E := T°,n* = 7°,n"8(x*) = 8(x%)z, opisuje gestos¢ materii na C, za§ ¢ = 7°,n#,
jest powierzchniowa gestoscia energii na S. Stad sing(G°,n#) = 8me, i skalarne rownanie
wiezOwW przyjmuje nastepujaca postac:

8me + [Ak] =0 . (2.95)

2.3 Dowody tozsamosci uzytych przy dowodzie formuly
hamiltonowskiej

Dowdd wzoru (2.73). Skorzystamy z tozsamosci (2.24) oraz (2.25) na (czterowymiarowe!)
pochodne kowariantne odpowiednich skladowych metryki: V,7% = 0 oraz V,73 = 0.
Tozsamosci te — wyrazajace metryczno§é koneksji I' — mozna rozwiaza¢ wzgledem A3, oraz
A3 . w wyniku czego otrzymujemy nastepujace wiezy na tubie $wiata 0T

1
Al = p (D™ + A7), (2.96)

Al = o (0,7% 4 243, 7% (2.97)

gdzie a,b = 0,1,2. Wstawiajac te wiezy do wyrazenia:

ﬂ“”éAfw = 7§ A3, 4 2mP 5 A 4 T35 AL, (2.98)
oraz, wyrazajac A%, poprzez krzywizne ADM z definicji (2.74), otrzymujemy po prostych
przeksztalceniach algebraicznych teze w postaci wzoru (2.73). U

Dowdd wzoru (2.71): Zamieniajac role z® i 2° w poprzednim dowodzie i korzystajac z

tozsamosci: Vw0 = 0 oraz V7% = 0, otrzymujemy nastepujace wiezy:

1
Ab = p (O™ + Ap ™) (2.99)

1
Apy = —5 (8, + 2437 . (2.100)
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Wstawiajac je do wzoru:
mOAY, = TS AY + 2m RO AG, + T8 A, (2.101)

i wyrazajac A%, przez ped P* z definicji (2.72), otrzymujemy po prostych przeksztalceniach
algebraicznych teze w postaci wzoru (2.71).

O
Dowdd wzoru (2.78). Zauwazmy najpierw, ze zachodzi oczywista tozsamosé:
03
o5 (T 33 00733]
o0 <7r00> (5( > = 24/|7%07 (5\/7T00733| . (2.102)

Rozktadajac macierz g,, na bloki dwuwymiarowe: pierwszy, odpowiadajacy wspolrzednym

2% 1 23 oraz drugi, odpowiadajacy wspotrzednym (z4), A = 1,2; liczymy czterowymiarowy

wyznacznik z metryki w tym rozktadzie blokowym. Jako rezultat otrzymujemy tozsamos¢:

2 1 /det
23790733 = = /|g[+/]¢9%0¢%3| = - veogan (2.103)
167 87 \/1+ ¢

Stad od razu wynika, ze
03 30
we (T a3 [T A q A
0| — 0| =) =—0— = —da. 2.104
T (77“0> T <7T33> 8t Jlt+q 8r « ( )

Dowdd wzoru (2.80). Chcemy pokazaé, ze zachodzi nastepujacy wzor:

1 i
——0 (gklPkl> (5 A
160 Jy 8T Jav
— _5/ Vg|R% + —6/ (9" gan — Q%g00) - (2.105)
oV
Korzystajac z definicji obiektow Q® (2.74) mozemy wyrazenie [, (Q*gap — Q%goo)
przepisa¢ za pomocg sktadowych metryki i ich pochodnych:

1

1 71.30 )
AB 00 _ Bu0 _ Oup3 339 ‘
167 /., (Q""gan — Q"g00) T6n /av varl <9 wo — 9 L +970 <7r33> >
(2.106)
Pokazemy teraz, ze

1 . 1
167r_V<gkl o )
_ L (R = [ (s, g (5) ) L @aon)
871— v g 0 ]_67T Jov g g Op g g 71_33 . .
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Rozwazmy najpierw nastepujaca tozsamosé

1 1 7T0k : 7rUk :
].6 gklpkl - ]_6 gkzP \/;/8k <7T00 <W> ) +K/ak (WOO <W> ) s (2108)

i oznaczmy przez D nastepujace wyrazenie

D= P49, [ 7 ™y
= 16ﬂ_gkl kT 00

Z definicji (2.72) pedéw Py, wynika bezposrednio, ze obiekt D moze by¢ zapisany nastepu-
jaco:

D = ﬂ“”@oAgy ,
jest to bowiem wykazany poprzednio wzor (2.71), z ta réznica, ze pochodna wariacyjna ¢
(a wiec pochodna wzgledem jakiego§ parametru) zostata zastapiona pochodng wzgledem
konkretnego parametru: czasu. Jesli teraz zastosowa¢ definicje 7, dana wzorem (2.44),
to otrzymujemy:

D = WAﬂVUa()FZ

Ostatnia pochodna czastkowa jest rowna pochodnej Liego koneksji I' wzgledem pola X =
% (tzn. takiego, ktorego wspotrzedne sa dane wzorem X* = §#y). Mamy zatem:

_ - 0 A
D= Ty £erj .

Z drugiej strony pochodna Liego koneksji wzdluz dowolnego pola X formalnie wyraza sie
nastepujacym wzorem:

LxD), =V, V,X* - X°R
Ze wzgledu na tozsamosci Bianchiego, prawa strona powyzszego wzoru jest automatycznie
symetryczna w dolnych wskaznikach. Mamy wiec:

=03 — T (V. V, X — XTRY )

= \I/GZ{V VAX" - VOX#) 4+ 2R, X7} =

_ b {8k (\/m(vkxo _ voxk)> + QMROO} . (2.109)

167

W ostatnim réwnaniu pochodna kowariantna V, zostata zastagpiona pochodng czgstkowsa
0y, poniewaz w dzialaniu na antysymetryczng, kontrawariantna gesto$¢ tensorowa obie
pochodne daja taki sam wynik. Poniewaz nasze pole X jest stale w uzywanym uktadzie
wspolrzednych (tzn. 9,X" = 0), mamy takze tozsamosé:

VAXY — QNAXUFZ/\ _ gu/\rg)\ . (2.110)

co daje nam nastepujacy wzor

—L kur0  Ourk i 0
/VD_ 16W/V8k (x/@(g hr, g”F0”)>+8w/v\/|?R°‘ (2.111)
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Z rownania (2.108) wynika, ze D jest regularne. Zawiera ono wprawdzie osobliwa cze$¢
formy brzegowej R?, ale ta osobliwo$¢ jest ,kasowana” przez nieregularng czesé pochodnej

w kierunku z® wyrazenia Oy [\/\ g1 (g*1%, - go“Fgﬂ)}. Mozemy wiec operowa¢ D jak
wyrazeniem nieosobliwym, i nie musimy catkowaé¢ go ,kawatkami”, lecz mozemy czynié¢ to
w sensie dystrybucyjnym, po calym C. Z tozsamosci (2.108) wynika, ze

1 . 1
— [ guP" = - —/ V1gIR%
871— v

]_671— v
03

1 TN
- Vgl (.93“F8” — g1y, — g% <W> > C(2.112)

167 Jov

Z definicji kata o mamy takze:

03\ - 30\ -
_ oo (T 33 (T

jest to bowiem udowodniony poprzednio wzor (2.3), zastosowany do pochodnej czasowej
zamiast, jak poprzednio, do pochodnej wariacyjnej 6. Skladajac powyzsze dwa wzory
otrzymujemy teze:

1 . 1
v Pkl) _/ A
167 V(,(]kl +87T oV “
:i/ R+ —— [ /gl (g7T8, — T3, + ¢* ")) e
81 Jv 167 [y K a 33

Lewa strona powyzszego wyrazenia jest nieosobliwa, ale po prawej stronie pojawiaja sie

wyrazenia osobliwe, takie jak [, v/|g|R% oraz [, \/|g] (g3“F8” —gO“Fgﬂ). To drugie
wyrazenie, chociaz jest cztonem brzegowym, pochodzi z cztonu objetosciowego

2, (V1g] (9T, = 9™1%,)) -

1
167 Jy

bedacego catkowita dywergencja. Pochodne w kierunku 2 daja wyrazenie osobliwe, ktére
kasuje osobliwg czesé R%, i ostatecznie zostaje tylko wyrazenie regularne. O



Rozdziat 3

(Geometria powierzchni zerowych

Celem naszej pracy jest, miedzy innymi, uog6lnienie wynikow poprzedniego rozdziatu na
przypadek frontu §wietlnego czyli hiperpowierzchni o zdegenerowanej metryce. W szczegdél-
noéci bedziemy stosowa¢ nasze wyniki do powierzchni izolowanych horyzontow zdarzen,
ktore sa bardzo specjalnym frontami swietlnymi.

Geometrie niezdegenerowanej (niezerowej) hiperpowierzchni S € M w czasoprzestrzeni
pseudoriemannowskiej (M, g), opisywali$my w poprzednim rozdziale za pomoca nastepu-
jacych obiektoéw: obciecia g, tensora metrycznego na czasoprzestrzeni M do hiper-
powierzchni S, oraz krzywizny zewnetrznej tej hiperpowierzchni. Wygodnie byto uzywac
opisu krzywizny w wersji ,pedu ADM”, ktory oznaczaliSmy przez QQ%.

RozwazaliSmy rowniez czasoprzestrzenie skladajace sie z dwu kawatkow: M_ i M.,
sklejone wzdluz takiej hiperpowierzchni S w taki sposob, ze tensor metryczny jest ciagly,
a wspotezynniki koneksji moga mie¢ niecigglodéci typu skok na S. Pokazaliémy, iz ten-
sor Einsteina takiej czasoprzestrzeni moze by¢ zdefiniowany w sensie dystrybucji. Jego
czes¢ osobliwa zawiera pochodne tych niecigglosci i rowna jest G% = G%d(z?), przy czym
trojwymiarowa gesto$¢ tensorowa G%, zyjaca na S jest po prostu skokiem ,pedu” Q%
miedzy obiema stronami tej powierzchni:

G = Q%] . (3.1)

Poza tym — stosujac twierdzenie Gaussa-Codazziego po obu stronach powierzchni S —
byliSmy w stanie udowodnié¢ tozsamosé¢ Bianchiego dla takiej osobliwej krzywizny.

Taka konstrukcja nie moze byé¢ dostownie przeniesiona na przypadek frontu $wiet-
Inego, bowiem metryka indukowana jest w tym przypadku zdegenerowana, zatem stan-
dardowa konstrukcja krzywizny zewnetrznej, wykorzystujaca nieistniejaca w tym przy-
padku metryke odwrotna ¢%, jest bezuzyteczna. Tym niemniej skonstruujemy w tym
rozdziale odpowiednik wielkosci Q% i1 pokazemy, ze zachodzi wzér (3.1). Co prawda,
nasza wielko$¢ Q% (X) nie bedzie dana jednoznacznie, lecz bedzie zalezala od wyboru
pewnego zerowego pola wektorowego X na S, jednak niejednoznacznosé ta zniknie w przy-
padku liczenia skoku we wzorze (3.1). W ten sposob osobliwa krzywizna czasoprzestrzeni
sklejanych wzdtuz frontu $wietlnego bedzie juz jednoznacznie okreslona. Okaze sie poza
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tym, ze Q"(X) spelnia odpowiednie uogolnienie réwnan Gaussa-Codazziego, co imp-
likuje tozsamosci Bianchiego dla osobliwej czesci tensora Einsteina takiej czasoprzestrzeni,
niezbednych dla konsystencji teorii samograwitujacej materii §wietnej.

3.1 Geometria wewnetrzna

Rozwazmy czasoprzestrzen M o sygnaturze lorentzowskiej i jej trojwymiarowa rozmaitosé
S. Hiperpowierzchnia S jest powierzchnig zerowg w tej czasoprzestrzeni, jesli metryka g,
na M obcieta do metryki g,, na S jest zdegenerowana.

Powierzchnie Cauchy’ego C; odpowiadajace stalej wartoéci wspotrzednej czasowej 29 = ¢
sa przestrzennopodobne, a wspotrzedna a2 jest stata na S. Wspotrzedne czasoprzestrzenne
bedziemy oznaczali literami alfabetu greckiego a,8 = 0,1,2,3, wspolrzedne na hiper-
powierzchni zerowej poczatkowymi literami alfabetu tacinskiego a,b = 0,1, 2, wspotrzedne
przestrzenne literami k,[ = 1,2,3 a wspolrzedne na przecieciu C; NS bedziemy oznaczac
wielkimi literami alfabetu taciniskiego A, B =1, 2.

Biorac pod uwage niezdegenerowanie metryki czasoprzestrzennej widzimy, ze metryka
zdegenerowana g, na S ma sygnature (0, +, +). To znaczy, zZe istnieje nieznikajacy wektor
zerowy X na S (a wiec taki, ze X, X% = 0 i X® # 0 dla co najmniej jednego b) taki,
ze jego czterowymiarowe zanurzenie X* w M jest ortogonalne do S. Wtedy kowektor
X, = X*g,, = Xg,, znika na wektorach stycznych do S, czyli:

X% =0 . (3.2)

Rozwazmy krzywe catkowe pola X. Pokazemy, ze po odpowiedniej reparametryzacji
spelniaja one rownanie geodezyjne na M. W tym celu wezmy dowolna gladka funkcje ¢,
stala na S, o nieznikajacym gradiencie. Wezmy tez dowolne zerowe pole wektorowe X# w
otoczeniu S, ktore obcigte do S daje X“. Poniewaz X* jest ortogonalne do S, stad X, jest
proporcjonalne do gradientu ¢:

Xy="Tfou, (3.3)

gdzie f jest jakim§ wspotczynnikiem nieznikajacym na S. Korzystajac z symetrii drugich
pochodnych pola skalarnego V'V, = V V¢, otrzymujemy:

XWX, = @ (X0 f) + X VaV,0 = 0 (X 0 f) + fXV, Ve
1
= (X Ohf)p,+ fXAVﬂ(?XA) = (X Ohf)p,+ XV, X

1
= (X)‘aAf)QO,u + §VMX)‘X>\ = (X)‘aA log f) X, - (3.4)
Stad wnioskujemy, ze pole X* := %X“ jest polem geodezyjnym:

XAV, X" =0. (3.5)

WykazaliSmy wiec, ze powierzchnia zerowa jest zbiorem geodezyjnych zerowych.
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Pokazemy teraz, ze mozna skonstruowac¢ hiperpowierzchnie S jedli tylko znamy dane
poczatkowe dla tych geodezyjnych — powierzchnie przestrzenna S; i zerowe pole X*(x)
zdefiniowane dla x € S;. Istnieja doktadnie dwie hiperpowierzchnie zerowe zawierajace
dana powierzchnie S;. Zeby to zobaczy¢, wybierzmy dowolna przestrzenna powierzchnie
Cauchy’ego C; zawierajaca S, oraz jaki§ uktad wspotrzednych na C; taki, ze wspolrzedng
23 jest stala na S;. W kazdym punkcie x € C; mamy dokladnie dwa kierunki zerowe
prostopadte do dwuwymiarowej powierzchni S;. W jednym z tych kierunkéow wybierzmy
nie znikajace pole wektorowe X*(z) i zalozmy, 7e jest ono klasy C*. Na otoczeniu S,
istnieje wtedy jeden i tylko jeden czterowymiarowy uktad wspotrzednych z# spelniajacy
ponizsze warunki:

o wspohrzedne 2%, gdzie k = 1,2, 3, sa stale na liniach geodezyjnych takich, ze ich
poczatek lezy w dowolnym punkcie = € S; 1 wychodza 7z niego w kierunku X*(x),

e 20 jest parametrem geodezyjnym wzdhuz tych linii i jest rowny ¢ na C;.

W tym uktadzie wspotrzednych mamy:
0

T o0

(3.6)

Poniewaz pole X jest zerowe, mamy 0 = ¢g(X, X) = goo. Poza tym, rownanie geodezyjne
(3.5) moze by¢ zapisane w nastepujacej postaci:

0 1
0= VU@ = Fgg = 59” (2.(]1/0,0 - gOU,V) =0. (37)

A stad otrzymujemy, ze
d

wzdluz dowolnej geodezyjnej. Ale poczatkowo mielismy:

ol = 1) =5 (X (o). 5 ) =0.

poniewaz X bylo ortogonalne do powierzchni {2* = const} (a = 1, 2) oraz do siebie (a = 0).
Stad mamy, ze g, = 0. Zatem {2® = const} jest powierzchnig zerowa

Widzimy wiec, ze dowolna hiperpowierzchnia zerowa S moze byé¢ zanurzona w
jednoparametrowej kongruencji powierzchni zerowych odpowiadajacych r6znym wartos-
ciom stalej {z® = const} zadanej na powierzchni C;. W dodatku uktad wspotrzednych z°
byt skonstruowany tak, ze pole X dane wzorem (3.6) jest zerowym polem geodezyjnym nie
tylko na S, ale i w calym otoczeniu S.

Uzyjemy teraz dowolnego uktadu wspohrzednych takiego, ze wspotrzedna 2 jest stala
wzdtuz wszystkich powierzchni zerowych nalezacych do takiej kongruencji. Nie bedziemy
natomiast zadaé¢, by wspotrzedne 24 byly stale na geodezyjnych zerowych, tzn. by pole
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(3.6) byto zerowe. Ogolna posta¢ metryki czterowymiarowej spelniajacej ten warunek jest
nastepujaca:

I nina na sM + mAny
Juv = na 9AB ma s (39)
sM+mPns | my (3)" + m?ma
oraz
[ (L)2 nt o m? s ]
N N? M M
(]”V — nt Sm—A AB _ pAnB 4 nAmB tmAnB oA (3 10)
: NZ M g NZ S M SN ’ '
A
R v/ —S 0
gdzie M > 0, s = +1, gap jest dwuwymiarowa metryka indukowang na powierzchni

0 3 *AB . . . . , *AB
{2" = const, 2”7 = const} a §  jest jej odwrotna metryka kontrawariantna. Zaréwno §
jak i gap sa uzywane do podnoszenia i obnizania indekséow A, B = 1,2 w dwuwymiarowych
wektorach n i m#. Oznaczajac przez A element objetosci dwuwymiarowe;

A= y/det gap , (3.11)
mamy, ze /| det g,,| = AM.

W takim uktadzie wspotrzednych dowolny kierunek zerowy na S musi byé proporcjo-
nalny do pola X danego wzorem:

X =0y —n'0,, (3.12)
albo, rownowaznie:
g 3
X”ZFZMSQ“- (3.13)
Mamy, ze:
9(X, X) =g(X,04) =0 . (3.14)

Reper trojwymiarowy (X, d4) na S zalezy od szczegolnego wyboru (24 1) dekompozycji S
zadanej wyborem wspotrzednej czasowej 2°. W dalszej czesci pracy wprowadzimy obiekty,
ktore nie beda zalezaly od tego wyboru i beda dobrze opisywaty geometrie S. W tym celu
rozwazmy ponizszg transformacje uktadu wspotrzednych:

o

= X, (3.15)
= Cg'0a+ [X, (3.16)

Qn
T
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gdzie (X, 53) jest nowym reperem trojwymiarowym odpowiadajacym nowemu uktadowi
wspotrzednych (7%) na S. Wspolezynnik ¢ moze byé otrzymany z ponizszej zaleznosci:
01°

. D70
_ ~0 _ A
1= (di* X) = (Gqdi' + 75

0i® , 9"

dz?, cX)

i stad
~0 ~0 —1
c= <ai - aim) . (3.18)

0x0  OzxA

7Z drugiej strony 7 rownania (3.12) mamy:
oz O
05 = —=04+ — (X +n"0
b= GmE0A T g 2

A 0 0
- (337_~ + a—xm/‘> 9.+ 2% x| (3.19)

1 ostatecznie

A
Cs = 55T 58" (3.20)
0z

W dalszym ciggu rozwazan udowodnimy, ze obiekt

A
U= o (3.22)

jest gestoscia skalarna na S, niezalezng od uktadu wspotrzednych (z%) uzytego powyzej.
W tym celu pokazemy, ze przy przejéciu od jednego do drugiego ukladu wspotrzednych
warto$¢ vy jest pomnozona przez wyznacznik macierzy Jacobiego. Znaczy to, ze vy =
vxda® A dx' A da? jest niezalezng od ukladu wspohrzednych trojforma rézniczkows na S.
Trojforma ta zalezy jednak od wyboru pola X. Jednak obiekt

A:=uvx X, (3.23)

bedacy dobrze zdefiniowana gestoscia wektorowa na S, jest juz zadany jednoznacznie przez
strukture S i nie zalezy od wyboru pola X bowiem jego wyrazenie wspotrzedniowe:

A=X(dy—n"0a) , (3.24)

rzeczywiscie nie zalezy od X.



3.1 Geometria wewnetrzna

34

Pozostaje zatem wykazac, ze vy jest gestoscig skalarng lub — rownowaznie — ze A jest
gestoscig wektorowa. W tym celu wyjdziemy z prawa transformacyjnego dla gap

955 =C;'CLg(0a+ faX, 08+ f5X) = C{CPgap . (3.25)
Wynika zeni, ze 3
A=AdetC;" . (3.26)
Mamy zatem:
; PR ) )
A= ——X* = (detC;” cX®
Xy O 3
ox° A o Ox° O
= det - X = det - ) A°
) (357d> X" oar <6:id> dxe

co jest prawem transformacyjnym dla gestosci wektorowych. Przedostatnia rownosé wynika
7 nastepujacej tozsamosci:

97" a0\ ! dzt 9a® Dz
detCP == —n?'—=) det{—=+—=n")=det : 3.27
¢ A <8x0 n 83#‘) <8i‘B a%Bn a.’;?b ( )
Aby Wykazaé te tozsamos¢, rozwazmy nastepujaca macierz A% := % i jej odwrotnosé
B, = gzs Niech N :=01i N4 :=n?. Zdefiniujmy nastepujace macierze:

Cal; = Aal') + NaAUI; ,

oraz i i i

D', =B — B" N .
Latwo sprawdzi¢, ze C'i D sa do siebie odwrotne. 7Z drugiej strony wyznaczniki macierzy
A i C sa sobie rowne. Stad

det A = det C = det(C*3)(D%) ",

co konczy dowod (3.27).

Jak pokazaliSmy powyzej, pole gestosci wektorowej A nie zalezy od konkretnego
wyboru pola X. Opisuje wiec ono wewnetrzne wlasciwosci trojwymiarowej geometrii ggp
powierzchni S. To samo zachodzi dla dywergencji d,A“, ktora jest tym samym inwariantna,
niezalezng od wyboru pola X, gestoscig skalarng na S. W jezyku form rézniczkowych
wielko$é A reprezentuje nastepujaca dwuforme:

L:=A%(0, | di° Ndz' N da?) |

a dywergencja 0, \” reprezentuje rozniczke zewnetrzna powyzszej dwuformy, czyli trojforme
dL := (9,A%) da® A dz' A dx?. W szezegolnosci interesujace sa powierzchnie zerowe, dla
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ktorych dL znika tozsamosciowo. Powierzchnie o takiej wlasnosci nazywa sie nieekspandu-
jacym horyzontem (zob. |2, 3|, oraz rozdzial 3.10 tej rozprawy).

Oba te obiekty, L oraz vy, moga by¢ zdefiniowane geometrycznie, bez uciekania sie
do uzycia uktadu wspotrzednych. Sprobujemy w dokonaé takiego opisu. Zauwazmy wiec,
ze w kazdym punkcie x € S, przestrzen styczna T,S moze by¢ ,podzielona”, tzn. mozemy
wprowadzi¢ strukture przestrzeni ilorazowej, wzgledem przestrzeni degeneracji rozpiete]
przez X. Przestrzen ilorazowa jest wyposazona w strukture przestrzeni metrycznej z
niezdegenerowanym tensorem metrycznym i forme objetosci w (ktora wyrazona w jezyku
wspOlrzednych ma nastepujaca postaé: w = X dz' Adz?). Dwuforma L jest rowna cofnigciu
formy objetosci w z dwuwymiarowej przestrzeni ilorazowej do przestrzeni stycznej T,.S.
Trojforma vy moze natomiast byé¢ zdefiniowana jako iloczyn zewnetrzny vy = a A L,
gdzie « jest dowolng jednoforma na S taka, ze < X, a >= 1.

Sprobujmy przyjrzeé¢ sie geometrii wewnetrznej S z jeszcze jednego punktu widzenia.
Aby uzupetni¢ reper tréjwymiarowy (X, d4) na S do calego reperu czterowymiarowego na
M. wprowadzmy pole Y transwersalne wzgledem powierzchni S. Zazadamy, by spetniato
ono nastepujace zaleznosci.

gV, X) =1, (3.28)
g(Y,04) = 0. (3.29)

7 tych warunkéw mamy wyznaczone pole Y z dokladnoscia do przesunie¢ w kierunku pola
X
Y =Y +hX, (3.30)

gdzie h jest dowolnym polem skalarnym. Dokonujac przedhuzenia na otoczenie S
wspohrzednej 2° zdefiniowanej na S mozemy wybraé¢ pole Y w postaci

Y == (9~ m"04) . (3.31)

Nalezy jednak zaznaczy¢, 7e ta szczegOlna posta¢ pola Y zalezy nie tylko od (2 + 1)-
dekompozycji hiperpowierzchni S, ale takze od (3 + 1)-dekompozycji czasoprzestrzeni M
w otoczeniu S. Prawo transformacyjne dla Y przy przejsciu od jednej do drugiej (2 + 1)-
dekompozycji S jest nastepujace:

YV = ¢ ' (Y — k") + hX, (3.32)

gdzie pole skalarne h jest dowolne, a wspolczynniki k4 musza byé¢ wyznaczone jednoz-
nacznie z rOwnania:

f5=Cg5'gack® , (3.33)

przy czym f5 jest zadane przez (3.21). Z (3.28) i (3.29) mamy, ze X i Y rozpinaja wiazke
normalng do S. Pomimo pewnej dowolnosci w wyborze Y istnieja obiekty skonstruowane
za pomocy reperu czterowymiarowego (X, d4,Y), ktore nie zaleza od szczegolnego wyboru
Y i dobrze opisuja geometrie hiperpowierzchni S.
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3.2 Geometria zewnetrzna

Pochodna kowariantna pola X wzdluz wektorow stycznych do S jest prostopadta do X, a
wiec styczna do S:

1
9(X,VaX) = 50,9(X, X) =0

Zatem, dla ustalonej wartosci wskaznika a, wektor V,X* jest ortogonalny do S. W naszym
specjalnym ukladzie wspotrzednych (gdzie S jest opisywana rownaniem z* = const.) oz-
nacza to, ze V, X3 = 0, natomiast V, X" jest czysto trojwymiarowym obiektem okreslonym
na S, ktory przez analogie z przypadkiem powierzchni niezdegenerowanej chciatoby sie
nazwaé tensorem krzywizny zewnetrznej powierzchni S. Niestety, obiekt ten zalezy od
wyboru pola X. Inaczej niz w przypadku niezdegenerowanym, nie ma tu jednoznacznej
normalizacji pola X (jest ono polem zerowym!), a wiec zawsze mozna pomnozy¢ X przez
dowolna, nieznikajaca funkcje.

Aby przekonaé sie, jaka informacje geometryczng niesie powyzszy obiekt, przedstawimy
powyzsza pochodng kowariantng V, X w postaci kombinacji liniowej wektorow 9, stycznych

do S:
0

“Oxb
Poréownujac powyzsze wyrazenie ze wzorem (3.4) widzimy, ze pole X* jest wektorem whas-
nym t’ . Odpowiadajaca mu wartos¢ wtasna znika, gdy X staje sie geodezyjne.

Dokonajmy teraz (2 + 1) dekompozycji S. Mozemy wtedy podzieli¢ t°, na dwie czesci:
sprzestrzenno-przestrzenng”

VX = —t (3.34)

lab = tcagcb == —g(@b, VaX) == g(Vaab,X) = X”Fg‘b s (335)
oraz ,,czasowo-przestrzenng”
w i=1°, = —g(Y, V,X) = =X*T), . (3.36)

Warto zauwazy¢, ze zaréwno [, jak i w, sa niezmiennicze wzgledem transformacji typu
(3.30), co wynika z tego, ze

g(Y+th vaX) = 79(}/’ VaX) :

Zatem zalezg one jedynie od wyboru X i od (2 + 1)-dekompozycji S.
Na mocy wzoru (3.35) macierz [, jest symetryczna. Spelnia ona nastepujaca tozsamosé,
wynikajaca z zastosowania wzoru (3.4):

0=X"V, X, = X%, = l,o — nPl,5 .

Wynika stad, ze jej wszystkie sktadowe mozna wyliczy¢ z trzech sktadowych przestrzenno-
przestrzennnych [,z wedtug wzoru: lgq = lagn® oraz lyg = lagn*n®. Wobec tego cala
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macierz t’, mozna zrekonstruowaé w calodci z trzech niezaleznych sktadowych I 45 iz trzech
w, = t°,. Pozostate sktadowe t’, sa nastepujace:

s = (los — 1%908) = (n“les — wong) éBA ’
9 = (lAB — tOAgUB) .5BC = (lap —wang) -(:]BC

Pokazemy teraz, ze l,;, jest pochodng Liego wzdtuz pola X tensora metrycznego g, na
S. Korzystajac z tego, ze taka trojwymiarowa pochodna Liego g, jest réwna obcieciu do
S czterowymiarowej pochodnej Liego tensora g,,, mozemy napisac:

['X (gab) = (EXg)ab = gacvac + gcbva)(C = 2gc(avb))(C = 29(811: VbX) J (337)

a zatem |
lap = _iﬁXgab - (3-38)

Przy zmianie wspotrzednych na S obiekt [,, transformuje si¢ wiec wedtug nastepujacego
prawa:

~ 1 1 0x® Oxb
liy = —5L %08 = _EC(EX.g)aB =gy =c e

Bytoby to prawo tensorowe, gdyby nie wspotczynnik ¢ dany wzorem (3.18), wynikajacy z
faktu, ze pole X cechuje sie multiplikatywnie przez ¢ zgodnie z wzorem (3.15).

Oznaczmy teraz przez ,||” dwuwymiarowa rozniczke kowariantng na kazdej z
powierzchni typu {2° = const}, {2® = const}, liczong wzgledem koneksji metrycznej
w metryce gap. Ze wzoru (3.38) wynika:

(3.39)

1
lap = 3 (9480 — ngan,c — n agen — n° Bgac)
1 .
= 5 (nays + 1 = gan) (3.40)
oraz: B ‘
)‘lABg = A = _aaAa =—-\+ aA()‘nA) ) (341)

gdzie [ := lABf]AB

Niestety, prawo transformacyjne dla obiektu w,, wynikajace ze wzorow (3.15) i (3.16),
nie ma charakteru tensorowego:

C

1
Wy = g (_ (Y — k*94) + hX, Va(cX)>
1 1
. (EY, cVaX> +g (EY, X) Vac + g (hX,cV,X) + g (hX, X) V,c

—g (kAaA, X) %Vac —g (kAaA, VaX)
= w4 0hp — kPl,p, (3.42)
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gdzie ¢ = loge i k* sg dane przez (3.33). Chociaz w, nie jest wielkodcig tensorowa,
bedziemy uzywac tego obiektu do konstrukcji innych wielko$ci tensorowych na S.

Do celow naszej pracy wygodnie bedzie zorganizowac¢ wielkosci w, i [, W jedna gestosé
tensorowa na S, dang nastepujacym wzorem:

Qab(X) = =S {UX (vaa — 6abchc) + 6“b86AC} . (343)

Wielko$é ta zalezy explicite od wyboru pola zerowego X, jednak ma ona dobry, tensorowy
charakter i nie zalezy od wyboru ukladu wspotrzednych uzytego do jej konstrukeji. Jest
ona, jak zobaczymy w dalszym ciggu, dobrym odpowiednikiem ,,pedu ADM”, uzywanego
w poprzednim rozdziale dla powierzchni niezerowych. Zwr6¢my uwage, ze ostatni czton we
wzorze (3.43) jest niezalezny od wyboru pola X. Zostal on wprowadzony jedynie po to, by
skorygowa¢ wlasnosci algebraiczne obiektu vy (V, X — §¢V,.X€): dzieki temu zabiegowi
Q% (X) jest ortogonalne do X i symetryczne po obnizeniu pierwszego indeksu':

Q%(X)X" = 0, (3.44)
Qu(X) = Qpa(X) . (3.45)

Jak sie przekonamy w nastepnym rozdziale, wtasnosci te pozwolg nam zdefiniowaé dywer-
gencje obiektu ) wzgledem zdegenerowanej metryki gq, co bedzie bardzo wygodne dla
uzyskania prostego dowodu tozsamosci Bianchiego dla osobliwego tensora Einsteina cza-
soprzestrzeni uzyskanej przez zszywanie wzdhuz frontu swietlnego S oraz  odpowiednio
praw zachowania dla materii §wietlnej zyjacej na S.

Jak sie za chwile przekonamy, warunek symetrii (3.45) jest prawdziwy nawet bez tej
modyfikacji: byta ona potrzebna jedynie do uzyskania (3.44). W celu dowodu obu tych
tozsamosci wyrazimy Q% (X) przez poprzednio wprowadzone obiekty w, i l,,. Warto w tym

., zab . . L. , zAB ..
celu wprowadzi¢ symbol ¢ na oznaczenie macierzy, ktorej wspotrzedne g pokrywaja sie

. . . ~0b
7z wprowadzong poprzednio dwuwymiarowa macierza odwrotng do gp, zas go = 0. Wtedy
dotychczasowe wyniki dotyczace w, i l,, prowadza natychmiast do nastepujacego wzoru:

sQU(X) = A%V.XC — AV, X® — §%,0,A°
= X% (we X+ 1) 4+ AMwp X+ §51ep) + 0%
= Al + Awy — 0" A w, (3.46)

skad natychmiast wynikaja zadane wlasnosci (3.44) i (3.45) tensora Q).

3.3 Niezmienniczy operator dywergencji na S

Degeneracja metryki g,, na S nie pozwala nam zdefiniowaé (za pomoca warunku zgodnosci
»,Vg = 07) zadnej naturalnej koneksji, ktora moglibysmy stosowaé¢ do dowolnego pola ten-
sorowego na S. Wiaze sie to z faktem, ze warunek znikania pochodnych zdegenerowanej

1Jesli S jest nieekspandujacym horyzontem, czlon ten znika.
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metryki gq . W danym punkcie nie definiuje jednoznacznie ,uktadu inercjalnego”. Problem
ten przedyskutujemy doktadniej w rozdziale 5.2. Na ogo6t nie mozna wiec definiowaé zadnej
pochodnej  kowariantnej” na S. Jest jednak pewien wyjatek pokazemy mianowicie, ze
zdegenerowana metryka definiuje jednoznacznie pewien kowariantny operator rézniczkowy
pierwszego rzedu dziatajacy tylko na mieszane (kontra-kowariantne) gestosci tensorowe H%
o nastepujacych wtasnosciach algebraicznych:

HX"=0, (3.47)
H,, = H,, , (3.48)
gdzie Hy, = g,.H®. Definicja tego operatora nie moze by¢ rozszerzona na inne pola

tensorowe na S. Ale na szcze$cie krzywizna zewnetrzna powierzchni zerowej oraz ten-
sor energii-pedu powtoki zerowej sa typu opisanych wtasnie gestosci tensorowych, co nam
zupelnie wystarczy do opisu tozsamo$ci Bianchiego dla czasoprzestrzeni o osobliwej krzy-
wiznie oraz do opisu dynamiki na powierzchni zerowe;j.

Ow operator, ktory oznaczymy jako V.H¢%, moze byé¢ zdefiniowany za pomoca czte-
rowymiarowej koneksji na M w nastepujacy sposob. Majac dany obiekt H?, wezmy jego
rozszerzenie H* do czterowymiarowej symetrycznej gestosci tensorowej, ortogonalne do S,
tzn. takie, 7e HY” = 0 (“_L” oznacza sktadowe transwersalne do S, tzn. obliczone na kowek-
torze da®, gdy 2® jest stala na S). Zdefiniujmy V,H¢, jako obcigcie do S czterowymia-
rowej dywergencji V,H* . Jak si¢ za chwil¢ przekonamy, niejednoznacznosci powstajace
przy rozszerzaniu trojwymiarowego obiektu H? okreslonego na S do czterowymiarowego
okreslonego na M, ostatecznie sie kasuja. Wynik takiej operacji nie zawiera juz zadnych
niejednoznacznodci i jest gestoécia kowektorowa na S. Okaze sie ponadto, ze zalezy on
jedynie od zdegenerowanej, wewnetrznej metryki na S.

Podamy teraz dwie inne definicje tego operatora, wygodne w dalszych zastosowaniach,
a nastepnie pokazemy, ze sg one rOwnowazne powyzsze].

Druga z tych definicji jest oparta na obserwacji, ze dla metryki niezdegenerowanej,
dywergencja symetrycznej gestosci tensorowej H% moze by¢ obliczona nastepujaco:

vaHab - 8aHab - Hacl—‘zb (3.49)
1
— 8aHab — iHacgac,b s (350)

gdzie ggep := Opgae- W naszym przypadku, gdy mamy do czynienia z metryka zdegenero-
wang, ani I'C, nie istnieje, ani tez podnoszenie indekséw w H nie ma sensu. A jednak ma
sens wzor (3.50) dla gestosci tensorowej H? na S, ktora spelnia tozsamosci (3.47) i (3.48),
jesli jako H® wezmiemy dowolng symetryczna gesto$¢ tensorowa taka, ze po obnizeniu
jednego wskaznika odtwarza ona H%,:

H = H",, . (3.51)

Jak tatwo sprawdzi¢, taka gestos¢ tensorowa zawsze istnieje, ale odtworzenie H* 7z H?, nie
jest jednoznaczne, poniewaz H* 4+ C' X*X* takze spetnia (3.51), jesli tylko H* to spehnia.
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To jest jednak jedyna niejednoznaczno$¢é. Nie wplywa ona na warto$¢ wyrazenia (3.50),
poniewaz z tozsamosci (3.2) mamy:

0= (X"Xac)p = X" Xacp +2X"gac Xy = X" X Gacp - (3.52)

Zatem ponizsze wyrazenie jest jednoznacznie zdefiniowane:

V.H% = 9,H% — %H“Cgac,b . (3.53)
Okazuje sie, ze prawa strona powyzszego wyrazenia nie zalezy od wyboru ukladu
odniesienia, tzn. transformuje sie jak gestos¢ kowektorowa. Dowod tego faktu jest zawarty
w rozdziale 3.7. Widzimy wiec, ze pojecie dywergencji krzywizny zewnetrznej: V,Q% (X),
ma sens takze w naszej zdegenerowanej metryce.

Aby wyrazi¢ wynik za pomoca oryginalnej gestosci tensorowej H", zauwazmy, ze ma
ona pieé¢ niezaleznych skladowych, i moze by¢ wyrazona za pomoca H®, (2 skladowe) oraz
symetrycznej dwuwymiarowej macierzy Hap (3 sktadowe). Tozsamosci (3.47) oraz (3.48)
moga by¢ wtedy przepisane nastepujaco:

~AC

HY = § Hep - n'H, (3.54)
H’, = Hn", (3.55)
HP — (§BCH0A—nBHOA> nA | (3.56)

Zatem wielkos¢ H, odtwarza sie z (H° 4, Hsp) jednoznacznie.
Aby przedstawi¢ H* za pomoca H?, z doktadnoscig do cztonu O X*X?, wezmy nastepu-
jaca wielkos¢:

B

FA8 = “Hepi " - 0B — nPHGT (3.57)
F4 = HO.5C" = FA0 (3.58)
F* = 0. (3.59)

Latwo zauwazy¢, ze dowolne H® spelniajace (3.51) musi by¢ nastepujacej postaci
H® = F* + HOX*X" (3.60)
Niejednoznaczno$é w wyrazeniu H% za pomoca H%, jest wiec opisana dowolnoscia wyboru
wartosci sktadowej H%. Korzystajac z tego otrzymujemy
Ava a a 1 ac a 1 ac
vaH b = aaH b EH gac,b — aaH b EF .gllC,b (361)

1 .
— oM, <2H°A nt, — HACQACJ,) . (3.62)

Rownanie (3.53) sugeruje jeszcze jedna, trzecia definicje operatora dywergencji. Wezmy
dowolny punkt x € S'i wybierzmy w nim jakikolwiek uktad odniesienia, w ktérym pochodne
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sktadowych metryki g,. znikaja w x, tzn. gu.5(x) = 0. Taki uklad odniesienia mozemy
nazwac inercjalnym. Dywergencja moze by¢ wiec zdefiniowana jako rozniczka czastkowa
liczona w uktadzie inercjalnym: V,H¢, := 9,H%. Niejednoznacznoéci w wyborze uktadu
odniesienia nie pozwalaja nam rozszerzy¢ tej definicji na wszystkie rézniczki kowariantne
(np. nie umiemy obliczyé¢ wyrazen typu V.H%). Niejednoznacznodci te znikaja jednak w
definicji dywergencji. Zagadnienie to jest szczegdélowo omowione w rozdziale 5.2.

Dwie ostatnie rownowazne definicje operatora V korzystaja tylko z wewnetrznej me-
tryki S. Pokazemy teraz, ze definicje te sa zgodne z pierwsza definicja, w ktorej operator
dywergencji definiowany byt za pomoca czterowymiarowej koneksji. Zauwazmy, ze jedyna
niejednoznaczno$¢ w rekonstrukeji czterowymiarowej gestosci tensorowej H*, jest typu
CXH"X". Kazda taka rekonstrukcja moze by¢ otrzymana z rekonstrukeji H*® przez potoze-
nie H* = 0 w naszym specjalnym ukladzie odniesienia, tzn. takim, ze wspoirzedna 2?
jest stala na S. Obliczmy teraz czterowymiarowa dywergencje H, := V ,H" . Ze wzgledu
na geodezyjny charakter krzywych catkowych pola X, jedyna niejednoznaczno$¢ ktora po-
zostaje po tej operacji jest typu CX,. Zatem obciecie H, z H, do S jest juz jednoznaczne.
Korzystajac z (3.50) mamy, ze jest ono réwne:

1
quﬂb — aMHubiiHu)\gu/\,b

1 _
aaI—Iab - iHanac,b - vaHab . (363)

3.4 Rownania Gaussa-Codazziego

Podobnie jak w przypadku podrozmaitosci o niezdegenerowanej metryce, sktadowa tran-
swersalna G+ gestodci tensora Einsteina G#, = /| det g| (R"V — 6“V%R) wyraza sie przez
dywergencje krzywizny zewnetrznej () na S. Zachodzi mianowicie nastepujace twierdzenie,
ktére mozna nazwaé roéwnaniami Gaussa-Codazziego dla frontu $wietlnego:

G = VaQ%(X) + svx 0y <30AC> : (3.64)

Ux

Sktadowa transwersalna gestosci tensora Einsteina jest dobrze okre§lonym obiektem
trojwymiarowym na S. W naszym uktadzie wspotrzednych dobranym do S w ten sposob,
zeby wspolrzedna 23 byla stala na S, wielkoéé ta jest rowna po prostu trzeciej sktadowej:
gJ_ — g3b_

Warto jeszcze raz wspomnieé, ze stosunek dwoch gestosci skalarnych 0.A° i vy, jest
funkcja skalarng. Gradient tej funkcji jest polem kowektorowym. Pomnozony przez gestosé
vy, daje wewnetrzng gesto$é kowektorowa na S. Zatem wszystkie trzy obiekty wystepujace
W powyzszym rownaniu sa geometrycznie dobrze okreslone.

Aby udowodni¢ (3.64), pokazemy najpierw, ze lewa strona tego rownania nie zalezy od
wyboru X. W tym celu rozwazmy jakie$ inne pole fX, gdzie f > 0 jest funkcja na S.
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Mamy:
—sQ%(fX) = wvpx (Vo(fX?) = 65 Ve(f X)) + 050\
= ;’UX (fV X+ X f — 0, V. X — 0, XO.f) + 650\
= QU (X) + Ay — A (3.65)
gdzie ¢ :=log f. Latwo sprawdzi¢, ze nastepujacy tensor
¢y (p) = Aoy — A g, (3.66)

spelnia tozsamosé (3.47). Co wiecej, gop = —gap\“@ ¢, co pokazuje (3.48). Z drugiej strony

e .\ 0.\
Vyx O < : > = vx0p < - > + (0:A )y (3.67)

Vfx Ux

Ale korzystajac z (3.62) otrzymujemy

V@ () = (0:A) gy

co pokazuje, ze lewa strona (3.64) nie zalezy od zadnego wyboru pola X.

Zauwazmy, ze w przypadku niezdegenerowanym mamy cztery niezalezne rownania
Gaussa-Codazziego, bowiem oprocz G4 mamy jeszcze dodatkowe réwnanie na G4, W
przypadku zdegenerowanym wektor prostopadly do S jest jednoczesnie styczny do niej.
Zatem G jest juz zawarty w G i wobec tego mamy tylko trzy niezalezne sktadowe row-
nania Gaussa-Codazziego, dane wzorem (3.64).

Petny dowdd réwnania Gaussa-Codazziego (3.64) jest zawarty w rozdziale 3.8. Nato-
miast w rozdziale (3.9) podajemy alternatywny dowod, przeprowadzony w jezyku obiektow
wq 1 lgp- Oba te opisy uzupetniaja sie i dzieki mozliwoéci przesledzenia rozwazan z dwoch
roznych punktow widzenia daja nam lepszy obraz zachowania sie badanego uktadu.

3.5 Struktura tensora Einsteina i tozsamo$ci Bianchiego

Osobliwa czes$¢ tensora Einsteina sktada sie z drugich pochodnych metryki w kierunku
x®. Pierwsze pochodne metryki w tym kierunku maja nieciggtosci typu skok, drugie
pochodne sa juz osobliwe, przy czym osobliwos¢ ta jest typu delta Diraca skoncentrowana
na hiperpowierzchni S. Mozemy teraz powtorzyé¢ bez zadnych zmian rachunki stosowane
w rozdziale 2.2, poniewaz nigdzie w tych rachunkach nie korzystaliSmy z wtasnos$ci metryki
trojwymiarowej na S. Rachunki te dadzg nam osobliwg cze$¢ tensora Einsteina w jezyku
skoku zaleznej od wyboru uktadu wspoétrzednych wielkosci Q*,. Wynik ten jest istotny
dla wyprowadzenia pewnych wlasnosci teorii, jednak pelna teoria (np. dowdd wtasnosci
geometrycznych osobliwego tensora Einsteina oraz dowdd spelniania przezen tozsamosci
Bianchiego) wymaga wyrazenia go przez skok krzywizny zewnetrznej Q* (X ), co uczynimy
nastepnie.
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Zeby wydzieli¢ te osobliwa cze$é z calego tensora Einsteina, uzyjemy tej samej proce-
dury co w rozdziale 2.2. Najpierw wiec przepiszemy tensor Ricciego

Ry, = 8,\Fl)‘w - a(ﬂfi‘))\ + F/U\/\FZV - F;)\urrg/\ ’ (3.68)
za pomoca nastepujacych kombinacji symboli Christoffela:
A A A Tk
ALy =T, =000, - (3.69)
Mamy:
g 1 a
R, = 0\A), — A AT, + gAfMAW. (3.70)

Wyrazenia kwadratowe w A moga mie¢ tylko nieciaglosci typu skok. Pochodne transwer-
salne do S sa wiec ograniczone i naleza do regularnej czesci tensora Ricciego. Osobliwa
cze$¢ tensora Ricciego zawiera tylko pochodne w kierunku transwersalnym. W uktadzie
wspohrzednych, w ktorym a3 jest stale na S, otrzymujemy:

sing(R,) = 0345, = 6(2”)[40,] . (3.71)

Stad widzimy, ze osobliwa czes$¢ tensora Einsteina jest nastepujaca:

sing(G*,) := +/|g| sing (R“V — %6%1%) =6(2*)GH, | (3.72)

gdzie przez G*, oznaczyliSmy nastepujaca kombinacje skokow pochodnych metryki:

1
G, = Vg (6%9“& - ;wugaﬂ) A2] (3.73)

Wiasnosci tego obiektu sa szczegdtowo przedyskutowane w dalszej czesci tego rozdziatu. W
szczegolnosci udowodnimy teraz  podobnie jak rozdziale (2.2), 7ze sktadowe transwersalne
tego obiektu wzgledem S znikaja. W naszym uktadzie wspotrzednych dostosowanym do S
oznacza to nastepujacg tozsamoscé:

G’ =0. (3.74)

Dowdd (3.74): W tym celu rozwazmy po obu stronach S nastepujacy obiekt:

N « 1 o « 1 «
Qﬂy =V |g‘ (qﬂ A(311/ - iéﬂyg ﬂA?yﬁ) = 167 {ﬂ-” Ailj - iéﬂuﬂ- 6’42[3} ) (375)
ktorego wlasnosci beda przeanalizowane w rozdziale 3.6. Mamy wiec
G, = [Q")] . (3.76)

Korzystajac z warunku metrycznosci koneksji otrzymujemy nastepujace rownania spelnione
po obu stronach S:

0 = Vo =0,m” + 205 — 7%Th = 9,n™ + 27 A3 (3.77)
0 = Vr*=8,n’ + 7T}, + n'Ty, — °Th,

= Ogm + A3, — 7P AL, (3.78)
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Poniewaz 7" sa ciggle wzdtuz S, skoki tych wyrazen miedzy dwiema stronami S musza
znikac:

1 1
]_6—71'G3a == 7T3N[Aza] == *5[8a7r33] == 0 s (379)
L s Lo abr 43 33[ 43 1 3a
I6-%s="3 (*[AG] — 7 [A5]) = 5[0 =0, (3.80)
co konczy dowod (3.74). O
Mozna takze poshigiwa¢ sie obiektem GH* = GH g**. Poniewaz zachodzi

(3.74), catkowita informacja niesiona przez obiekt GH jest zawarta w trojwymiarowej
symetrycznej wielkosci G®. Niestety, w odréznieniu od przypadku powierzchni niezdege-
nerowanej (patrz rozdzial 2.2) nie jest to wielkos¢ tensorowa, podobnie zreszta jak G* . i
zalezy ona od wyboru uktadu wspotrzednych. Mozemy jednak podzieli¢ informacje zawarta
w G na cze$¢ inwariantna, niezalezng od wyboru uktadu wspotrzednych, i cze$¢ zalezna od
wyboru cechowania. Ta pierwsza jest zawarta w trojwymiarowym obiekcie o mieszanych
sktadowych:

G =G"gu =G . (3.81)

Pokazemy bowiem, ze zachodzi poprawiony wzor (3.76), mianowicie:
G, = [Q%(X)] . (3.82)

Podobnie jak dla powierzchni niezdegerowanych, dowod wynika z faktu, ze ,brzydkie”
wielkosdci Q% 1 ,tadne” wielkosci Q% roznia sie o wyrazenia zawierajace jedynie metryke
i jej pochodne wzdtuz S, a zatem znikajace przy braniu skoku miedzy obiema stronami
S. Wazne jest rowniez to, ze cho¢ Q% (X) zalezy od wyboru pola X, to po wzieciu skoku
miedzy obiema stronami zaleznosé ta znika.

Dowo6d formutly (3.82) wynika z wykazanego w rozdziale 3.6 lematu 3.1, bedacego
odpowiednikiem wzoru (2.33) obowiazujacego w przypadku powierzchni o niezdegenero-
wanej metryce. Lemat ten glosi, ze obiekt @“b jest zwiazany z Q% (X) w nastepujacy
sposob:

~ 1
sQ% = sQ% — 5)\l6“b + A% — 0" A (3.83)

A

powierzchni S sg sobie rowne:

1 M
gdzie x. := 580 log (—) Zatem skoki tych wielko$ci miedzy obiema stronami hiper-

[Q%] = [Q%] , (3.84)
co razem ze wzorem (3.76) daje nam dowdd (3.82).

Wzor (3.82) dowodzi, ze G% jest trojwymiarowa gestoscia tensorowa na S. Z whasnosci
krzywizny zewnetrznej (wzory (3.44) i (3.45)) wynika, 7e jest ona ortogonalna do X i
symetryczna po obnizeniu géornego wskaznika:

G4 X" =0, (3.85)
G = Gpo . (3.86)
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Mozna zatem obliczy¢ jej dywergencje V,G¢,. Biorac skok tozsamosci Gaussa-Codazziego
(3.64) otrzymamy zupelnie identycznie, jak w przypadku niezdegenerowanym  tozsamoscé
Bianchiego dla pelnego tensora krzywizny, sktadajacego sie z czesci regularnej i osobliwej
G%ds. Zachodzi mianowicie:

V,.G" = ([reg(G) "] + V.G%) 6(z*) =0 . (3.87)

PokazaliSmy zatem, ze tozsamosci V,G" = 0 zachodza réwniez dla czasoprzestrzeni o
osobliwej krzywiznie skoncentrowanej na powierzchni frontu falowego. W szczegdlnodci
gdy spelnione sg po obu stronach S prozniowe réwnania Einsteina: reg(G)*, = 0, to
powyzsza tozsamo§é implikuje natychmiast znikanie dywergencji V,G¢% = 0. Rownos¢ ta

jak zazwyczaj w ogolnej teorii wzglednosci jest warunkiem konsystencji osobliwej czesci
rownan Einsteina G% = 8779, ktore wyprowadzimy w dalszej czesci pracy, bowiem tensor
energii-pedu materii Swietlnej 79 jest automatycznie zachowany, tzn. spelnia tozsamo$é
V% = 0.

Jak juz wspomnieliémy, inaczej niz w przypadku niezdegenerowanym, obiekty G® (czy
tez G*”) nie maja zadnego sensu geometrycznego i nie sa dane jednoznacznie. Uzywanie ich
w probach opisu dynamiki powloki materii Swietlnej przez innych autoréw prowadzito do
licznych trudnosci, ktére w naszym formalizmie udato sie wyeliminowaé. Przedyskutujemy
teraz dokladniej te problemy.

Zgodnie z rozwazaniami zwartymi w rozdziale 3.3, obiekt G“ ma pie¢ niezaleznych
sktadowych. Tzn. moze on by¢ jednoznacznie odtworzony z G° , (dwie niezalezne sktadowe)
oraz z symetrycznej dwuwymiarowej macierzy G 4p o trzech niezaleznych sktadowych:

G = 5 Gep - n'GY, | (3.88)
G% = G"nt, (3.89)
G — (§BCGCA—nBG0A) n? | (3.90)

Przejscie od G% do (G4, G 4p) jest jednoznaczne. Natomiast jednoznaczne odtworzenie
G® 7 G4 jest niemozliwe, tzn. mozliwe tylko modulo dowolny czlon addytywny fX2X°.
Przypiszmy G nastepujaca wielkosc:

zAC B CB zCA

B = g GCDf]D —nG % g " —nPG° g " | (3.91)
e = G (3.92)
e” = 0. (3.93)
Latwo sprawdzié, ze
G” = 6"+ GYX"X" . (3.94)

Brakujaca, tzn. niezawarta w G¢, informacja o G jest wiec zakodowana w G%. Inaczej
niz G%, nie jest to wielko$¢ inwariantna i zalezy od wyboru uktadu odniesienia (p. rozwaza-
nia pod koniec tego rozdziatu).

Tensorowy charakter G% jest dobrze widoczny, gdy wyrazimy jego sktadowe za pomoca
skoku  transwersalnej krzywizny” w,. Korzystajac ze wzoru (3.42) widzimy, obiekt [w,]
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transformuje sie jak trojwymiarowa gesto$é kowektorowa okreslona na S, bowiem cztony
,cechowania” w prawie transformacyjnym na w, sa takie same po obu stronach S, a wiec
nie wchodza do skoku [w,]. Pokazemy teraz, ze mozna wyrazi¢ G za pomoca nastepujacego
wzoru:

G, = sAwy] . (3.95)

Dowdd: Zauwazmy najpierw, ze jedyne nieznikajace nieciagle sktadowe A3, to A3, A3 i
A3 . Korzystajac ze wzoru ¢** = 0 mozemy pokazaé, ze [A2] = 0, poniewaz A2, = T3, =
g3“Fuab = ¢*T . Ten ostatni obiekt, tzn. I'.q, zawiera tylko sktadowe metryki na S oraz
ich pochodne tez na S, a wiec takie same po obu stronach S.

Zatem, korzystajac 7 (3.13) oraz (3.24), mamy :

G = AMGPIAL] = AMgP[AY] = sAYTA}] (3.96)
ale
3 1 3 a 1 3a 1 ap
[Aps] = §[F3b — I = 29 [Cass] — 29 [T upal - (3.97)

Poniewaz pochodne g w kierunkach stycznych do S sa ciagle wzdtuz S, mamy, ze [g,,..] = 0,
i powyzsze wyrazenie redukuje si¢ nastepujaco

1 1 1
[Af] = 593‘1 ((Cazs] — [Taa)) = igga[gab,s'] = §QO3XG [Gab,3] (3.98)
= X ] = X [T = —X# (1] = ] (3.99
co razem z (3.36) konczy dowod (3.95). O

Konsekwencja (3.95) jest znikanie §ladu G. Mamy bowiem nastepujaca tozsamosé:
X%w,| =0, (3.100)

ktora wynika z (3.98):

1
X?fwa] = 59" X X" [gu] =0, (3.101)

oraz z zalozenia, ze dlugos¢ X jest stata i wynikajacego stad réwnania (3.52), spelnionego
po obu stronach S.
Podobne obliczenia dajg nam, ze

G =—-—[\j], (3.102)

co pokazuje, ze obiekt G dany réwnaniem (3.94) nie transformuje sie jak gestos¢ ten-
sorowa na S. Mowigc inaczej, definicja G% nie jest jednoznaczna i zalezy od wyboru
uktadu wspotrzednych.

Przyjrzyjmy sie temu dokladnie. Mozemy pokazaé, ze wielkosé G nie transformuje
sie jak obiekt geometryczny przy zmianie uktadu wspotrzednych (3.15), (3.16).
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Dowdd: Wezmy uktad odniesienia, w ktorym X = dy (tzn. n* = 0) i dokonajmy nastepu-
jacej transformacji uktadu wspotrzednych:

P =2+ bua?, =21, B=2, (3.103)

gdzie by sa pewnymi stalymi. Korzystajac z (3.9) mamy:

S

o = 9(da",d3°) = g(da’, da®) + bag(da®, da’)

i stad otrzymujemy, ze M = M. Poza tym, nowy uktad (X,gé,gg) moze by¢ obliczony
nastepujaco:

X=X, (3.105)
~ 0x° oxA
aB = ﬁao + ﬁaA = 6BA8A — bBX , (3106)
O5 = 05 . (3.107)
Stad wynika, ze A = A , oraz
G — _ L=~ =av. (3.108)
M M
7 drugiej strony mamy, ze dz° = dz® 4 badaz? i det (%) = 1. Stad otrzymujemy
GY — GY = G(d7°, di’) — G(dz’, dz°)
= 20,G + GAPb by ,
co nie znika tozsamosciowo. U

Na koniec tego rozdzialu zauwazmy jeszcze, ze ostatni czton w definicji (3.43) gestosci
ADM @ na powierzchni S jest taki sam po obu jej stronach. Zatem jego skok po obu
stronach S znika tozsamosciowo. Zatem osobliwa cze$¢ gestosci tensora Einsteina (3.82)
redukuje sie do

G", = Q%] = —sox (V4 X°] = [V, X7]) . (3.109)

3.6 WlasnoSci obiektu Q“V

W poprzednim rozdziale wprowadzilismy obiekt Q¥, taki, ze

G", = [Q"). (3.110)
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ktory moze by¢ wyrazony nastepujaco:
- 1
@ = VIl (st - o) 45, 3.11)

Wyrazimy najpierw wielkos¢ Q¥, za pomoca obiektow w, i l,. Do tego celu bedziemy
potrzebowali sktadowych A3, A3 i A3, , a takze ich zwezeni ze skladowymi metryki.

Zanim zabierzemy sie do rachunkoéw, przepiszemy trojwymiarowa czesSé¢ kontrawarian-
tnej metryki czasoprzestrzeni w troche innej postaci niz (3.10). Najpierw zapiszemy

. zAB - . . z0a .
dwuwymiarowa metryke odwrotna ¢ ~ w postaci trojwymiarowej, ktadac ¢ := 0. Obiekt
ten spelnia nastepujaca tozsamosé:
éacgcb = 0% — X“0%.

Zatem metryka odwrotna ¢ (3.10) moze by¢ zapisana w nastepujacy sposob

ab_:ab 1 a vb S a vb bva
9v =3 —WXX —M(mX +m’X?) (3.112)

. ~aB .
gdzie m® := g mpg tak, ze m® := 0, oraz

3u:iXu
g i -

Teraz juz mozemy policzy¢ skltadowe A2, A3 1 A3

e Skladowe A2,
Ze wzoru (3.35) mamy, ze l,, moze by¢ wyrazone nastepujaco za pomoca symboli
Christoffela I' i pola X:
lab = —g(@b, VaX) == g(Vaab,X) = X”F’;b . (3113)

Poniewaz X jest ortogonalne do S mamy, ze X, = 0. Ze wzgledu na posta¢ metryki
(3.9), jedyna nieznikajaca sktadowa X, jest rowna X3 = sM. Zatem mamy l,, =
sMT3, = sM A3, i stad wynika, ze:

V0glA2, = s\l (3.114)
Policzymy jeszcze zwezenie A3, ze sktadowymi metryki g2°.
7 faktu, ze
1

Xalab = XaXCFmb = EXCXagca’b =0 s (3115)
wynika ortogonalno$é l,, do pola X: [, X" = 0. Skorzystamy teraz z warunku
metrycznosci dla koneks;ji I

0 = V% =9,7% + 7r3’TZa + W““Fia — 7r3“FZ“

= Oy + 7T3, = 9,7 + nP A3, . (3.116)
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Stad

0.\ = 0, (S |g\g3c> = 16757, = — 16757 A3,

= ANl = NGl = AL, (3.117)
gdzie | = ,éablab i = @g“b. Zatem
V0gl A%, g% = sAl . (3.118)

Sktadowe A3,

Obliczymy teraz sktadowe A}, = T3, — 1T . Mamy, ze
Fﬁa = 0, log V ‘g| =0, log()‘M) )
wiec zostaje nam policzy¢ '3, zgodnie z nastepujacym wzorem:

S
Fga :g3cl—\c3a = —X° (g3c,a - 1—‘30(1)

M
:%Xcg?)c,a - Xcgouruca + Xcg[)brbca
=w, + 2 xe + X Ty — —=XCm?
— Wa M 93c,a M bca M Jbc,a
s s
—Wgq 7 Clca, — (X€ ca*)(C c b c
Wa + rM lea + M{( 9ac), S (g3e — m°goe) }
] 1
—Wgq ~r clca _Ma , 3.119
wy + " + M ( )
gdzie skorzystalismy 7 zaleznosci (3.36): w, := —X*I'),. Ostatecznie otrzymujemy
wiec nastepujacy wzor na sktadowe A3 :
A = Wy + Ya + =l | (3.120)

M

. . 1 M
przy czym wprowadzili$my oznaczenie x, := 58,1 log WA

Skladowa A3,
Pozostaje nam do obliczenia skladowa A3, ktéra moze by¢ zapisana nastepujaco:
1
A§3 = F§3 - Fgﬂ =I5, = D) (.C]ab.(]ab,a + .9a3.933,a)
S 1
= —d3log A+ —m"X gups — 9”933 3.121
3 log +Mm Gab3 = 59" 9330 5 ( )

przy czym skorzystaliSmy z faktu, ze

1 zab

29 Javs = Ozlog A .
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wielkosci [y i w,. Korzystajac z wyprowadzonych powyzej postaci sktadowych A3 AR

A3, mamy, ze skladowa Q% jest nastepujaca:
Q" =g <5bﬁgaa - %5g.qaﬁ> Aos
= V19l <g“3A§b + 9" A%ch — 0yg" A3c — %52‘ .ngA3d>
= <g“lcb — %6“bl> + A“A3, — 5% A A

=A <gaclcb - %5abl> + A* (wb + Xp + imclcb) — 0% A° (wc + Xe + imdldc> :

M M
(3.122)
Dokonujac analogicznych obliczen dla skladowych Q35 i %, dostajemy, ze:
sQ%y = %)\l , (3.123)
sQ®, =0 . (3.124)

Sktadowa @“3 jest troche bardziej skomplikowana:

Qs =V/glg™ A%y = AM (g A%, + g A) = sAv Al

~ab 1 a S a a
+ \M (9 +WX Xb*M(m X' +mPX )> A§’3
— oA [~ Oy log A+ mXPgu s — ~g
= 5 log in Yabs = 59 9830
o (54 Loy 2 (mo X+ mb X <w + X+ =l ) (3.125)
g N i b Xb M ch . .

Mozemy teraz wyrazi¢ wielko$¢ zalezng od wyboru uktadu wspolrzednych @“b przez
krzywizne zewnetrzna Q% (X). Udowodnimy wiec nastepujacy lemat:

Lemat 3.1. Obiekt @“b jest zwigzany z Q% (X) w nastepujacy sposcb:

~ 1
SQab = SQab(X) — 5)\[(3111, + AaXb — (sabACXC s (3126)

1 M
dzi = —0,1 — .
gdzie X, 280 0g(}\>

Dowdd: Korzystajac z (3.122), (3.120) oraz (3.112) otrzymujemy:

~ zac 1
SQab =\ ((N] lcb — iéabl> + Aawb — (SabAcwC + AaXb — 5abACXC. (3127)
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Z definicji (3.43) oraz wlasnosci (3.36) mamy
SQUH(X) = M%GV.XC — AV,X® — §%9,A°

A% (W X+ 1) + Mwp X+ § 1) + 6%
= AG Ty + Ay — 6% Aw, (3.128)

i otrzymujemy (3.126). O

Wzo6r ten bardzo nam sie przyda w pozniejszych rachunkach. Potrzebna nam bedzie
jeszcze nastepujaca zalezno$é (przy czym operator pochodnej czastkowej bedziemy mogli
zastapi¢ operatorem wariacji 0):

- 1
sQ" gopa = ()‘(.gbengled = 5lg") + (Mg + A" — Adng)A§d> e
+250% (aa log M + %m;wzﬁ) (3.129)

Dowdd wzoru (3.129): 7 rownaii (3.123) i (3.124) otrzymujemy, ze kontrawariatne skta-
dowe Q3" sa postaci

Q33 =0
@31) - g3b@33 )

a wiec zwezenie calego obiektu @”‘5 z pochodnymi metryki g,s,, jest nastepujace:

Qaﬁgaﬁ,a - 2Q3393bg3b,a + chgbc,a .

Ponadto z postaci metryki kowariantnej g, (3.9) oraz kontrawariantnej ¢ (3.10) mamy
zaleznosé s
9% 9310 = Oy log M + MmBnﬁ .

oraz b
~a a a ~C XaX A
Q™ = (5 g+ g d93b93c) Q% + WQ% :
Korzystajac z rownania (3.122) oraz tego, ze X*X’gu . = 0 otrzymujemy:
~ 1
SQbCch,a — <)\(gbegcdled - §lgbc) + AbAgdgcd + AcAgdgbd - AdAgdgcb> gbc,a (3130)
1 ostatecznie
~ 1
SQaﬂgaﬂ,a — (}\(gbegcdled - 5lgbc) + (Abgcd + Acgbd o Adgcb)Agd> gbc,a
3 S B
+250)°3 <8a log M + Mmgn,a> : (3.131)

O
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Mozemy przepisaé¢ powyzszy wzor uzywajac wariacji o zamiast pochodnej czastkowej.
Otrzymujemy wtedy:

~ 1
sQ8gas = (A(gbengled — il.qbc)é.qbc + (APg“ + Agh — Ad.ng)A§d> S Ghe

~ 1 s
+250%; (M(SM + MmBénB> : (3.132)

Korzystajac z postaci obiektu Q (3.128), sktadowych A3, (3.120) oraz tego, 7e Q35 = —3 Al
otrzymujemy nastepujace wzory:

- 1 -
Q"8G = Q™0 gay — 58)@]“”59@ — Md log M (3.133)
+ SXa (Aaébd + Ab‘éad - Adéab) 6gab (3134)
i analogicznie .
Quuguu = —2sA (l + Xd(wd + Xd)) (3135)

Beda one uzyte w rozdziale 4, przy wyprowadzaniu formuly generujacej.

3.7 Poprawno$¢ definicji operatora V

Stwierdzenie 1. Obiekt !
VGT“,,(Q:) =0,T" — iTacgac,b (3.136)

ma wtasnosci transformacyjne gestosci kowektorowej.

Aby udowodnié¢ powyzsze stwierdzenie wprowadzmy nowy uktad odniesienia (y%) taki,
ze znikaja w nim wszystkie pochodne tensora metrycznego:

9ap: = 0 dla kazdego @,b,¢ . (3.137)

Inaczej niz w przypadku metryki niezdegenerowanej, warunek ten nie wyznacza ,ukladu
odniesienia”, tzn. klasy uktadow wspotrzednych, miedzy ktorymi drugie pochodne jednych
wspotrzednych wzgledem innych znikaja w tym punkcie. Ta niejednoznaczno$é uniemozli-
wia definicje koneksji metrycznej dla metryki zdegenerowanej. Przedyskutujemy doktadniej
ten problem w rozdziale 5.2.

7 powyzszego rOwnania mozemy otrzymac pare ciekawych wtasnosci:

0:g~~~:8mf 0 <8x‘~18_mi’g )
W8~ Gyt 9ae \ Dy oy ab |
a wiec
0z¢ 0 [0z Ox® 0z® Oz’ Ox¢ 0
By D <8y& a—y”> Gab = —a—y&a—yga—yé%%b )
<8:r“ 82:1Ub~ N ax‘j 0?z? > - _axaa_xf%q b (3.138)
Ay dytdyd  dyb Oytoyt ) " Ay® oyb Oy* """ -
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(skorzystaliSmy tutaj z symetrii miedzy wskaznikami a i b).

Piszac takie samo réwnanie jak powyzej dla innej kombinacji wskaznikow a, bic mamy:

gab c

(3.139)

(3.140)

(3.141)

(837 0%zt +8:r“ 0% b ) B ox® Oxb Oz
ayé Byaayi’ 8yi) ayﬁayé Gab ay 8 ab a agabc )
<3x“ 0%zt +8:r“ 0% b ) B ox® OxP Ox*
R T T A T W W
Dodajac i odejmujac powyzsze rownania: (3.138) + (3.139) — (3.140), otrzymujemy:
ox® 0%xb B ox® Ox? Ox* B ox® Oxb Oz 0x® Oxb Oxc
Oy 0Dy Oy oy Oyt Dy oy 0y T By Oy oy
B ox® Oxb Ox*
- ay a b a F (Qabc+ Geb,a — gac,b) -

Dodatkowo mamy wlasnos¢ wynikajaca z nastepujacego faktu:

G 0x° 0 oy® 0z®
0= % = 3 o (a—@5> ’
stad _
02z B % 0z 0z 9%y°
ayéayé Oyt 3y5 Oyt dxc0x”
i odwrotnie: i o
aan - ayc 8yb aya anb
Oxkdxri — Oxk Oxd Oxb 3yaay5

(3.142)

(3.143)

Dowdd stwierdzenia 1. W ukladzie wspotrzednych (3.137) rozniczka VT?, przyjmuje

nastepujaca postac: B
0; T

Naszym celem jest pokazanie, ze aaT&,; jest dobrze zdefiniowanym obiektem geometrycznym
— a doktadnie gestoscig kowektorowa. Z wtasnosci transformacyjnych T mamy, ze

a b
b = det (aT ) ay 8—1‘-Tab .
oyt /) O0xt dyb

SprawdZmy teraz, czy obiekt v; = G&T&B transformuje sie jak gestos¢ wektorowa

B Byt oy B oy’ oy’
ve = det (8%‘1) (%va det (axd> axca det
b a.b A, b 9,
_ oy a_aiay 8~Ta+8y oy <88x>Tab
dx¢ Pyb Oz Dy 0x® 0x® \ y? Pyb

0 Oy

oz ) Oy Ox®
oyt /) O0x® dyb

+

ayi’ Oz’ a oy© ox
A T, T,
o (aya W) T det (a )a det (ayd)

o)

(3.144)
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Pierwszy czton w powyzszej formule jest nastepujacy

dy® 9z 9y* 0

_ e, — 9,70, .
dz¢ Qyb Ox® Oy° ’

Mozemy takze zapisa¢ T%, pojawiajace sie w (3.144) jako T, = T"g,. (gdzie T jest
symetryczne). Korzystajac z tozsamosci (3.164) i (3.143) mamy, ze

b 9,a b b 9, b
oy’ Oy (8 8:6>Ta_8y Jy <88m>Taeg6b

Ox¢ dxe \ Oyt a—yb " fxe 0ze \ 9yt a—yb
1 1
- 7§Tab (gab,c + gcb,a - gac,b) - *iTabgab,c (3145)

ze wzgledu na symetrie 7°°. Biorac pod uwage rownanie (3.143) widzimy, 7e trzeci czton
w wyrazeniu (3.144) moze by¢ zapisany w nastepujacy sposob:

b 9,.b a d 92,
ay % < 8~ 8y ) Tab — 6bcam~ 0 Y T
0z gy \ 0y® Oxe Oy? Qxxe
d 5,& 9.0 9,8 H2..h ¢ 92..d b
_ b68x~ dy© 0y° Oy 8~x ~Tab:_ay 8~x ~8y T, (3.146)
ya 0z 0z Ox* Jytoyb 0z Jyeoyb Oxe

Ten czlon kasuje ostatnie wyrazenie wystepujace w (3.144):

é d é d b b
det <8y ) [8,1 det (%)} T = det <8y ) det <ai> a_y 0 a—r.T“C
ox¢ ayd ox¢ ayd 8:5” oz 8yb

b 9, b
0y’ Oy 8890Ta

~ T a 3.147
Oxb 0z 0ye Oyb ( )
Wstawiajac powyzsze rownania do (3.144) mamy ostatecznie
a 1 ab
v, = 0T — ET Gabc - (3.148)
]

3.8 Dowdd rownan Gaussa-Codazziego

Udowodnimy réwnania Gaussa-Codazziego dla frontu $wietlnego (3.64):

—GE =V,.Q%(X) + sux0, <80A ) : (3.149)

Ux
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Dowdd. Przypatrzmy sie pochodnej Liego koneksji I':

A A o PA
Lyl =V, VW~ WR, .

(3.150)

Dla pola wektorowego postaci W = 9, (tzn. W#* = §#,) pochodna Liego redukuje sie do

pochodnej czastkowej:
LyT), =0.T), .

Biorac odpowiedni $lad powyzszego rownania otrzymujemy

o, A, = (03T — A\ (V,V,W* — W R vic)

= —16|7gr (Vu(VFW® — VOWH) 4 2R W)

- L, (Vigl(vrwe = vown)) + o V1 oy

167 167

Wezmy o = 3. Mamy wtedy:
167 70, A3, = 0, (\/\g|(ww3 - V3W“)) 4R
Y (\/|g\(V”W3 - V3W”)) +OR?, .

(3.151)

(3.152)

(3.153)

gdzie R3, jest gestoscia tensora Ricciego: R?, := +/|g|R*,. Ale z drugiej strony mamy:

VW =T¢, .
Stad wynika
1

VW?E VWP = = (¢"¢* — ¢**¢") (gpra + Guar — Gra)

2

bA 3u bA 3u

= g9 (gua,)\ - g)\a,u) = 2.gb)\r?))\a — 9 9" Gura

= 29" A3, + Tl 9"

oraz

—V16|g (V'W? — VPWP) = 27243, + 7%, .
7T

Podstawiajac to do (3.153) otrzymujemy:

1 1
R?, + 0, (T(b)‘Aia — 5(53 (ﬂ“”Afw — 71_30’6)) = _571-#1”& A?w _
Policzmy prawa strone powyzszego réwnania:
1
3 3
0 A = e (g"”aax/ 9l + V9] .q““.q”ﬁ.qag,a> A3,

1 ~
= (—59"“3#“” + g"“ﬂ“”) A Gapa = Q" dap.a

(3.154)

(3.155)

(3.156)
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przy czym skorzystaliémy z definicji (3.75), tzn.

~ 1 1
Q" = /|4 <gWAgV — 55*‘”;]&6;13[3) = 167 <7TWA§W — iéﬂynaﬁAiﬂ> : (3.157)
Otrzymujemy wiec nastepujaca tozsamosé
~ 1 1~
G’ + 0y {Q”a + 56%#26} = 50" gapa =0 (3.158)
Aby obliczy¢ ostatni czlon (3.158) skorzystamy ze wzoru (3.129):
~ 1
SQaﬁgaﬂ,a — |:)\(gbegcdled - 5lgbc) + (Abgcd + Acgbd o Adgcb)Agd] gbc,a
A3 S B
+250°%, (aa log M + MmBnya) . (3.159)

Korzystajac z postaci A3, = wq+ x4+ %mblbd (3.120) i @33 = —;)\l oraz z postaci obiektu
Qat (3.128):
~ac=bd ~bc ~ac ~ab
SQU =X g la+ (A9 +Ag —g Aw..
otrzymujemy:
. 1 -,
Q“Vg;w,a - chgbc,a - 58)‘gb Gbe,a — )\laa IOgM
+ sxa (A9 + A — AG") Oghea -

Wstawiajac powyzsza zalezno$é do rownania (3.158) oraz korzystajac ze wzoru (3.126):
- 1
sQ% = sQ% — 5)\15% + A% — 0" A Xe
otrzymujemy:
- 1 1~
Sg3a = - SaI) {Qba + iébaﬂ-?)c,c} + SiQaﬁgaﬁ,a
b b a a AC 1 be 1 ~bc
:ab {_SQ a + 6 a)\l —A Xb + 6 bA XC} + 55@ Gbe,a — Z)‘g Gbe,a
1 1 - - -
— S§Azaa log M + 5 xa (A" + g — A"G") Ggpe.q
1
= 50,Q", + 5sQ”Cgbc,a + A0l . (3.160)

Wybierajac pole X tak, ze X (2°) = 1 mamy, ze vy = \. Korzystajac z tego, ze ,A¢ = — Al

(3.117) otrzymujemy:
0. \°¢ Al
’UXab ( ) = *)\8{; <—> s
Ux A

a rOwnanie (3.160) przybiera nastepujaca postac:

5G°, = =VaQ"p(X) — svx0) (acj\c) : (3.161)

Ux
co konczy dowod (3.64). O
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3.9 Alternatywny dow6d réwnan Gaussa-Codazziego

Udowodnimy teraz réwnania GGaussa-Codazziego zapisane za pomoca troche inaczej zorga-
nizowanych obiektéw. Podobnie jak dla niezdegenerowanych hiperpowierzchni S, z rownan
Einsteina wynikaja rownania wiezow, ktore muszg by¢ spelnione przez obiekty opisujace
krzywizne zewnetrzng hiperpowierzchni. W przypadku niezdegenerowanym mamy cztery
takie wiezy odpowiadajace nastepujacym skltadowym G*, = ¢*G,, oraz G* = ¢*¢*'G,,
rownan Einsteina. W przypadku zerowym mamy do czynienia tylko z trzema nieza-
leznymi réwnaniami. Korzystajac z (3.13), widzimy, ze G*, = ¢**G,,, jest proporcjonalne
do X'Gy,, a wyrazenie G* = ¢¥¢* @G, jest proporcjonalne do X°X'G,, a wigc jest
rOwne kombinacji liniowej pierwszej z powyzszych wielkosci. To odpowiada temu, ze wek-
tor prostopadly do S jest takze do niej styczny. Zatem rownania Gaussa-Codazziego sa
rOwnowazne ponizszym trzem rownaniom

GapX°X" = 8rT,X* X", (3.162)
G.X* = 8rT,pX" (3.163)

Wyrazimy teraz lewe strony powyzszych réwnan za pomoca obiektow w, i ly,. Poniewaz
Jap X* = 0, zwezenia lewych stron tych rownan redukuja sie do zwezen z tensorem Ricciego:

gm)‘Rmz)\bXa = RabXa = GabXa = 87TTabXa -

Dla dowolnej wielkosci tensorowej A,,,, wzory (3.9) i (3.10) daja nastepujaca dekompozycje

= c c 1 c
9" Au =g PAap + XA+ XA, + ¥ XA . (3.164)
Stad
- 1
gm\RmAb = QABRAaBb + XcROacb + X°R.’y + ﬁXchRcadb . (3.165)

Korzystajac z symetrii tensora Riemanna mamy:
R X = g"PRyupp X + X°R°, X . (3.166)
Z dalszego zwezenia (3.166) z X otrzymujemy wiezy skalarne (3.162):
RupX*X" = g"8 R4 X X" (3.167)

ktorego dalszym przeksztalcaniem sie teraz zajmiemy, tzn. wyrazimy lewa strone rownania
(3.162) za pomoca obiektéw wy, Iy, oraz ich pochodnych.
Tensor krzywizny moze byé¢ z definicji zapisany nastepujaco:

R aanp =3 (9ba,aB + YaBbA — YAB.ab — Yab,AB)

+ g (Lol = Ty las) (3.168)
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zatem mamy nastepujaca zaleznosé:

R X X" :%.5AB {(gpa,a8 + GaBbA — 9AB.ab — Yab,AB)
+ g (Tl — Ty Tp)} XX (3.169)
Udowodnimy teraz, ze zachodza nastepujace dwie zaleznosci:
Gu T T XX = §"PT gy X T ppa X (3.170)
G T T X X = GEPT papT pap XX — w0, X Lap . (3.171)
Dowdd wzoru (3.170): Zauwazmy najpierw, ze

GuTH T XX = g1 T XX (3.172)

poniewaz gz3 = 0, a g3l 25 X% = g3olagX® = 0, przy czym skorzystaliSmy z tego, 7ze
mozemy zapisa¢ l,, W nastepujacej postaci: l,, = MT?3,. Rozwijajac dalej prawa strone
powyzszego rOwnania mamy:

giiTt g7, XX = Dol XX + Dpapl f, XX =
— Loup X wa + Tpes X T, X"
gdzie skorzystalismy ze wzoru w, = —I'%, X*. Korzystajac z nastepujacych zaleznosci:
lop = M.q3ﬂruab = Lowy — nAFAab - Xiriab ) (3173)
otrzymujemy dalej, ze:

x mD

z i 1 ]
P =3""Tpaa+ 9" X'Tiag — n” (M, + szriAd) = g"Tpaa — ﬁlmj —n Ty, .

Zwezajac powyzsze rownanie z X ¢, i pamietajac o tym, ze [4,X? = 0, otrzymujemy:
M0 XT = gPBr g X%+ nPuw, . (3.174)
Korzystajac z powyzszych wynikow mamy, ze

G DT X X" = ~Toun X wa + TpapX (37 TpaaX + n"w,)
= (4" PT Eadl DBal dapwa) XX = §"PT paal pp XX .

co konczy dowod (3.170). O
Dowdd wzoru (3.171): Rozwijajac lewa strone (3.171) mamy:

T4 X X, ap = T8, X X Taap + L0y X X Toap + T X" XTpag
= W X Toap + (0" T XX + 0w, X pagp .
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Zwezenie I3, XX ? jest rowne zeru:
1 .
3, XXT = g% 0 XX = MXZFMdX“Xd =0.

Poza tym mamy:

mD D

- ‘ = m
D ZDE i D10 ZDE D10
g = Praa — =+ X' Tiwa — 17Ty = 9" Thaa — 7 laa —n"Tyy -

M M
Zwezajac powyzsze rownanie z X*X° otrzymujemy:
M2 XX = GPPT g XX + nPw, X,
i ostatecznie mamy:
Gu Ty X X" = gPPT papl 5aa XX — wa X" X'Tiap
= 0" T papl waa XX — w0, X Lap .

Zbierajac razem wzory (3.170) i (3.171) otrzymujemy:
Guw (ThpTlhy — Ty T p) X X°
= """ (Cpasl e — Tpaplea) XX + waX lap | (3.175)
co po wstawieniu do (3.169) daje nam:

1-
Ry XX’ ZigAB ((gbA,aB + GaBpA — YAB.ab — Jab,AB) Xox’

+9"P (TralnBa — Tpanlee) XX+ w, X 1ag) . (3.176)
Mozemy teraz udowodnié¢ nastepujaca tozsamos$é na S

~ 1 = a
9" (5 (9s4.08 + YaBsa — 9aB.ab — Javan) + 9" 7 (Ceal pBa — FDABFEab)> Xex

— Xal’a - éEDlEAlDB'éAB - (3177)

Dowdd (5.177). Korzystajac 7 tego, ze [ X" = —lupy — X" 40ia (dow6d przez przeliczenie)
mamy:

XTraa=Trao+ X"Tpap =ngja — lpa —n"Trap ,
XX gaa = X (=X" ugin = lwa) = gupX'n" 4,

gdzie || oznacza dwuwymiarowa rozniczke kowariantna. Z powyzszych rownan wynika, ze:

3"P (TeaTpBa — ToaslBas)

= gPP (TLE||A —lpa — nGFEAG) (”DHB —lpp — nFFDBF) - FEABXanE,a . (3.178)
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Korzystajac z tego, ze 5Ga = n(ap) — lap (co wynika z 3.40), mamy:

1 1. ) .
3 (gbAaB + GaBor — 9AB.ab — Jaban) XX = 3 (nA,B +npa+ gap — (TLDTLD),AB)
(2) =~ =
+ Rargr 00" — "Pnn"Tuarlppe + 47" nn" T paplrar

1 ) ) .
— inF (narp + grap+npra+ grpa— Japr — 2npap) - (3.179)

Zbierajac wszystko razem i dokonujac jeszcze paru zmudnych obliczen dostajemy ostatecz-
nie

g8 (% (GbaaB + Gapa — Gap.ab — Javas) + 37 (Tpal ppa — FDABFEab)> xXex?
= X%, — §"Plpalppg™? . (3.180)
]

Wstawiajac (3.177) do (3.176) otrzymujemy:
I Raapa X X = w0, X" 1+ Xy — §"P 5" Plpalps - (3.181)

Podstawiajac powyzsze do (3.162), otrzymujemy nastepujace rownanie wiezow:

) 1 o

I — 04l + (w,X) 1 — 512 —1"Blup = 81T, XX | (3.182)
przy czym dokonaliémy dekompozycji L4 na $lad [ oraz cze$é¢ bezsladowa l4p:

- 1
lAB = lAB — igABl . (3183)

W podobny sposéb jak powyzej przeksztatcimy lewa strone réwnania (3.163). W tym
celu jeszcze raz jeszcze raz skorzystamy z (3.166):

R)\a)\BXa = .5ACRCaABXa + RUaCBXCXa . (3184)

Biorac pod uwage rozpisanie tensora krzywizny (3.168), mamy

RaopX® = 2 (94D.Ba — 9AB.Da + 9aB.Da — Gap,AB) X*

+§EF (FFBaFEAD - FFDaFEAB) X +wplap —wplap - (3-185)
Analogicznie jak w (3.177), otrzymujemy:

1

B (94aD.Ba — 9aB.pa + YaB,Da — Yan,AB) X*

+3"" X" (Trpalrap — Trpalman) = lapp — lap|s - (3.186)
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Stad wynika
RaappX® = lapp — laps + wplap — wplap - (3.187)

Podobnie, drugi czton w wyrazeniu (3.184) moze by¢ zapisany w nastepujacej postaci:
RypX°X" = (T, —Tapp + Toplhp = Tpplhy) X°X°
= (wa,D — wD,a) X + U)A'éABlBD . (3188)

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do (3.163), otrzymujemy réwnanie
: A A a 7A 1 a
hp — wpan” — wan g — (we X)) — wpl + Upja — §l||B = 81T,z X" (3.189)

W przypadku prozniowym prawe strony rownan (3.182) oraz (3.189) znikaja tozsamosciowo
i mamy nastepujace rownania wiezow:

. 1 o
I — 004l + (w,X) 1 — 5? —1"Plap =0, (3.190)

: a = 1
g — wean” — wAnﬁB — (W X)) — wpl + ZQHA — §lHB =0 . (3.191)

3.10 Izolowane horyzonty

Nieekspandujacy horyzont w pustej czasoprzestrzeni Einsteina M, to zerowa hiper-
powierzchnia S, dla ktorej znika dywergencja gestosci A:

B, A" =0 (3.192)

co jest rtownowazne temu , ze [ = 0. Z wyprowadzonego w poprzednim rozdziale rownania
wiezow (3.182) wynika, ze w prozni (tzn. gdy T,, = 0) znika réwniez wyrazenie [4P1,5, a
zatem zachodzi takze 45 = 0. Stad mamy, ze [, = 0, czyli inacze]

['X.Qab =0. (3193)

Zatem geometria S jest statyczna, niezmienna w czasie wzdluz pola X. A doktadniej
S jest wiazka afiniczng m : S — B nad rozmaitoscig bazowa B. Zazwyczaj zaktadamy,
ze topologia B jest izomorficzna ze sfera S?. Wlokna S s liniami catkowymi pola X
a ich struktura afiniczna wynika z faktu, ze linie te sa zerowymi geodezyjnymi na M.
Rozmaito$¢ bazowa jest wyposazona w tensor metryczny v,p, a zdegenerowana metryka
Jap nNa rozmaitosdci wigzki jest cofnieciem y4p z B do S:

g="7".

7Z kolei prawo transformacyjne (3.42) dla w, redukuje sie w przypadku izolowanego
horyzontu do transformacji cechowania:

W, = We+ 0,0 . (3.194)
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Gestos¢ wektorowa A (o znikajacej dywergencji) oraz pole cechowania w sa obiektami
wzajemnie sprzezonymi, opisujacymi dane brzegowe dla pola grawitacyjnego na S. Oba te
obiekty maja dwa stopnie swobody. Sa to stopnie swobody czarnej dziury (albo bialej
w zaleznosci od znaku s), oddziatujacej z zewnetrznym polem grawitacyjnym. Przyjrzymy
sie blizej tej analogii w rozdziale 4.5 niniejszej rozprawy.



Rozdzial 4

Ewolucja pola grawitacyjnego w
obszarze ograniczonym frontem
Swietlnym. Termodynamika czarnych
dziur

Ewolucja pola grawitacyjnego w skoriczonym obszarze przestrzeni, tzn. w rurze o brzegu
typu czasowego, zostala opisana jako uklad hamiltonowski przez J. Kijowskiego w pracach
[18]. W pracy |19| wyniki te zostal uogolniony na szeroka klase pol materii oddziatuja-
cych z grawitacja, rezultaty zawarte w rozdziale 2.2 niniejszej pracy sa ich dalszym uogoél-
nieniem, na przypadek osobliwej materii tworzacej masywna, dwuwymiarowa powtoke.
By moc traktowaé pole grawitacyjne w skoriczonej objetosci jako hamiltonowski uktad
zamkniety, trzeba bylo nalozyé¢ odpowiednie warunki brzegowe na brzegu rury. W pra-
cach [18, 19| pokazano, ze dokonujac przejscia z obszarem catkowania do nieskoniczonosci
otrzymuje sie standardowe wyniki ADM z ,masa ADM” odgrywajaca role calkowitego
hamiltonianu (energii) pelnego uktadu ,materia + grawitacja”. Powtorzymy te rozwazania
dla pola grawitacyjnego zawartego w skoriczonej tubie Swiata, ktorej brzeg jest powierzch-
nia zerowa. Ostatnio przypadek ten byl intensywnie uzywany w monografii [6] do opisu
wlasnosci pol w ,rezymie promieniowania”, tzn. w nieskoniczonosci zerowej. Nieskoriczo-
no$¢ zerowa jest rowniez ,frontem $wietlnym”, zatem byt to zasadniczo ten sam przypadek,
ktory zamierzamy opisa¢ w niniejszym rozdziale, jednak asymptotyczne przejscie graniczne
znacznie upraszcza analize, bowiem wiele elementoéw opisu zeruje sie w nieskonczonosci.
Obecnie podamy pely opis hamiltonowski pola wewnatrz (lub na zewnatrz) dowolnego
frontu Swietlnego. W szczegdlnym przypadku, gdy ten front Swietlny jest horyzontem
zdarzen, otrzymane wyniki natychmiast implikuja — jak to pokazemy w rozdziale (4.5) —
tzw. termodynamike czarnych dziur.

Na pierwszy rzut oka opis Kijowskiego [19]| zalamuje sie w przypadku brzegu o zde-
generowanej metryce, bowiem wiekszo$¢ obiektow uzywanych do rozwiazania zagadnienia,
jak np. krzywizna zewnetrzna oraz kat miedzy powierzchnig S a brzegiem, staje sie zde-
generowana. Te problemy techniczne zostang ominiete dzieki wprowadzeniu do opisu pola
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grawitacyjnego nowych obiektoéw, dobrze okreslonych na powierzchni zerowej. W jednym
z podrozdzialow zostanie takze pokazane, ze wyprowadzona przez J. Kijowskiego formuta
generujaca dla pola grawitacyjnego o danych brzegowych na powierzchni S typu czasowego
ma dobra granice, gdy S dazy do powierzchni zerowej (,ktadzie sie” na froncie $wietlnym).
Otrzymany w ten sposob wynik zgadza sie z formula, ktora wyprowadzimy niezaleznie w
podrozdziatach 4.1 i 4.2. Swiadczy to o konsystencji naszego podejscia.

Dynamika pola grawitacyjnego jest wyprowadzona z zasady najmniejszego dziatania
0A = 0, gdzie dzialanie pola grawitacyjnego jest zdefiniowane jako catka z lagranzjanu
Hilberta:

L=— R . 4.1
— Vg (41)

Metoda zaproponowana przez J. Kijowskiego w jego artykultach [18, 19| prowadzi do za-
pisania rownan pola grawitacyjnego w nastepujacej postaci:

0L = 0, (ﬂ“"&Afw) , (4.2)
gdzie, jak poprzednio:
1
po. pv

A LA A TR
AL, =T, = 00,10, -

Gdy tylko wybierzemy jaka$ (3-+1)-dekompozycje czasoprzestrzeni M, nasza teoria pola
stanie sie ukladem hamiltonowskim, z przestrzenia danych Cauchy’ego na kazdej z
trojwymiarowych powierzchni odgrywajaca role przestrzeni fazowej. Wybierzmy uktad
wspohrzednych zgodny 7 ta (3+1)-dekompozycja. To znaczy, ze wspolrzedna czasowa
t = 1Y jest stala na trojwymiarowych powierzchniach tej foliacji. Zakladamy, ze te
powierzchnie sg przestrzennopodobne. Aby otrzymaé sformutowanie hamiltonowskie naszej
teorii musimy scatkowa¢ réwnanie (4.2) po powierzchni Cauchy’ego C; C M i potem
dokona¢ transformacji Legendre’a miedzy pochodnymi czasowymi a odpowiadajacymi im
pedami.

W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku czasoprzestrzeni asymptotycz-
nie plaskiej i zalozymy, ze takze ptaty C naszej (3-+1)-dekompozycji sa asymptotycznie
ptaskie w nieskonczonosci. Aby mieé¢ kontrole nad dwuwymiarowymi catkami powierzch-
niowymi w nieskonczonosci, rozwazmy najpierw dynamike naszego uktadu w skonczonym
obszarze. Rozpatrzymy dwa przypadki, pierwszy, gdy tym obszarem jest wnetrze tuby
Swiata T, ktorej brzeg ma zdegenerowana metryke o sygnaturze (0,+,+); i drugi, gdy
badamy dynamike pola grawitacyjnego w skonczonym ,pierécieniu”, ktorego wewnetrznym
brzegiem jest wspomniany brzeg tuby §wiata 9V ~, a zewnetrznym jakas powierzchnia typu
czasowego OV .

Tym co odroznia nasze obecne rozwazania od tych zawartych w rozdziale 2 jest
niemoznosé korzystania z metryki odwrotnej (2.30), bowiem nie istnieje ona w przy-
padku powierzchni frontu $wietlnego. Tak wiec — w poréwnaniu do techniki uzytej w
[19] — bedziemy musieli wprowadzi¢ do opisu zupelnie nowe obiekty, charakterystyczne dla
powierzchni zerowej.
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4.1 Dynamika pola grawitacyjnego wewnatrz
powierzchni zerowej

W tym rozdziale rozpatrzymy obszar wewngtrz powierzchni zerowej:

5>0 L7 5<0 5<0 5>0

Catkujac (4.2) po objetosci V' otrzymujemy:

/ / d, (TH5An) / (7 5A%,) + / TEAL, (4.3)
14 ov

gdzie , kropka” oznacza pochodng czasowa. W powyzszym wzorze pomineliSmy dwuwy-
miarowe dywergencje znikajace po wycatkowaniu po powierzchniach 0V oraz VN S.

Aby dokonaé¢ transformacji Legendre’a w grawitacyjnych stopniach swobody zastosu-
jemy metode opisang w rozdziale 2. Zauwazmy najpierw, ze z metrycznosci koneksji I’
wynika, ze grawitacyjny odpowiednik W“V(SASV kanonicznej jednoformy pgd2z* redukuje sie
nastepujaco:

v 5 A0 1 Kl 00 o
Vi) uv = —ﬁgklép + 8k <7T ) (W)) s (44)
gdzie P*! oznacza zewnetrzng krzywizne powierzchni C zapisang w postaci ADM. Wzor ten
stosowaliSmy juz w rozdziale 2, a jego dowdd znajduje sie w paragrafie 2.3.
Analogicznie, czton brzegowy 7r’“’(514L = 1§ A3 redukuje sie nastepujaco:

uv

1
WﬂV(SAI:iV - ]_6 gMV(SQlw (4'5)

Dotychczas nie uzywaliSmy tej formuty, jej prosty, algebraiczny dowdd, wynika bezposred-
nio z przeliczenia wariacji obiektu Q" danego wzorami (2.20) lub (3.75).

Korzystajac z tych wzoréw i pomijajac dwuwymiarowe dywergencje znikajace po
wycatkowaniu, mozemy przepisa¢ prawa strone (4.3) w nastepujacy sposob:

/ (AL, + / oA, (4.6)

Vv ov

= i [y s [ (w5 (5)) g [ awi@r @)
167 J, M v 700 167 [, 7" ' '

Dokonamy teraz transformacji Legendre’a zaréwno w objetosci

(gklépkl). - (gkl(spkl - Pklé!]m) +6 (gkzpkl)
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jak i na brzegu:

g;wéij =9 (g;w@wj> - ijéguv ) (48)

(5 (22)) =y s () - (Zo) smo s (w0 () ) o

Skorzystamy teraz ze wzoru (2.112), udowodnionego w rozdziale 2.3. Do naszych celow
mozna go przepisa¢ nastepujaco:

1 Skl 00 ™\
g [ () [ (G
1
{on (V1] (68, — 6™TE,) ) +2V/glR% } - (4.10)

~ 167
Zatem formuta generujaca (4.3) przyjmuje nastepujaca postac
5/L = L (Pkl(Sgkz - 9kl5Pkl> - L/ 9 5@’”
v 167 Jy 167 Joy 7
03 03\
00 (T T 00
+f, ( (%) - (Gm) or )

1
VIl (6T = gT8) + g6 [ VIR @

1
+—=0
].671' oV

Korzystajac teraz z postaci (3.9) i (3.10) metryki, mozemy wyrazi¢ 7" za pomoca wys-
tepujacych tam wielkosci. Oznaczajac

a:=log N (4.12)

otrzymujemy wzor

o (o () - () o) a9

> (2A5a 246X — Mlog M + (log M)'(S)\) . (4.14)

16T Jov

W podobny sposob przeksztalcimy wyrazenie brzegowe Q’“’(Sgw. Skorzystamy z wyprowa-
dzonych w poprzednim rozdziale wzoréw (przypominamy, ze wprowadziliSmy symbol éab
na oznaczenie macierzy, ktorej wspotrzedne f]AB pokrywaja sie z dwuwymiarowg macierza
odwrotng do gag, za$ §Ob = 0). Potrzebny nam bedzie zatem wzor (3.133):

N 1 -
ijéguu = Qab(X)égab - 58)\,5]“1’59@ — Ao logM
+5xa (A" + A — A"G™) Ggas | (4.15)
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oraz (3.135):

Quyguu = —2sA (l + Xd(wd + Xd)) . (416)
Po skorzystaniu z tych wynikow formuta generujaca przyjmuje nastepujaca postac:
/ V9 (R~ 2R%) —5/ Gy = — (Pkl(Sgkz - le5Pkl>
%
2 (Aa— 6)\) (X )5g.
+87r (““ 167 /), @ (X)ogw
s

1. = .

+— | (==A§™Oga — M log M — A5 log M + (log M) 6\
167 Joy 2

(Aaébd + Abéad - Adéab) 6gab)

1
+ 2w [ (2X%wa+ xa) +1) + =0 | V]gl (¢35, — ¢*T5,) . (4.17)
167 v 167 v

Uprosémy nastepujace wyrazenie brzegowe:

1. - .
fEAgab(sgab — Mdlog M — A\slog M + (log M) 6
Xa (Mg + APt — A"G™) 6gap - (4.18)

Korzystajac 7z tego, ze | = —\ + Oa(n*)) (3.41) oraz X’6gp. = —gp.0 X i pomijajac dwu-
wymiarowe dywergencje, otrzymujemy, ze wyrazenie (4.18) przyjmuje nastepujaca postac:
(04n™M)6N — Da(n* N)dlog M + ™04 (log M)SA

+ M0alog M)on™ — X\(0alog N)on™ . (4.19)

Powyzsze wyrazenie jest catkowane po 0V, a wiec cze$¢ wyrazow skraca sie nastepujaco:

/ (9a(log M)SA™ — (04A)Slog M) = —6 | ((0aA?)log M) (4.20)

/ (0an™)5) — (@aN)3n?) = / (041™)8A + A6(0an™))
av oV
= 5/ AMOan™) . (4.21)
oV
Wyrazenie (4.18) przyjmuje wtedy nastepujaca postaé¢ (modulo dwuwymiarowe dywer-

gencje):
6 ((0aA") log M + A0an™) |
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a formula (4.17) wyglada nastepujaco:

——5/ V96 = — (Pkl(s.gkz - .C']szspkl>
1 ab
+ 8_7r (A&a — aéA) / Q™ (X)0gap

167r
S5 AN log M + \osn
+ 167 /av ((8A ) og + A04sn )

1
s [ AN (2XY(wg+ xa) +1) + —6 Vgl (615, — ¢™1%,) . (4.22)
167 v )%

Sprobujemy teraz zebra¢ razem czlony bedace pelnymi dywergencjami, tzn. uproécié
wyrazenie:

(0aAY)Tog M + X0an™ + X (2X % (wq + xa) +1) + /19| (¢*T0, — ¢"T%,) . (4.23)

Korzystajac z tego, ze X*T'), = —w, (3.36) i X,I'h, = lu (3.35) oraz z postaci I', (3.119):
1
Fga = Wq + %mclca + MM’Q

otrzymujemy, ze (4.23), modulo dwuwymiarowe dywergencje, sprowadza sie do nastepu-
jacego wyrazenia:
25\ (Il — nw,) . (4.24)

Otrzymujemy wiec nastepujaca formute brzegowa

/ QOO = — (Pkl(sgkl — gkl(SPkl) (425)
1
7 o ab . - A
+87T <)\(5a a&A) 167r/ (Q*(X)dgap — 2s16)) + 7T(5 8V)\(l nwy) .
(4.26)
7 tozsamosci Q" (X)0ga = 2Q°A(X)on? — Qap(X)6g P oraz korzystajac z faktu, ze
naw? = Q%(X)n? otrzymujemy ostatecznie:
/ gUo = - (Pkl(Sgkz - le5Pkl>
v
1
— Noa — ad\) — —— g*? 4+ 2n"5Q° —2080) . (42
N R T g

Mozemy jeszcze wyrazi¢ wielkosci () za pomoca niezaleznych obiektow [, 1 w,. Korzystajac
z rownania (3.128): )
SQU(X) = Ag Loy + A%y — 6% ACw, (4.28)
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otrzymujemy:
1 . s .
—0H =— [ (P"6gp — grio P* —/ Aa — ad\
H 167r/v< 9kt — Gkl )+87r av( a— ad)
+ 2 [ (NS — 2 (wedA® — AYSw,)) (4.29)
167 v
gdzie
1
%:—/gﬂo+i/ A= AL (4.30)
87T v 87T P17 87T v

Czlon objetosciowy znika na mocy rownan wiezow G* = 0'. Uzywa sie tez nastepujacej
terminologii (|24]): G% = NH + N*H,, gdzie H to tzw. wiezy hamiltonowskie, a H; —
wiezy wektorowe, N i N* sa funkcjami lapsu i shiftu. Na mocy rownan wiezow H = 0 i
Hi = 0 wynika znikanie GY.

Ze wzgledu na przydatnos$é do opisu czarnych dziur, ostatnie wyrazenie we wzorze (4.29)
przeksztatcimy nastepujaco:

“A%wa = I 0ws = n W4 — ntw o\,

gdzie W, := Awy4. Oznaczajac dodatkowo k := wy — n

nastepujaca formute generujaca:

wy = X*w, otrzymujemy w koncu

1 . S .
. - Pkl . Pkl _/ .
oH = /V ( Sk — b ) tgn | (00— i)
+—— [ (N*P0gap — 2 (K6XA +n6Wa)) (4.31)
].67r oV

Wielkos$é k taka, ze X?V,X = —kX nazywa sie tradycyjnie ,,grawitacja powierzchniowg”
(surface gravity) na S. Zwracamy jednak uwage, ze wielkoS¢ ta nie charakteryzuje by-
najmniej samej powierzchni, lecz jedynie wybor pola zerowego X. Kanonicznego sensu
nabiera zatem wielko$¢ k jedynie wtedy, gdy sytuacja fizyczna powoduje, ze jest kanonicz-
nie wyr6znione pewne pole zerowe X. Tak bedzie w tzw. ,termodynamice czarnych dziur”,
kiedy to X jest polem symetrii (Killinga) rozwiazania stacjonarnego, i to takim, ktore w
nieskonczono$ci przestrzennej zbiega do pola jednostkowego w kierunku czasowym. Wtedy
odpowiadajacy mu generator odpowiada energii a — jak zobaczymy — odpowiednia wersja
powyzszej formuly generujacej daje tzw. pierwsze prawo termodynamiki czarnych dziur.

4.2 Dynamika pola grawitacyjnego na zewnatrz
powierzchni zerowej

Rozpatrzmy teraz dynamike pola grawitacyjnego w obszarze na zewnatrz tuby Swiata,
ktorej brzeg S~ jest powierzchnia typu zerowego, i ograniczonym z zewnatrz pewna hiper-

!Tak jest w teorii pustej czasoprzestrzeni. Gdyby obecna byta jeszcze materia, wtedy czton objetosciowy
przybieralby posta¢ G% — 87T i tez by znikal na mocy réwnan wigzow.
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powierzchnig S™ typu czasowego:

Cha s Cha

§<0 L7 5>0 530 5<0

ovt \ ov— ov— \ ovt

gdzie OV =V NSt adV =V NS .

Obliczenia prowadzace do otrzymania formuty brzegowej sa analogiczne do tych w
poprzednim podrozdziale oraz tych zawartych w pracach Kijowskiego [18, 19| (zob. takze
rozdzial 2) i sprowadzaja sie do catkowania po V' formuly generujacej (4.2). Uzywajac tych
samych przeksztalcenn co w poprzednim paragrafie i uwzgledniajac, ze fav = fav+ — favf
(zmiana orientacji 0V ~!) oraz to, ze zmieniajac punkt widzenia musimy zmienié¢ znak s,
otrzymujemy nastepujacy wzor:

1 .
LS — St S ki . ki
H = 0 =0 =g | (P Sk — 6P )
1 . 1
— Ma —adN) - — aby
" Tox aw( a- e ) 167 /awg Jab
+ = [ (Aba— @A) + —— / (NAB5gan — 2 (wodA® — A6wa)) ,  (4.32)
871' oV — 167T oV —

gdzie a i Q™ sa obiektami Zyjacymi na powierzchni typu czasowego wprowadzonymi w
rozdziale 2, a wielko$¢ H* jest rowna:

1

HE = —
167 v+

(QAB.C]AB - QUO.C]UO) . (4-33)

W granicy 0V — oo powyzsze wyrazenie na H* daje nam mase ADM, ktorg oznaczamy
M. Podobnie jak w poprzednim rozdziale H~ wynosi:
" = i/ AL (4.34)
871— oV

Ostatecznie formuta generujaca dla pola grawitacyjnego o danych brzegowych zadanych
na zerowej hiperpowierzchni S jest nastepujaca:

_ _ - _ L Skl . kl
SM = TH = —— V(P Sk — GrdP )
S . S
- \oa — ad\) + — MAPSgan — 2 (KON +nts .
+ . aw( a— ad) + 16m /av ( JAB (/-f +n WA))

(4.35)
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4.3 Wyprowadzenie formuly generujacej poprzez przej-

Scie graniczne z przypadku niezdegenerowanej ge-
ometrii brzegu

Wyprowadzona przez nas w poprzednich dwoch podrozdziatach formuta generujaca dla pola
grawitacyjnego o danych brzegowych na powierzchni zerowej moze byé¢ takze uzyskana z
formuty brzegowej J. Kijowskiego [19] w przypadku granicznym, gdy czasowa powierzchnia
yktadzie sie” na powierzchnie zerowg S.

WezZmy zatem rodzine powierzchni S, parametryzowang wielkoscig €, taka, ze dla e — 0
mamy S, — S. Réwnanie tych powierzchni w naszym specjalnym uktadzie wspotrzednych
jest postaci {t + ser = const.} i {r — set = const.}. Zbadajmy zachowanie sie for-
muly kontrolujacej pole grawitacyjne wewnatrz tuby Swiata, ktorej brzegiem jest S, ([19],
rozwazania w rozdziale 2. tej rozprawy), przy przejsciu € — 0 (wtedy sktadowa metryki
g% na powierzchni S, zachowuje sie jak € i znika dla € = 0, czyli na powierzchni zerowej).

W dowolnej (niezerowej) metryce formuta ta ma posta¢ (|19], p. takze rozdzial 2):

_6H = % /V <Pklégkl - gkl(spkl) ¥ % /8 ) (Aaa _ om)

1
9ard Q™ (4.36)

167 Jyy

gdzie hamiltonian H jest nastepujacy:

”H:/V<—gklP“—L> +$/8VM

1 0 1 AB 00
= — — — . 4.37
e ./vg o+ 167 /0 (Q gap — Q 900) ( )

Biorac pod uwage rownania Einsteina mamy, ze czlon objetosciowy G% znika, a wiec:

1
M= / (@~ @) (4.38)

Podazajac za rozwazaniami w pracy |19] mozemy przepisaé te formute do postaci jednorod-
nej. W tym celu wprowadzmy nastepujace oznaczenia: niech n i n“ oznaczaja, standar-
dowo, odpowiednio ,laps” i ,shift” trojwymiarowej geometrii na brzegu tuby $wiata:

1

n: = — (4.39)
19|

n: = §%g, (4.40)

gdzie ¢% oznacza trojwymiarowa metryke odwrotng do metryki indukowanej ¢, na
powierzchni S.
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Sktadowe tensora krzywizny zewnetrznej Q% (wprowadzonej w rozdziale 2, wzor (2.74))
moga zosta¢ przeranzowane zgodnie z (2 + 1)-dekompozycja metryki na brzegu tuby

Swiata. W tym celu wprowadZzmy dwuwymiarowe obiekty zdefiniowane na dV: Q (gestos¢
i

skalarna), Q4 (gestos¢ kowektorowa) i Q48 wyrazajace sie przez krzywizne zewnetrzng
Q? nastepujaco:

Q:=nQ" (4.41)

Qu:=0Q%, (4.42)
1

Q" = Qcpgg"" . (4.43)

Dla tych wielkosci zachodza nastepujace zwiazki ([18]):
L
969" = gapd Q¥ —2Q° 400" — n*6Q"

i
QAB.QAB - QOUQOU :QAB gAB — 2Q0AnA - Q00n2 . (4.44)

Podstawiajac powyzsze zaleznosci do (4.36) otrzymujemy nastepujaca jednorodna formule

brzegowa:
0= /V (Pklégkl _ gklap’”) ) /8 ) (Aaa _ déA)

1
+/ (Q*8 Sgap — 2n16Q 4 + 2n6Q) . (4.45)
av

Wystepujaca w ,Japsie” sktadowa metryki trojwymiarowej §?° wyraza sie przez sktadowe
metryki czasoprzestrzennej nastepujaco:
G0 = g% (9*)? _ 99" — (g
¢33 ¢33

Czterowymiarows sktadows ¢ metryki odwrotnej mozemy wyrazié¢ za pomocy sktadowej
trojwymiarowej metryki g odwrotnej do metryki indukowanej g na V:

03)2

(4.46)

~ (.(]03)2
97 ="+ o (4.47)
Wted
ey 00 900633
P = (4.48)

Posta¢ metryki gy, bierzemy w takiej samej postaci jak w rozdziale 3 — wzor (3.9) (tylko
czton ggg okresla degeneracje metryki, ale tych sktadowych nie bierzemy pod uwage, wiec
ponizszy zapis jest poprawny w dowolnej niezerowej dekompozycji metryki):

gaB ‘ ma

gkt = (4.49)
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Metryka odwrotna jest wtedy nastepujaca:

MY* L Yaan |
9“:<N>2 <<N> ) )9 . (4.50)

—mA 1

W tym zapisie ¢°° = —1/N?, a wiec otrzymujemy, ze ¢°° = —1/(M?*¢%®) oraz, ze ,Japs’ n

jest nastepujacy:
n=Myg* . (4.51)

Sprobujmy teraz przearanzowaé¢ wyrazy wystepujace w (4.45) tak, zeby otrzymac

wyrazenia dobrze zachowujace sie przy przejsciu S, — S inaczej mowiac, gdy ¢*° dazy
L

do zera. Na razie zaréwno « jak i wielkosci Q, Q4 i Q4% nie maja dobrej granicy.
Ze wrzoru (2.78) mamy, 7ze wariacja kata hiperbolicznego « jest nastepujaca:

dq

da = NEY: = 7 —11- q726(10g q) - (4.52)
Biorac pod uwage, ze
logq = log g* — %(log 9% +log ™) (4.53)
mozemy zapisa¢ wariacje o w nastepujacej postaci:
da = dlog N — dlog (Mﬁ) : (4.54)

Definiujemy nastepujaca wielkos¢ a:

a:= —log+/|g% =log N . (4.55)

Jest ona czescia « z rownania (4.54), tzn.

da = da — dlog (M\/g33> : (4.56)

a ponadto dobrze zachowuje si¢ przy przejsciu granicznym S, — S. Wtedy tez a staje
sie katem hiperbolicznym a, wystepujacym w dopiero co wyprowadzonej formule zerowej
(4.27). Wyrazenie ¢ log (Mﬁ) oczywiscie nie ma dobrej granicy, ale by¢ moze ,skasuje”
sie z podobnymi cztonami wystepujacymi w obiektach Q. Przearanzujmy wiec teraz te
cztony. Mamy, ze:

_ 0 _ ~0b _ )\M 0b g3093b F3 . F3 ~cd 4 57
Qa=9Q 4 =9 s = g —g33 (bA 9bA cd.(])- (4.57)



4.3 Wyprowadzenie formuly generujacej poprzez przejscie graniczne z przypadku
niezdegenerowanej geometrii brzegu 74

Korzystajac z nastepujacego wzoru:

%(log 7). =12, + %szg?’b, (4.58)
otrzymujemy
Q% =\ (I3, — mPT},) + %)\ (logg™) . (4.59)
Zdefiniujmy wielkos¢ to,:
o, = —%Ffm : (4.60)
Biorac pod uwage, ze zachodzi:
s, —mPry, =w, + (logM), , (4.61)

widzimy, ze @, moze by¢ napisane w nastepujacej postaci

1
Q% , = Ay + A(log M) 4 + i(logg‘%)A : (4.62)

i
Podobnie postepujac mozemy zapisa¢ Q4P g45 w nastepujacy sposob

1
Q4% gap = — A — 2wy + 22 n 'y — 20(9y — nd4) log M
— M8 — n"94)(log g®) |

a nQ jest rowne: )
nQ = n?Q" = AMT? 5% =\, (4.63)

i zachodzi nastepujacy wzor:
2ndQ = 2nQ0 (log Q) = 26 (log Al — logn) . (4.64)
Wzory wyprowadzone powyzej zebrane razem wygladaja nastepujaco

2Ma = 2\6a— 2\dlogn |

2n0Q = 20(Al) — 2Mld(logn) ,
—2n*6Q4 = —2n"5(Mwy) — 2n0(A(logn) 4) ,
L
Q" gapdlogh = —[l+ 2wy —2n" w4 +2(0 — n"da)(logn)] oA ,

1 _
QAB59AB = )\ZAB(sgAB-

Mozemy teraz przearanzowaé wrazenia wystepujace w formule brzegowej (4.45) wyrazajac
za pomocy powyzszych wzorow wielkosci wystepujace po prawej stronie tej formuty:

. 1
0= / (Pkl(Sgklfgkl(stl)—l-Q / (Ma—ad\)+ / (Q*8 Sgap—2n"6Q4+2n5Q) (4.65)
14 )%

oV
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otrzymujemy

0= / (Pklégkl — gkl(sp’”) +2 / (Ada — ad\)
v ov
+20 [ A+ / (MNAB5gap — 2Xn 6104 — 21000)) (4.66)
oV oV

W granicy zerowej ¢ — 0, mamy, 7e a — a oraz v, — w,. Formula brzegowa (4.66)
przyjmuje wtedy nastepujaca postac :

0= / (P’”(sgm — g‘kl(SP’”) +2 / (Ada — ad\)
Vv ov
+ 26 A+ / (MABSgap — 220 5w, — 2wedN) . (4.67)
oV )%

Przenoszac 20 fav Al na lewa strone otrzymujemy wzor identyczny z (4.29) otrzymanym w
rozdziale 4.2. Zgodnos$¢ ta wskazuje na konsystencje naszego podejscia.

4.4 Dynamika horyzontéw zdarzen

Rozwazmy sytuacje, gdy brzegiem naszej hiperpowierzchni jest nieekspandujacy horyzont
czarnej dziury. Dynamika takiego ukladu bedzie generowana przez (4.32), przy 0V — oo.
Calka z gestosci hamiltonianu H* bedzie wtedy masg ADM M. Na brzegu 0V, z racji
tego, ze jest horyzontem czarnej dziury, mamy [ = 0ilsp = 0 (p. rozdzial 3.10), wtedy
hamiltonian H~ dany wzorem (4.34) tez jest rowny zeru. Otrzymujemy wiec nastepujaca
formute generujaca dynamike czarnej dziury:

1 - .
oM = — / (P“(Sgkl - gkl(SPkl>
Vv

167
I G P / (k6A+ n W) (4.68)
™ Jov- ™ Jov-

Tutaj s > 0 oznacza tzw. bialg dziure, a s < 0 czarng dziure.

4.5 Termodynamika czarnych dziur

Tak zwana ,termodynamika czarnych dziur” jest analiza mozliwych sytuacji stacjonarnych
na zewnatrz horyzontu zdarzen. Stacjonarno$¢ oznacza zalozenie o istnieniu pola symetrii
(Killinga) o charakterze czasowym. Gdy istnieje takie pole symetrii to mozemy zawsze
wybra¢ uktad wspolrzednych w ktorym wszystkie pochodne czasowe () sa roéwne zeru.
Wtedy formuta brzegowa (4.68) redukuje sie do wzoru:

M= / (k6A +nASW,) (4.69)
87 Jav-
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Wielkos$é k taka, ze XV, X = —kX nazywa sie tradycyjnie ,grawitacja powierzchniowg”
(surface gravity) na S.

W rozdziale 3.10 analizowalismy strukture geometryczna S, ktora jest wiazka afiniczng
7 S — B nad rozmaitoscia bazowa B i zalozylisémy, ze topologia B jest izomorficzna
ze sferg S?. Wlokna S sg liniami calkowymi pola X, a ich struktura afiniczna wynika z
faktu, ze linie te sa geodezyjnymi zerowymi na M. Pokazalidémy, ze gdy S jest horyzontem
to zachodzi Lxg., = 0. Wynika stad, ze metryka g na S daje sie rzutowaé¢ na przestrzen
wlokien, ktora z kolei mozna utozsamic¢ z baza B. W ten sposob pokazujemy, ze B jest
wyposazona w dobra (riemannowska) metryke, ktora oznaczymy 7yap, a zdegenerowana
metryka g, na rozmaitodci wigzki jest cofnieciem y45 z B do S:

g="7"7.

Poza tym prawo transformacyjne (3.42) dla w, redukuje sie w przypadku izolowanego
horyzontu do transformacji cechowania:

Wy = Wq+ Oup . (4.70)

Poniewaz ograniczamy sie tylko do przypadku stacjonarnego, rozpatrujemy transforma-
cje cechowania niezalezne od czasu. Gdyby uzywaé¢ na kazdym wloknie wspotrzednych
afinicznych, otrzymalibySmy réwnania k = X®w, = 0. Nie bedziemy jednak uzywaé tych
wspoOtrzednych, ale wspotrzednych zgodnych z polem Killinga — chcemy bowiem wykorzys-
ta¢ stacjonarno$é¢ rozwazanych rozwigzan rownan Einsteina.

Przypuszczamy, ze pole Killinga powinno by¢ w tej sytuacji styczne do S w punktach
nalezacych do S, bowiem w przeciwnym wypadku mieliby$my zbyt wiele symetrii i S nie
mogtoby by¢ horyzontem. Mimo powaznych wysitkow, nie udalo nam sie wykazaé tej
hipotezy, ktora ma zwiagzek z istnieniem pewnych rozwigzan klasy Kundta. Jest to klasa
metryk bioracych sie z lokalnej foliacji nieekspandujacymi horyzontami. W przypadku gdy
mamy czasowe pole Killinga i ciecia powierzchni S sa sferami, znamy tylko jeden przyktad
aksjalnie symetryczny takiej metryki, ale oczywiscie nie jest on asymptotycznie plaski.
Nasza hipoteza glosi, ze sferyczna symetria cie¢ oraz asymptotyczna ptaskos¢ nie moga
by¢ spelnione dla metryk z klasy Kundta. W niniejszej pracy przyjmujemy zatem ten
fakt jako zatozenie. Poza warunkiem styczno$ci do S, nie mozemy natomiast naktadaé
dalszych zadan na pole Killinga, a w szczeg6lnosci zadaé¢, by bylo ono polem zerowym
lub by bylo unormowane zgodnie z parametrem afinicznym. Pole Killinga jest bowiem
struktura globalna, ktérego unormowanie jest jednoznacznie ustalone przez warunek unor-
mowania w nieskonczonosci. Wynika stad, ze nie mozemy przej$¢ do uktadu wspotrzednych
w ktorym k zeruje sie, bowiem w uktadzie takim metryka nie bytaby na ogét stacjonarna.
Wartoséé¢ grawitacji powierzchniowej  jest zatem w naszym sformulowaniu termodynamiki
czarnych dziur wielkoscig o charakterze globalnym i nie daje sie odczytac lokalnie, z zadnej
informacji o geometrii czasoprzestrzeni na horyzoncie i jego poblizu. Rzeczywiscie: pole
Killinga pomnozone przez dowolng liczbe dodatnig ¢ > 0 jest lokalnie réwnie dobre jak
pole pierwotne. Oznacza to, ze wspotrzedna 7° = %xo jest rownie dobra do powyzszych
rozwazan jak wspotrzedna 2. Aby odpowiadajacy jej hamiltonian byt energia, a nie jej
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wielokrotnogcia, musimy zadaé, by byto ono unormowane w nieskoniczonosci: [|dz°|| = —1.
Zadajac zatem, by pole Killinga bylo rowne =% w nieskoriczonosci otrzymujemy jednoz-

0z
nacznie warto§¢ zmiennej w oraz zmiennych pola wektorowego n* na brzegu wewnetrznym

oV ~ 52

Mamy zatem dwa pola symetrii metryki horyzontu S: 0y (jako styczne do S pole
symetrii cafej metryki, jest ono rowniez polem symetrii metryki horyzontu) oraz pole X =
0o — n'0,4. Wynika stad, ze rowniez ich réznica  to znaczy pole 7 := nd4  jest polem
symetrii riemannowskiej metryki g4p. Poniewaz struktura konforemna zawarta w gap
jest zawsze izomorficzna ze struktura konforemng sfery S?, mozemy wybra¢ taki uklad
wspolrzednych, w ktorym gap = fhap (hap oznacza standardowa metryke na sferze).
Pole 7 musi by¢ polem symetrii tej struktury konforemnej. Wynika stad, ze 7 nalezy
do szesciowymiarowej przestrzeni pol konforemnych na sferze. Operujac pozostala jeszcze
dowolnoscig wyboru wspohrzednych konforemnych mozna uzyskaé¢ to, by 7 byto po prostu
polem obrotow na sferze. W paragrafie 4.5.1 pokazemy, ze istnieje uktad wspotrzednych w

ktorym zachodzi wzor:

.’El

n= Qkéklm?am s (471)
gdzie QF sa sktadowymi pewnego wektora trojwymiarowego zwanego wektorem predkosci
katowej czarnej dziury, za$ o sa wspotrzednymi na S? powstalymi z obciecia wspotrzed-
nych kartezjanskich na R® do sfery jednostkowej. Oczywiscie mozna zawsze wybraé¢ o$
wspotrzednej z réwnolegle do wektora predkosci katowej. Wtedy zachodzi: (QF) = (,0,0),
gdzie liczba €2 jest dtugoscia tego wektora, oraz:

0

=0—. 4.72
n=0, (472

Wstawiajac te posta¢ do drugiej czesci catki w formule generujacej (4.69) otrzymujemy
/ ntoWy = Q6.7 , (4.73)
oV

gdzie oznaczyliSémy przez

I
J =, ::/ ezlmx—wmdo (4.74)
g2 r

sktadowa 2z pewnego wektora trojwymiarowego réownolegtego do osi z, ktéry nosi nazwe
momentu pedu czarnej dziury.

Dotychczas wykorzystalismy symetrie struktury konforemnej niesionej przez g¢agp.
Symetria catej metryki implikuje statosé czynnika konforemnego wzdluz pola 7. Aby sie
o tym przekonaé, wystarczy zauwazyé¢, ze $lad rownania Killinga oznacza znikanie dywer-
gencji pola 7

0 = aA(\/det dJdcp TZA) = aA(f\/ det hC’D nA)
= n*y/dethep Oaf + fOa(\/det hop n™) = n*\/det hap Oaf | (4.75)
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bowiem 7 jest polem symetrii metryki h. Jedli wybra¢ wspotrzedne sferyczne (6, ¢) na S?
w taki sposob, by byto 7 = 20, to czynnik konforemny f nie bedzie zalezal od zmiennej
¢ i bedzie tylko funkcja zmiennej 6.

Okazuje sie, ze kanonicznie sprzezona do niej zmienng x mozna réwniez przecechowac
w ten sposob, by byta statla wzdtuz pola 7. Dowod tego jest zawarty w paragrafie 4.5.2.

Wynik ten zostal otrzymany lokalnie, czy raczej quasi-lokalnie, tzn. z analizy pola
na samym horyzoncie. Tymczasem znane twierdzenia globalne, méwigce o istnieniu
rozwigzan stacjonarnych posiadajacych horyzont, implikuja tzw. zerowe prawo termo-
dynamiki czarnych dziur. Glosi ono, ze grawitacja powierzchniowa k moze zostac¢ prze-
cechowana w taki sposob, by byla stata na horyzoncie (|11|). Uwzgledniajac ten wynik,
(4.69) przyjmuje nastepujaca postac:

1
SOM = Py oA+ Q0. . (4.76)

m g2

Ale
SA = 0(fAo) = (6f) \od*x = (0f)do . (4.77)

Catka A := f52 fdo jest polem powierzchni horyzontu S. Mamy wiec ostatecznie nastepu-
jaca formute

sOM = SLMSA +Q68T (4.78)
T

ktora stanowi tzw. pierwsze prawo dynamiki czarnych dziur. Jak widaé, jest to prosta
konsekwencja formuly generujacej dynamike pola grawitacyjnego (4.35) w obszarze na
zewnatrz horyzontu, wyspecyfikowanej do przypadku rozwiazania stacjonarnego w czasie.

4.5.1 Wyprowadzenie wzoru (4.72)

Pole 77 = n” jest polem symetrii metryki ¢4z, zatem spelnia rownanie Killinga:
nA||B+nB||A =0. (479)

Jak juz zostalo omowione, mozemy wybra¢ uktad wspotrzednych taki, ze gap = fhag, a
hap jest standardowa metryka na sferze. Pole 7 jest tez polem symetrii struktury kon-
foremnej niesionej przez metryke h4p, zatem musi spetnia¢ rownanie:

Naiip + Ngja — Phasnjo =0, (4.80)

gdzie H oznacza dwuwymiarowg rozniczke wzgledem metryki h na sferze. Stad wynika, ze
7 nalezy do szeSciowymiarowej przestrzeni pol konforemnych na sferze, tzn. jest postaci:

nt =B o+ 0 hP (4.81)
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gdzie v, v sy funkcjami dipolowymi, tzn. postaci: v= a;k’, v= b;k"; k' sa wspotrzednymi
wektora jednostkowego:

k' =sinfcos |

k* = sinfsin g ,

k3 = cosf .

Pole 7i jest wiec nastepujace:

. . . o
n9s = (" (aik") 4 + (b:k") 5) Do + <5W(az’k2),0 + (bikl),w7> Oy -

sin”

Pokazemy, ze istnieje uktad wspotrzednych, w ktorym 7 jest postaci

0
A - O)—
Op = r

Dowdd. Chcemy, zeby w # = 0 sktadowa n? znikata. Zatem a; = by i ay = —b;. Wtedy:
n’ = (cosf — 1)(ay sin ¢ + by cos ) — bgsinf | (4.82)

1
n¥ = (cos — 1)(by sin ¢ — a; cos cp)—e +as . (4.83)
sin

Mozemy obrocié¢ uktad wspotrzednych tak, ze sktadowe n’ i n® beda postaci:
n’ = (cosf — 1)asinyp — bsinf (4.84)

1
n¥ = (cosf — 1)(—acos ¢)—
sin

tec. (4.85)
7 tego, ze S jest horyzontem, mamy:
(An*)a=0,
gdzie w naszym ukladzie wspotrzednych A = fsinf, otrzymujemy nastepujace réwnanie:
{fsinf ((cosf — 1)asinp — bsinf)} ,

+ {f sin 6 ((cose —1)(—acos @) 1, c) }’w =0 . (4.86)

sin 6
Calkujac powyzsze rownanie po ¢ i pomijajac znikajaca catke [(An?) ,dp otrzymujemy

2w
%/ fsin® ((cos — 1)asinp — bsinf) dp =0 , (4.87)
0

zatem
cosf —1

/ f sin pdy + b/ fdp =0 (4.88)

Csinf
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cosf—1
sin 6

Przy 6 — 0 wyrazenie a fOQW fsin ¢ dy znika, zatem w 6 = 0:

2
omh F(0 = 0) = b/ fdp =0
0

Stad bezposrednio wynika, ze b = 0, bowiem czynnik konforemny f jest dodatni i jego
Srednia po réownolezniku nie moze sie zerowa¢. Zatem 71 jest postaci:

n’ = (cosf — Lasing , (4.89)

1
n¥ = (cosf — 1)(—acosp)— + ¢ . (4.90)

Sin

Zapiszmy 7i we wspoOtrzednych stereograficznych na ptaszezyznie (z,y) przecinajacej nasza
sfere wzdtuz rownika:

T = Ctg§ CoS
0 .
Yy = Ctg§ sing . (4.91)
(4.92)
Wtedy:
o 1cos<p8 ~lsing 0
00 2sin? azr 2sin” & Oy
0 ; 6 0 ; 6 0
— =—c —sm + ctg—cos p—
an0, jest postaci:
0 0 0
A04 = a— —y— — . 4.93
n" 04 aay-l-c( ax—l-xay) (4.93)
Rozpatrzmy dwa przypadki: ¢ =01 c # 0:
e c=0(
W tym przypadku réwnanie (fsinfn?) 4 = 0 — (4.86), jest nastepujace:
(fsin@(cost — L)asinp) ,
1
+ <f sin f(cos — 1)(—acos p)— ) =0. (4.94)
sin 6 P
W zmiennych stereograficznych (4.91) przyjmuje ono postac:
2y
(log f) , (4.95)

1+r2+y
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Rozwiazaniem tego réwnania jest
fla,y) =Cla)(1+2*+y°) (4.96)

gdzie C(z) jest jakas dowolng funkcja z. Trzymajmy x ustalone i dazmy z y do
nieskoniczonosci.  Jesli C(z) # 0 to f — oo, a jesli C(z) = 0 to f = 0. Ale
czynnik konforemny f musi by¢ skoriczony i rézny od zera. Czyli dla ¢ = 0 nie mamy
rozwigzan na f.

e c#£0

W tym przypadku mozemy napisac, ze

4 a, 0 0
0p = —)=——y=— . 4.97
no,=c ((37 + c)ay 8:r> (4.97)
Dokonajmy transformacji 7 = z + 2. Wtedy n0, przyjmie postaé:

0 0
19, =i —y 2 4.
n“d4 =c (ajay 8:%) , (4.98)

zatem n0, jest polem obrotéw i moze byé¢ zapisane w postaci

no, = Qi : (4.99)
0¢

O

Dowod tego samego faktu, ale wyrazony w innym formalizmie, zawarty jest w pracy

13].

4.5.2 Dowbdd tego, ze lokalnie k jest stala wzdtuz n

Dokonamy takiego przecechowania k, aby byta ona stata wzdluz pola 7. W tym celu
uzyjemy pozostalej nam swobody w wyborze powierzchni poczatkowej i — co za tym idzie
— wszystkich powierzchni {¢ = const.}. Dokonamy zatem transformacji polegajacej na tym,
7e wspohrzedne przestrzenne zachowujemy (i = 2%) a wspohzedna czasowa przesuwamy
o staly zalezna do wspolrzednych przestrzennych. Na powierzchni S (gdzie 2® = const.)
daje to:

i = 2" + a(a?) . (4.100)

Zgodnie z wzorami (3.15)~(3.21), mamy X = cX, gdzie
c= (1 — nAaAa)fl .
Tymeczasem wielkosci w, — zgodnie ze wzorem (3.42) transformuja sie nastepujaco:

Wy = we + 0y(loge) . (4.101)
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Wobec tego mamy

N d,
f = X%, = cX© <wa + —C> = ck + X(c) (4.102)
c
gdzie X (c) = —Qg—; (bo X = 9y — n04, czlon n0,4 mozemy zastapi¢ wyrazeniem Q0,,, a

Ooc = 0). Otrzymujemy zatem nastepujace rownanie

0
Qéc%—l—ﬁ::o. (4.103)
ktorego rozwigzaniem jest .
c=— / Ete(75271f"“‘i‘p)cig0 : (4.104)
Q
Oznaczajac przez
F(0,¢) = /e(Qlf“d‘p)dcp (4.105)
otrzymujemy
Q0
l=——_"(logF) . 4.106
ot =25 (log F) (4.106)
Ale z drugiej strony:
1
cl=1-—, (4.107)
03,
¢
zatem: 9 ] L 9
o
— =—+—-——1logF . 4.108
doQ TRop 8 (4.108)
Rozwiazaniem powyzszego roéwnania jest
d + ! log F' (4.109)
= — — 10 -
TR
gdzie
¢ .
F(p) = Cy (/ e Jo w($)ds) gy CQ> : (4.110)
0
a (1 i Oy sa stalymi catkowania. Z warunkow cyklicznodci:
a(0) = a(2r) (4.111)
d (log F')(0) d (log F)(2m) (4.112)
—(lo = —(lo s :
dp & dp &
mamy, ze
Q F(0)
F=—1 ) 4.113
"o 08 F(2m) ( )
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Wyznaczymy jeszcze wartosci F'(0) i F'(2r). Oznaczmy przez f(p) wyrazenie:

Lp u
flp) == / = I w0 gy (4.114)
0

Zatem F' i log F' sa nastepujacej postaci:

F=C(f+Cy) , (4.115)
log F' = log Cy + log(f + Cy) . (4.116)
A wiec:
f'(0) f@2r) . f(2m)
= i f0)=1, stad Cy=-—"t 4117
0 +C - fen e Y G = e (4.117)
mamy wiec
PELLE TN B (4.118)
o BT+ Gy '
Ostatecznie otrzymujemy
B Q , 1 2
K= —%log f'(2r) = %/0 K(s)ds . (4.119)

Zatem dokonali$émy takiego przecechowania k do K, ze jest ona stata na rownoleznikach
sfery S2.



Rozdzial 5

Materia Swietlna

5.1 Tensor energii-pedu dla materii typu $wietlnego.
Tozsamos¢ Belinfantego-Rosenfelda

Chcemy opisa¢ oddzialywanie miedzy cienka powloka materii typu $wietlnego a polem
grawitacyjnym. Wszystkie wlasnosci materii opisane sa za pomoca gestosci lagranzjanu L.
Moze ona zaleze¢ od jakich$ pol materii 2z Zyjacych na powierzchni zerowej S a takze ich
pierwszych pochodnych 2%, := 0,2*, oraz oczywiscie od tensora metrycznego g,, na S:

L= L(ZK; 2K, Jab) - (5.1)

Zaktadamy, ze L jest niezmiennicza gestoscig skalarna na S. Z niezmienniczo$ci lagranzjanu
wynikaja pewne dodatkowe warunki: tozsamo$¢ Belinfantego-Rosenfelda oraz twierdzenie
Noether. Dla uproszczenia rozwazan zatozymy, ze pola materii 2 sg czasoprzestrzennymi
skalarami (p. 8, 20]). Oznacza to, ze pochodna Liego Lyz tych pdl wzgledem pola
wektorowego Y na S jest w zasadzie pochodna czastkowa

(Ly2)" =25, v,
Nastepujacy lemat opisuje wlasnosci niezmienniczych lagranzjanow:

Lemat 5.2. Gestosé lagranzjanu (5.1) skoncentrowana na zerowej hiperpowierzchni S jest
niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, jesl jest ona nastepujgcej postaci:

L=vxf(z;Lxz;9) , (5.2)

gdzie X jest dowolnym polem degeneracji metryki g na S, a f(- ;- ;) jest funkcjq skalarng
jednorodng stopnia pierwszeqo wzgledem jej drugiej zmienne;.

Uwaga: Z jednorodnosci funkcji f wzgledem Lxz wynika, ze powyzsza wielko$¢ nie
zalezy od szczegbdlnego wyboru pola degeneracji X.
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Dowdd lematu (5.2). Poniewaz lagranzjan materii (5.1) jest niezmiennicza gestoscia ten-
sorowa, jego warto$¢ moze by¢ liczona w dowolnym uktadzie wspotrzednych. Dla potrzeb
naszego dowodu ograniczmy sie do lokalnego uktadu wspoétrzednych (z%) na S, ktory jest
zgodny z degeneracja metryki, tzn. pole X := J, jest zerowe.

Przypusémy, ze (%) i (y*) sa dwoma takimi ukladami wspotrzednych w otoczeniu
punktu z € S. Co wiecej, przypusémy, ze oba wektory 0y sa sobie rowne. Latwo sprawdzié,
ze stad wynika nastepujaca macierz transformacji miedzy tymi uktadami

y' =y, (5.3)
g = " gt

Trojwymiarowy jakobian takiej transformacji jest réwny dwuwymiarowemu:
det(dy?/0zB). Zauwazmy, 7ze dwuwymiarowa cze$¢ gap metryki g, transformuje
sie zgodnie z ta dwuwymiarowa macierza, a wiec jej wyznacznik A jest wymnazany przez
ten sam dwuwymiarowy jakobian podczas przejicia z uktadu (z%) do (y?). Tak samo
element objetosci vx. To znaczy, ze funkcja zdefiniowana nastepujaco

Fo (5.5)

Ux

nie zmienia wartodci podczas takiej transformacji. W zasadzie mamy:
f=F"2%0 2% 45 gwn) (5.6)

ale pokazemy, ze f nie zalezy od pochodnych z¥,. W tym celu wprowadzmy nowe
wspotrzedne:

y' = 2, (5.7)
O = 2" —qa' — e’ (5.8)
Stad:
o 0 N 9]
oyA  OxA AP0

Podczas przejscia z uktadu (z2) do (y?), warto$é 2z 4 zmieni sig na 2% 4 + €42, podczas
gdy pozostate zmienne funkcji (5.6) (a takze jej warto$¢) nie zmienia sie. Stad mamy
nastepujacy wzor:

f(ZK; ZK[]; ZKA; gab) = f(ZK; ZK[]; ZKA + 6AzKo; gab) ) (5-9)

ktory musi by¢ prawdziwy dla kazdej konfiguracji pola z%. Zatem taka funkcja nie moze
zaleze¢ od 2% 4! Ale w naszym uktadzie wspohzednych 2% = 25, X% = Lx2F. A wiec
pokazalismy, ze

f=f"Lx2™; ga) - (5.10)
Rezygnujac z warunku (5.4) i dopuszczajac dowolng wspotrzedng czasowa y°, widzimy, ze
zalezno$é wyrazenia (5.10) od jego drugiej zmiennej musi kasowa¢ (jednorodnie stopnia —1)
zaleznosé gestosci vy od pola X we wzorze (5.2). Co pokazuje, ze f musi by¢ jednorodna
stopnia pierwszego w swojej drugiej zmiennej £y 2. U
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Dynamika opisywanej materii jest okre§lona przez jej kanoniczny tensor energii-pedu

zdefiniowany nastepujaco:
oL
T := oK 2K, — 041 (5.11)

Jest on symetryczny w sensie ponizszego stwierdzenia:

Stwierdzenie 2. Kanoniczny tensor energii-pedu T, skonstruowany z niezmienniczej ges-
tosci lagranzjanu, spetnia réwnania (3.47) oraz (3.48), tzn. zachodzi:

T X =0 i Ty =T (5.12)

Dowdd: Wezmy gestos¢ lagranzjanu (5.2). Mamy wtedy:

a oL K a a af K a
Tb:azKaz b*(sbL:’UX (X WZ b*(sb s (513)
i stad dostajemy
Tab = chgca = *Ungab - Tba . (514)
Z jednorodnosci f wzgledem (2%, X9) mamy:
T X" =y X _oF (", X") = f) =0. (5.15)
’ 0(zK4 X9 '

O

W przypadku niezdegenerowanej geometrii S mozna rozwazy¢ takze symetryczny tensor
energii-pedu 79:
7% =2 oL :
agab
W naszym przypadku zdegenerowana metryka spetnia wiezy det g,, = 0. Zatem powyzsza
wielko$¢ nie jest zdefiniowana jednoznacznie. Mozemy jednak sprobowac ja zdefiniowaé z
doktadnosciag do anihilatora tych wiezow. Latwo sprawdzi¢, ze ten anihilator jest postaci
CX*X" Zatem dowolno$é w definicji symetrycznego tensora energii-pedu jest dokladnie
taka sama jak dowolno$é definicji 7%°. Ta dowolnosé znika po obnizeniu jednego wskaznika.
Udowodnimy w nastepnym twierdzeniu, ze jesli sa spelnione rownania pola, sktadowe ka-
nonicznego i symetrycznego tensora energii-pedu sa sobie rowne'. Jest to analogiczne do
standardowej tozsamosci Belinfantego-Rosenfelda ([5]). Co wiecej zachodzi takze ,twierdze-
nie” Noether, czyli znikanie dywergencji T'. Zapiszemy to wszystko w nastepujacy sposob:

(5.16)

W przyjetej przez nas konwencji energia jest opisywana wyrazeniem H = T% = pg?2% — L > 0,
analogicznie do H = pq — L w mechanice, i moze by¢ tatwo uogélniona do potrzeb hamiltonianu. Jest to
troche inna konwencja od tej uzywanej np. w ksiazce [24], gdzie energia jest zadana przez Tpg. Aby miec
ciggle standardowg posta¢ rownan Einsteina, przyjmujemy standardowa definicje symetrycznego tensora
energii-pedu 7%,. Dlatego wlasnie tozsamosé Belinfantego-Rosenfelda ma postac¢ 7%, = —T'%,.
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Stwierdzenie 3. Niech L bedzie niezmienniczym lagranzjanem, oraz niech pola 2% spet-
niajg rownania Eulera-Lagrange’a:

L L
0 o . (5.17)

02K TU9zK,
wtedy zachodzq ponizsze fakty:

1. Tozsamos$é Belinfantego-Rosenfelda: sktadowe kanonicznego tensora energii-pedu
T sq rowne (z dokltadnoSciq do znaku wynikajgcego z konwencji) sktadowym
symetrycznego tensora energii-pedu 7 :

T% = —1"ga , (5.18)

2. Twierdzenie Noether:
V., % =0. (5.19)

Dowaod: Niezmienniczo$é lagranzjanu wzgledem dyfeomorfizméw czasoprzestrzeni genero-
wanych za pomoca pola Y na S oznacza, ze transport zmiennych (z; 9z; g), ktorych funkcja
jest L, wzdluz Y, daje taki sam wynik jak transport warto$ci L na S:

oL
0zk,

oL
az—K (EyZ)K +

oL
0ac

(EYZ)KQ + (['Y.Q)ac = EYL . (520)

Wezmy dla uproszczenia Y = % (tzn. Y = 6%). Mamy wiec: (Ly2)", = 25, = 254

Stosujac ten wzor i dokonujac paru elementarnych przeksztalcen otrzymujemy:

oL oL oL oL
<8z—K — 8aaZK ) ZKb + 8(1 (aZK ZKb _ 6‘2[/) -+ ﬁgac,b =0. (521)

7Z rownan Eulera-Lagrange’a (5.17) i definicji (5.11) oraz (5.16) obu tensoréw energii-pedu,
powyzszy wzor redukuje sie do nastepujgcego wyrazenia:

1
aajwb + iTacgac,b =0. (522)

Nasz dowod tego wzoru jest prawdziwy w dowolnym uktadzie wspotrzednych. W szczegol-
nosci mozemy uzy¢ takiego uktadu, w ktorym wszystkie pochodne czastkowe tensora me-
trycznego znikaja w danym punkcie x € S. W tym ukladzie mamy:

VaTab(l‘) = aaT“b(:r) =0.

Ale V,T%(x) = 0 jest wyrazeniem niezaleznym od wyboru uktadu odniesienia. Udowod-
nione w jednym uktadzie, jest prawdziwe w kazdym innym. Powtarzajac to rozumowanie
dla wszystkich punktow x € S po kolei, pokazujemy twierdzenie Noether (5.19). Odejmujac
(5.22) od (5.19) otrzymujemy

Tabgab,c = *Tabgab,c )
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co musi zachodzi¢ w dowolnym ukladzie odniesienia. Zatem zaréwno 7% jak i 7% sa

zdefiniowane z dokladno$cia do cztonu postaci CX* X" znikajacego po zwezeniu z gap.c.
W standardowej pseudoriemannowskiej niezdegenerowanej metryce pochodne gq . moga
by¢ wybrane dowolnie w kazdym z punktoéw z osobna, co automatycznie daje tozsamosé
Belinfantego-Rosenfelda T = —7. W naszym przypadku dowolno$¢ wyboru tych pochod-
nych jest ograniczona wiezami det g,, = 0. Jest to jedyne ograniczenie, a wiec tozsamoscé
Belinfantego-Rosenfelda zachodzi z doktadnoscia do anihilatora tych wiezow, a wiec w
formie (5.18).

O

5.2 Niejednoznacznosé¢ w wyborze uktadu odniesienia

Zauwazmy, ze przypadku geometrii niezdegenerowanej znikanie pochodnych tensora me-
trycznego w jakim$ punkcie x definiuje jednoznacznie lokalny inercjalny uktad odniesienia
w punkcie z. Jesli kazdy z dwoch uktadow odniesienia (2%) i (y®) spelnia w punkcie x
warunek znikania pierwszych pochodnych tensora metrycznego w tym ukladzie, drugie
pochodne 2% wzgledem 1° znikaja tozsamogciowo w tym punkcie. Zatem pochodne kowa-
riantne moga by¢ zdefiniowane jako pochodne czastkowe, ale liczone wzgledem inercjalnego
uktadu odniesienia, tzn. dowolnego uktadu z tej samej klasy uktadow.

W przypadku zdegenerowanym, znikanie pochodnych tensora metrycznego nie zadaje
jednoznacznie inercjalnego uktadu odniesienia. Mozemy mie¢ dwa uktady wspotrzednych
(z%) 1 (y) takie, ze w kazdym z nich znika g, w z, ale

aan
Oxboze

(z) #0.

Dlatego wtasnie jakakolwiek proba zdefiniowania pochodnej kowariantnej dowolnego ten-
sora na S musi sie skoriczy¢ niepowodzeniem. Ta nieokres§lonosé moze by¢ jednak zneutra-
lizowana dodatkowymi wlasnos$ciami algebraicznymi, ktore posiada tensor energii-pedu, a
dokladnie wzorami (3.47) oraz (3.48). To pozwala zdefiniowa¢ nam w sposob jednoznaczny
dywergencje wielkosci tensorowych typu tensor energii-pedu, za pomoca wzoru (3.53).

Dokonajmy przejscia ze zdegenerowanego uktadu wspotrzednych do uktadu, gdzie
znikaja wszystkie pochodne tensora metrycznego:

0 ge. — ox® Oz dx¢ 0O N ox¢ 0 [ 0x® Oxb
0x® 0zt 0x¢ 0O ozt 9%l or® 0%z’
- @ A b 9yt gy lab i s T % guiaya ) Jab (5.23)
Ay gyb Oy° Ox Ay® Oyeoyd  Oyb Oy“oy

8z dzP dz¢ B
Czton By oy 0y 927 Y

a jest dobrze okreslony przy przejsciu do ukladu wspotrzednych, w
8%$“
Ayt oyt
sa okreslone jednoznacznie. Pokazemy teraz, ze ze wzgledu na nieodwracalnosé g,, nie

ktorym ¢.; . = 0. Dowolnos¢ mamy dopiero w drugich pochodnych , ktore nie
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mozemy okresli¢ drugich pochodnych macierzy przejécia. W tym celu wybierzmy jakis
punkt 8 gdzie te dwa uklady wspotrzednych (z%) i (y*) pokrywaja sie, a wiec:

a __ Sa a

W otoczeniu tego punktu dokonajmy rozwiniecia w szereg wspotrzednej 2@ wzgledem (y?):

- 1 P
1% = 6a&ya + 5ngaéybyc + O(Ug) 7
gdzie Iy ma takie samo znaczenie jak drugie pochodne, ktore w tym przypadku nie sy
zdefiniowane jednoznacznie. Mamy wiec

: . 1
S g = Sgw (8L + ) (5.24)
Poniewaz wyrazenie stojace po lewej stronie powyzszego réwnania nie jest zadane jednoz-
nacznie, mozemy dodac¢ do ,drugich pochodnych”F3% dowolne wyrazenie typu X “w;;, gdzie
wi jest jakim§ dowolnym symetrycznym obiektem. Zatem dowolno$¢ w wyborze uktadu
wspolrzednych jest zadana przez z% + X %wy.y y°.

5.3 Przyklady niezmienniczych gestosci lagranzjanu

WeZzmy trojwymiarowa rozmaito$¢ czasoprzestrzenng oraz uktad wspoélrzednych z°, a =
0,1,2. Na tej rozmaitosci wprowadzmy pole wektorowe X¢ = (X X4) A = 1,2, takie,
7e

g X" = 0, (5.25)
X' = 1. (5.26)

Rozwiazanie powyzszego uktadu jest nastepujace:

X' =1, (5.27)
XB = —gi00%? (5.28)

gdzie g*P oznacza dwuwymiarowa metryke odwrotna do gap.

Pole to odpowiada polu X* wprowadzonemu w rozdziale 3.1, bedagcemu obcieciem pola
X*# do S. W tym rozdziale przyjmujemy X (2°) = 1.
Przyklad 1
Rozwazmy ogrodek ,elastyczny” opisany za pomoca zmiennych materiatowych 24, A =1, 2.
Metryka materialna jest oznaczana przez y,p. Wezmy takze nastepujaca przykladowa
gestosé lagranzjanu:

[0}

L=\(X2S X 2 e (2M) (X9€)" (5.29)
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taka, ze 2a+ f = 11 A = y/det gag. Przez & oznaczyliémy dodatkowe pole skalarne.

Zapiszmy pole X* w postaci (5.27), mamy wtedy:

L=X2{((z") ~ .QCU§CDZ{(D) ((z") - .QEo.éEFZLyF) “YKL(Z)}(1 (= gmf]”@)ﬁ , (5.30)

gdzie ()" oznacza pochodna czasowa.
Kanoniczny tensor energii-pedu 1'%, jest nastepujacy

oL oL
Tab:az z{i+ag Ep—0%L . (5.31)
Mamy:
oL c K yd Ayyae—l f c M
5.y (XX e (2)" (X &) 2X0X°2 CIMN (5.32)
al’; c K yd @ f A=l yra
. = AB (X 2B X2 e (2))" (XPEy) X (5.33)
Stad
T% = AXZRX e ()T (X)) T XMy (5.34)
x (2aX“2NXTEp + BX1NXE — 64X 2N XTE ) (5.35)

Wyznaczymy teraz symetryczny tensor energii-pedu 7%

ab __ aL
T 2agab - (536)
Mamy, ze

oL

— =0,

dgoo

aL = a— . = —
EY _)‘ {((z") ~ g g0 ) ((z") = QEOQEFZL,F) vrr(z)} ' (& — QIOQIJf,J)ﬂ '

TMN {a (—9"" (ZMD(ZN) +2%(2")) + 7°"g A (9800 + 9cod'y))
X (f' - 910.5”@7) - 5§AJ§J (((Z ) — gco QCD M) ((ZN) - gEﬂgEFZNF) ’YMN(Z))} .

Sktadowa 7%, wynosi:

a—1 X —
% = 0+ 7ga = g = —A (XX ke (2)) T (X)7T
YMN (Oé (gADZ]VéXcZN +§AD N XC M) Xf€f+/BgAJ§ XCXdZ 12 )gAb , (537)

przy czym 7° = 0. Korzystajac z tego, ze

Gap = Goa0’s + goady®
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mozemy wyznaczy¢ 7°:

™, = =) (X“zl’(aszL’b’yKL(z))ai1 (x°€,)’!
YMN {a (—5UbXDz{wD + 6€z%) Xcz{\ngg’f
a (=04XP2N, + 0V z21) Xcz]’\é’Xffyf

14 (=0 X 4 8) €, XXM N )

= A (XX e ()T (Xg)T
{—6"(2a + B) XXM N X ¢,
+ad,’ (( M)'Z]\iz + (M) 2 ) deff + 8% () X CXdZ 2, d
+ady (252N + 2" ngf + B6E XXM (5.38)

Uwzgledniajac ponizsza tozsamo$c;

(Sob(ZK)' + 6Db21 (Sde d = XOZIE

oraz zalozenie, ze 2a+ § = 1, otrzymujemy sktadowa TV, (ze znakiem ,minus”) kanonicz-
nego tensora energii-pedu.

Aby obliczyé¢ 748 skorzystajmy z faktu, ze
a)\ o l)\:AB

0gap 2

oraz z tozsamosci
zCD ZACZBD
dg”"” =—-¢""g""dgan .

Otrzymujemy wtedy

aL a a—1 ¢ _
donn —)\ (X2 X2 ke (2)" T (X€)"
X {XCXdZMZA;( ABXfo"’ﬁ( ~AI~ BJ_|_gAJgBI) gIOS,J)
+2a (77°G"" + P G5) 9o, XN XTE 4} (5.39)
1
_= §TAB . (540)

Wyznaczmy teraz sktadowa 74;:

=1 = 70 + 7 g |
korzystajac z tozsamosci
0
9Bi = 93]6 = gcdS + gpod
oraz jej konsekwencji

§BD9BZ' = 5? + EJBDQBO(;% .
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Mamy wtedy

ABng' =-A (XaZﬁXbZL,b’YKL(ZA))ail (ch,c)ﬁil
x =X (07 + 9 gm0dt) XVE s
+6 (5" (6% 4+ 9P 9800%) + ™ (6% + 97" 9800%) ) 910€.1)
2&( ~AC (5D 4 QDB(]B(]é[]) 4 QAD (50 4 QCBQBO(SO)) ,(]COZ]’V[DXdZ]’\;Xf&f}
= A (Xa KXb b’YKL( A))a 1( X ) -
x (— (07 — 5‘;XA) XXM, deg P
B (X BXAXTE G ) XX
—a (XA + 4 XAXN + 5172 g00) Xddefg,f) : (5.41)

Zbierajac razem cztony TAUgUi i TAB.(]BZ' otrzymujemy

a a—1 e —

TA'L' Y (X KXb Lb’YKL( A)) ( 5 )ﬁ 1
x (209092 X 2NXTE f + Bt mm dez 12N
— B5"€ Lgoi XCXdz LN = 20909 2" X 2 {VCngf

+ BXAE, -XCXdzMsz + 20X 2N X X,
— §TX XN MXTE  + 6UXAXCXdz e XTI
—8OX 20+ B)X XN XTE,) (5.42)

Uwzgledniajac zwigzek miedzy o i 5: 2a + = 1, mamy ostatecznie
TAZ' = —TAZ' .

Przyktad 2
Wezmy lagranzjan o dwoch stopniach swobody, z ktorego bedziemy intensywnie korzystali
w rozdziale T:

L=AX"2" Fg(2"), (5.43)

K =1,2, 25X s3 zmiennymi materialowymi, a Fx jakimi$ skalarnymi funkcjami tych zmien-
nych.

Dokonujac (2 + 1)-dekompozycji pola X otrzymujemy powyzszy lagranzjan w nastepu-
jacej postaci:

L= ((Z'K) - gcoéCDzK,D) Fre . (5.44)
Pedy uogo6lnione sa réwne:
oL
k= = AX"F 5.45
Dk 02K, K ( )

a kanoniczny tensor energii pedu 7%, wynosi:

T4 = AX2" yFe — 6% AX 2 Fic . (5.46)
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Policzymy teraz symetryczny tensor energii-pedu 77

oL
% =2 : (5.47)
8gab
Mamy, ze
oL
—— =0,
9900
oL ~
= —)\f]CDZK DFK .
dgoc ’
Zatem sktadowa 7%, wynosi:
0 = %0 + 7ger = ™ ger = —2§P 2" pFrgon (5.48)

poniewaz 70 = 0. Korzystajac z tego, ze
gar = 900" + geads”
mozemy wyznaczy¢ 70:

7% = =A% (9oc0®s + gacd™y) 2% pFi = N (0% XY — §%Pgacd™y) 25 pFi
=\ (6UbXdZK’dFK — (Sob(ZK)FK — (SDbZK’dFK) .

Uwzgledniajac tozsamoscé:
(Sob(ZK)' + 5Db2{(D = 6db21§1 = XOZI;
otrzymujemy wiec sktadowa T, (ze znakiem ,minus”) kanonicznego tensora energii-pedu.

Aby obliczy¢ 74P skorzystamy tak jak w poprzednim przyktadzie z faktu, ze
oA 1

— _)\:AB
0gap 2 g
oraz z tozsamosci . o
dgCD — *gAchDdgAB .
Otrzymujemy wtedy
oL I a 1 x x z x 1
= AP X N P — 2 (gACgBD + gADgBC) gooz™ pFg = =147 . (5.49)
0gap 2 2 2

Wyznaczymy sktadowg 74,

A Ab A0 AB
T =T G =T Goi+7 "gBi
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korzystajac z tozsamosci podanej w poprzednim przyktadzie
9Bi = 93;‘5]% = gBcoS + gpod)

oraz jej konsekwencji

.5BD.C]B¢ = 5? + EJBD.QBoéoi .

Mamy wtedy
TP g =A(67 + .5ABQBO(52)XQZK,¢1FK
+ A (g7 + " g6 + 9" (59 + 47 g800Y)) 902" pFi

=A((67 4+ 3P gpo%) X 2" (Fre + M= X2, + 05X AXY" 1+ 5472 pgoi) i) -

Zatem

A ZAD K
7% == Ag""2" pFkgoi

+ A (07 + 98 gp00%) X 2K (Fr + M= X225 + 80XAX KN )+ .5ADZK,D.C]01')FK)
=X (69X Fe — X425 Fy)

i otrzymali$my



Rozdzial 6

Dynamika samograwitujacej powloki
materil Swietlnej

6.1 Dynamika powloki materii zerowej

Rozwazmy dynamike zerowej powloki materialnej oddziatujacej z polem grawitacyjnym.
Dynamika ta zostanie wyprowadzona z zasady najmniejszego dziatania 6 A = 0, gdzie
dziatanie

A == Areg + ASing + Amat ) (61)

graw graw

jest suma dziatania grawitacyjnego A,.., i dzialania materii A,,... W szczegblnosci wszys-
tkie wyniki tego rozdzialu stosuja sie do przypadku bez materii, gdy A,.. = 0. Inaczej
niz dla powierzchni ,czasowo-przestrzennej” o niezdegenerowanej metryce wewnetrznej,
nawet w takim przypadku nieobecnoéci teoria dopuszcza niecigglo$ci pochodnych metryki,
ktore propaguja sie po froncie $wietlnym i opisuja sytuacje, ktora moglibySmy nazwac
ygrawitacyjng falg uderzeniowy”.

Dzialanie grawitacyjne jest zdefiniowane jako catka z lagranzjanu Hilberta L., =
1/(167r)\/m R. Drzieli sie on na cze$¢ regularng i osobliwa:

1

graw E

L gl R g| (reg(R) + sing(R)) = L8+ L . (6.2)

graw graw

167

Korzystajac ze wzorow (3.72) (3.82) mozemy wyrazi¢ osobliwa cze$é R za pomoca osobliwej
czesci tensora Einsteina:

Vgl sing(R) = —sing(G) = —~G"g,,8(z°) . (6.3)

Jak pokazaliSmy w paragrafie 3.5, dowolno§¢ w wyborze G*” modulo czton CX* X", jest
nieznaczaca, poniewaz kasuje ja zwezenie z g,

Guuguu - Gabgab - Gaa .
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Jesli chodzi o lagranzjan materii L,,,,, to nakladamy na niego zalozenia jak w rozdziale
5.1. Ostatecznie, catkowite dziatanie jest suma trzech catek:

A= /L;ﬁw /L;‘:;fv+/ L., (6.4)
Dns

gdzie D jest czterowymiarowym obszarem w czasoprzestrzeni, a S trojwymiarowa hiper-
powierzchnig typu §wietlnego. Bedziemy wariowa¢ wzgledem czasoprzestrzennego tensora
metrycznego g, i wzgledem pol materii 2% na S. Swietlny charakter rozpatrywanej materii
oznacza zerowy charakter S, tzn. zdegenerowanie metryki indukowanej: det g,, = 0.

Powtarzajac szczegdtowe rozumowanie z rozdzialow 2. i 4. otrzymujemy, ze wariacja
grawitacyjnej czesci dziatania jest nastepujaca :

6Lgraw: 16 gl“jégl“/_i_a ( uyn&rzu) ) (65)

przy czym oba cztony skladaja sie zaréwno z czesci regularnej jak i osobliwe;j.
Wariacja materialnej czesci L,,,, dzialania na S jest postaci:

oL aL oL
6L . — mat(s mat6 K mata 6 K
T P R
1, OL.. . 0Lui) . x
= §T 6gab + ( azK - aa azKa> 62
+0, (pr"62*) | (6.6)

gdzie skorzystalismy z definicji (5.16) i wprowadziliémy pedy sprzezone do zmiennej mate-

riatowej 2%
pKa — aljmat
C0zK,

(6.7)

Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy wzoér na wariacje catkowitego (tzn. obejmujacego
materie i pole grawitacyjne) lagranzjanu:

1 oL oL
_ 112 3 mat . mat K
oL = o reg(G)" 89, + 6(x7) ( 3K Da azKa> 0z
- 6(m3)1— (G® — 877 6gap + Oy (m)[""6T),) + 6(2”)0, (p“62") . (6.8)
m

Zalozmy na razie, ze zaréwno dg,, jak i 6z znikaja na brzegu 9D obszaru D
czasoprzestrzeni. 7 tego zalozenia zrezygnujemy poOzniej w czasie opisu struktury
hamiltonowskiej naszej teorii. Ostatnie dwa czlony brzegowe w powyzszym wzorze znikaja
po wycatkowaniu po D. Znikanie wariacji A = 0 z ustalonymi wartosciami brzegowymi
daje rownania Eulera-Lagrange’a (5.17) dla pol materii 2, razem 7 rownaniami Einsteina
dla pola grawitacyjnego. Nieosobliwa czes¢ rownan Einsteina:

reg(g)" =0
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musi by¢ spelniona wszedzie poza S, a cze$¢ osobliwa musi by¢ spelniona na S. Aby
unikngé¢ dowolnosci typu CX*X? napiszemy to rownanie w nastepujacej postaci:

Gab = 87T7'ab .

Zbierajac osobliwg 1 nieosobliwa cze$¢ powyzszych wielkosci oraz wprowadzajac
czterowymiarowy tensor energii-pedu T := §(z3)7 taki, ze 7-¥ = 0, mozemy zapisa¢
rownanie (6.8) nastepujaco:

1 oL oL
— - By (122 3 mat - mat K
oL 16 (G 81TH) 0g,, + 0(z°) ( ok “azKa> 52
+ 0 (WA“"“(SFZV) + 6(2*)0, (pKaézK) . (6.9)

Rownania pola sa rownowazne temu, ze czlony objetoSciowe w wariacji lagranzjanu
(6.9) musza znika¢ tozsamosciowo. Zatem moga by¢ one zapisane w nastepujacy sposob:

OL = 8, (T8 A%) + 8(2*), (p®02%) . (6.10)

gdzie, jak w poprzednich rozdziatach, uzywamy nastepujacych oznaczen:

v 1 v
s = on lg| ¢",

AL _TA ATk
AN, =T, — oI

Dla uproszczenia rachunkow wybierzmy uktad wspotrzednych zgodny z ustalona (3+41)-
dekompozycja czasoprzestrzeni: zakladamy, ze wspolrzedna czasowa t = ¥ jest stala na
trojwymiarowych powierzchniach tej foliacji. Zaktadamy rowniez, ze te powierzchnie sg
przestrzennopodobne. Aby otrzymaé¢ sformutowanie hamiltonowskie naszej teorii musimy
scatkowa¢ rownanie (6.10) po powierzchni Cauchy’ego C C M i potem dokonaé transfor-
macji Legendre’a miedzy pochodnymi czasowymi a odpowiadajacymi im pedami.

W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku czasoprzestrzeni asymptotycz-
nie plaskiej i zalozymy, 7e takze platy C; naszej (3+1)-dekompozycji sa asymptotycznie
ptaskie w nieskonczonosci. Aby mieé¢ kontrole nad dwuwymiarowymi catkami powierzch-
niowymi w nieskoriczono$ci, rozwazymy najpierw dynamike naszego ukltadu ,materia +
grawitacja” w skoniczonej tubie §wiata T, ktorej brzeg ma niezdegenerowang metryke o
sygnaturze (—,+,+). W pewnym momencie przejdziemy do nieskonczonosci z brzegiem
tuby. Zakladamy, ze tuba ta zawiera powierzchnie S wraz z poruszajaca sie wzdluz niej
nasza zerowg materia.

Oznaczajac przez V := T NC te czesé C, ktora jest zawarta w tubie T, catkujemy (6.10)
po skonczonym obszarze V' C C i trzymamy calki powierzchniowe na brzegu 0V obszaru
V. Otrzymamy z nich mase ADM jako hamiltonian catego uktadu ,materia + grawitacja”,
gdy przejdziemy do nieskonczonosci z 0V = CN AT . Poniewaz nasz opis jest geometryczny
i nie zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych, mozemy uproéci¢ nasze rachunki uzywajac
takiego ukladu, w ktorym wspolrzedna 2? jest stala zaréwno na S jak i na brzegu tuby

oT.
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Catkujac (6.10) po objetosci V' otrzymujemy:

5 / / d. (TS AL + /V 8(2%)d, (pi62")

:/ (WWM?W)'JF/ W“”éAjy—l-/ (px02")" | (6.11)
|4 ov vns

gdzie ,kropka” oznacza pochodng czasowa. W powyzszym wzorze pomineliSmy dwuwy-
miarowe dywergencje znikajace po wycatkowaniu po powierzchniach 0V oraz V. N S.

Aby jeszcze bardziej uprosci¢ nasze oznaczenia, niech px := px® bedzie sktadows cza-
sowa pedu sprzezonego kanonicznie do zmiennej materiatowej 2. Dokonajmy transforma-
cji Legendre’a:

(pKézK)' = proz™ — 50px + 6 (pKzK) i (6.12)
Ostatni czlon umieszczony po lewej stronie rownania (6.11) daje, razem 7z lagranzjanem
materii, hamiltonian materii:

Lu]at 7pKZK - Lmat o pKOZKO - 7T00 - 7—00 . (6'13)

Aby dokona¢ transformacji Legendre’a w grawitacyjnych stopniach swobody zastosujemy
metode opisana we wczesniejszych rozdziatach. Korzystajac ze wzoréw wyprowadzonych
w rozdziale 2. mozemy przepisa¢ grawitacyjna czes¢ (6.11) w nastepujacy sposob:

asA Y 4 [ asAL
U U
Vv ov

1

. 1
- 6Pkl __/ a(s ab
6 (gkl ) - ng Q

+/8V< 0“6( 03) + 7935 <77:30>> , (6.14)

gdzie Q% oznacza krzywizne zewnetrzng tuby 07 zapisang w postaci ADM. Ostatni czton
wyrazenia (6.14) moze byé¢ zapisany za pomoca kata hiperbolicznego o miedzy powierzch-
niami C oraz d7, ktory jest zdefiniowany jako oo = arsinh(q), gdzie

q30
g=—2 (6.15)
1920 g3

oraz dwuwymiarowej formy objetosciowej A = \/det g4 na OV
03 30
00 T s T 1

/V (7"6A),) + / AL, (6.17)

Mamy wiec:
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Dokonajmy teraz transformacji Legendre’a zaréwno w objetosci

(groP*) = (%513“ - Pkl5gkl> +4 (gklP’”>

jak i na brzegu: _
(Ma) = (Ma — adN) + §(Aa) .

Mozemy zebraé¢ razem caltkowite rozniczki korzystajac ze wzoru (2.80):

1 . 1
——0 (gklPkl> + —0 A
160 Jy 8T Jav

1 1
= —5/ V]9|R% + — 0 (QAB.QAB — Q%g00) - (6.18)
8 v 167 v

Wtedy

1 1 1 1
— Ly — — 0y = — > —2R%) = —— 0 1
3 [ L =520 [ Vol = 1520 [ VIl (R 2m) = —25 [ @' 6.19)

1670 Jy

Czlon objetosciowy umieszczony po lewej stronie rownania (6.11) spotyka lagranzjan grawi-
tacyjny. Rozbijajac lagranzjan grawitacyjny na cze$¢ osobliwa i nieosobliwa otrzymujemy:

1 1 1 .
gé/‘;goo = gé/vreg (go[]) +§(5/‘/Slng (QOU) s (620)

Nieosobliwa czes¢ gestosci tensorowej Einsteina reg (G*) znika zgodnie z rownaniami pola.
Czesé osobliwa

sing (G%) = 6(z*)G% (6.21)
i stad
1 1
—6 | si ) = —4 G’ 6.22
0 [ s @) =g [ an (6.22)
co zgodnie z rOGwnaniami pola jest rowne hamiltonianowi materii
1 0 0
—0 (G% —8717%) =0. (6.23)
87 Jvns

Ostatecznie formuta generujaca przybiera nastepujaca postaé

0 <Pkl59kz — .C']szspkl>

“ 167 Jy
1

. 1 1
— Mo — adN ) — —— a0Q™ + ——0 ABg g — Q"
+ 167 Jov ( a4 ) 167 /8V a0 Q" + 1670 /. (Q gap — Q goo)

+/ (p°r02" — 2%6p°K) . (6.24)
vns
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Formuta ta zostala wyprowadzona w pracy J. Kijowskiego [19| dla szerokiej klasy la-
granzjanOw materii, jednak zawsze w modelu materii ciggtej. W rozdziale 2. pokazalismy,
ze jest ona prawdziwa rowniez dla materii osobliwej, skoncentrowanej na dwuwymiarowe;j
powloce S, ktorej metryka wewnetrzna jest niezdegenerowana i nosi sygnature (—, +, +).
Teraz wykazalidémy, ze jest ona prawdziwa rowniez dla materii Swietlnej, poruszajacej sie
po powierzchni frontu Swietlnego, ktorego metryka jest zdegenerowana.

W granicy, gdy brzeg tuby 0V dazy do nieskorniczonosci a trojwymiarowe catki po 9V
sa odpowiednio kontrolowane, otrzymujemy w przypadku asymptotycznie ptaskim stan-
dardowa formute hamiltonowska dla pola grawitacyjnego i pol materii z hamiltonianem
rownym masie ADM. Jest ona dana przez odpowiednia catke brzegowa w nieskonczonodci.
Tak wiec, oznaczajac pedy materii nastepujaco:

TK ‘= pKJ(z‘3) s (625)

ostateczna formuta hamiltonowska w przypadku granicznym 0V — oo (tzn. gdy V
pokrywa cala powierzchnie Cauchy’ego C, a wiec V' — C) przybiera nastepujaca postac:

sy = L / (Pklégkl . gklép’”) + / (2" — 556my) | (6.26)
C C

gdzie H jest hamiltonianem calego uktadu, réwnym masie ADM liczonej w nieskonczono$ci.
Wypisane powyzej stopnie swobody pola nie sg niezalezne, lecz podlegaja wiezom.

6.2 Wiezy

Rozwazmy dane poczatkowe (PF, gu,7xk,2%) na tréjwymiarowej powierzchni typu
przestrzennego V;. Niech §* oznacza trojwymiarowa metryke odwrotna do metryki na

: : @) . . . .
powierzchni gy, a v := \/det gy;. R jest trojwymiarowym skalarem krzywizny metryki g,
P := P*g,, a " oznacza trojwymiarows pochodna kowariantna wzgledem gy,.

Pokazemy, ze dane te musza spelnia¢ wiezy wynikajace z réwnan Gaussa-Codazziego
dla sktadowej G, gestosci tensora Einsteina. Mozemy roztozy¢ G°, na czesé przestrzenna
— styczna do V;, i cze$¢é czasowg — normalna do V;, w nastepujacy sposob:

G% =R, (6.27)

oraz (@)
3 1 1
26" = —y R + (P’”PM — 5132> -, (6.28)
Y

gdzie n jest jednostkowym wektorem prostopadtym do powierzchni Cauchy’ego V;:
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Z prozniowych rownan Einsteina na zewnatrz oraz wewnatrz S wynika, ze regularna czescé
0 . . . L, . L, . . .
G",, znika. Zatem nieosobliwa cze¢s¢ wiezow wektorowych jest nastepujaca:

reg (Bk\k) =0 )

a regularna czes¢ skalarnego rownania wiezow redukuje sie do

3) 1 1
reg <7 R — <PklPkl — §P2> ;) =0.

Wyprowadzimy teraz osobliwg cze$¢ rownan wiezow, o nosniku na przecieciu Sy = V;NS.
Osobliwa cze$¢ trojwymiarowej rozniczki kowariantnej pedu ADM Py, sktada sie z
pochodnych w kierunku z3:

sing(P* ) = sing(0:17%) = 6(«°)[P*]
a wiec pelne przestrzenne rownania Gaussa-Codazziego (6.27) maja nastepujaca postac:
G =P, =—-[P"é(z*) . (6.29)

Sktadowe pedu ADM P* sy regularne, zatem osobliwa cze$¢ wyrazenia (PklPkl — %PQ)
jest réwna zeru. Singularna czesé¢ trojwymiarowego skalara krzywizny sktada sie z
rozniczkowanych w kierunku 2? trojwymiarowych symboli Christoffela:

sing ) = sing (0a(1 "~ 173%) = %) [T - T

przy czym wyrazenie w nawiasach kwadratowych moze by¢ przepisane nastepujaco:

[Tk T = 2V | (1) | = 2V la<”")] (6.30)

g33

poniewaz pochodne styczne do S sa ciggle. Z drugiej strony wyrazenie w nawiasach kwadra-
towych jest rowne skalarowi krzywizny zewnetrznej k& dwuwymiarowej powierzchni S; za-

~3k
g ( 79@33) . (6.31)

sing( ) = 29/§%3[k]8 2[Nk]6(27) .

Ostatecznie, pelne czasowe rownanie Gaussa-Codazziego (6.28) jest nastepujace:

nurzonej w V;:

Zatem mamy, ze

(3) 1 1
YR — (P’”Pkl — 5P?> — = 2[\k]&(2?). (6.32)
gl
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Rownania (6.29) i (6.32) sa uogolnieniem w sensie dystrybucji zwyktych prozniowych row-
nan wiezow, skalarnego i wektorowego.

Pokazemy teraz jak materia skoncentrowana na S; generuje cztery wielkos$ci powierzch-
niowe [P ] i [M\k], ktore wystepuja w osobliwej czesci wiezow. Styczna do S czesé sktadowe;j
G°, moze byé¢ roztozona na dwuwymiarowa czesé styczna do S; oraz cze$é transwersalna
(w kierunku zerowym).

Styczna do S; cze$¢ rownan Einsteina daje nam nastepujace rOwnania

G4 =87m8(x™)7" (6.33)
ktore, korzystajac ze wzorow (6.27)i (6.29), generuja nastepujace dwa rownania wiezow
[PPp] = —8r7°5 . (6.34)
Pozostalta czes¢ (zerowa) rownan Einsteina jest nastepujaca:
G’ X" =8ré(2*)r’, X" =0, (6.35)

poniewaz 7%, X* = 0. Pokazemy, ze to réwnanie generuje nastepujace rownanie wiezow:

P33
[ o

Dowdd (6.56). Korzystajac z dekompozycji metryki (3.9), (3.10), mozemy przepisaé¢ wek-
tor n, ortonormalny do powierzchni Cauchy’ego V;, w nastepujacy sposob:

=0. (6.36)

1 N? N?
n = N (80 —nto, + sﬁmAaA — sﬁ&;) )

Wybierajac X = 9y — n04, mamy:

1 N
—X =

~ sﬁ(ag —m?0,) +n . (6.37)

Mozemy wiec przepisa¢ lewg cze$é rownania (6.35) nastepujaco:

1 N N

NQOHX“ = SMQO?, - stAgoA + goun“. (6.38)
Wyrazajac G°, za pomoca pedu ADM Py (p. réwnania (6.27) i (6.28)), otrzymujemy
rownanie (6.35) w nastepujacej postaci:

1
0 - Ngou;(u
N 3)

1 1
= s—(P*, —mAPsEy) 4+ = (v R — <P“P — —P2> —> . 6.39
M( 5" |k k) 5 i 5 (6.39)
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Z rownan (6.29) i (6.32) otrzymujemy

B = mA P + R = 0.

= (6.40)

Korzystajac z dekompozycji metryki (3.9), mozemy napisa¢ trojwymiarowa metryke g+
odwrotng do gx, postaci:

M A ZAB

— ) +m ma g —mA

A 1

(6.41)

—m

Korzystajac z tej formy g* mozemy przepisa¢ pedowa czes¢ rownania (6.40) nastepujaco:

N 3 A 3 o M 337 Y 3371 P33
i ([Ps*] — m"[P4?)) —SN[P ]_X[P | = | (6.42)
i ostatecznie otrzymujemy rownanie wiezow (6.36). O

Warto jeszcze zauwazy¢, ze osobliwa cze$¢ G5 nie moze by¢ jednoznacznie zdefiniowana.
Mamy wiec tylko trzy rownania wiezow dla osobliwych czesci (6.36) i (6.34). Czwarte row-
nanie wiezow (ktore wystepuje w przypadku niezdegenerowanym), zostalto tutaj zastapione
warunkiem znikania det g5, a wiec warunkiem degeneracji metryki na S. Roéwnania (6.34),
(6.36) wraz z (6.29) i (6.32) sa wiezami na dane poczatkowe naszego uktadu.

6.2.1 Przyktady

Przyklad 1
Dla gestosci lagranzjanu (5.29)

L= (X"25 X 2 e (2M) " (X9€)7 (6.43)
rOwnania wiezow przyjmuja nastepujaca postac:
P33
+ Ak =0, (6.44)
/533
oraz
a—1 -1 ¢
[PPs] = 8rA (XXX e () (XTe4) " XMy (6.45)
x (202" X7E s + BX2NE B) (6.46)

Wyrazmy prawa strong powyzszego rOéwnania za pomoca danych poczatkowych
(mx, 25,7, &), tzn. zamiefimy predkoéci (2%, €) na pedy na przestrzeni danych
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poczatkowych (7, 7). Pedy te mozemy wyrazi¢ nastepujaco: 7x = 878(2)p’k i
7 = 81d(2*)p?, gdzie p’x = OL/02%y i p® = OL/OEy. 7 postaci lagranzjanu mamy,
7e

oL

a c a—1 avyece

Pk =55 = Aa (X 2N X% yn (2) (ng,f)ﬂ 2X“X 2y (6.47)
—a oL c a B=1 1 q
Pt = 5 = \3 (X zf(chzL,deL(z)) (Xf&f) X, (6.48)

a wiec
mie = 818 (2°)p’k = 878 (2*) N\ (Xcz],\;X‘]lzL,ﬂNL(ZA))w1 (Xffyf)ﬂ 2X"’z]}g7MK , (6.49)
7= 8r8(a)p° = 8rd(xP)AB (X 2K XL pyen (2)) (XPE,)T (6.50)
Mozemy wiec wyrazi¢ prawa strone wektorowego rownania wiezow nastepujaco:
8o (2*) 0 = 878 (2*) (N2 B+ € B) = TNz B+ TR (6.51)
i rownanie (6.45) przyjmuje nastepujaca postac:

(5(.%‘3) [P3B] — (WNZN’B +7~T£,B) =0. (652)

Uwaga. Lagranzjan (5.29):
L=X(X"2"5 X 2 e ()" (X)L, (6.53)
dla a =0, =1 przyjmuje nastepujaca postac:
L=)\X, . (6.54)

Jest to lagranzjan osobliwy, liniowy w predkosci S, a wiec nie mozna wyrazi¢ pedu w
przez predkoscé.

Przyktad 2
Rozpatrzymy teraz drugi przyktad lagranzjanu (5.43), z podanych w poprzednim rozdziale

L =AX"2hFr(2"), (6.55)

K = 1,2, 2z s3 zmiennymi materialowymi a Fi jakimi§ skalarnymi funkcjami tych zmien-
nych.
Rownania wiezOw przyjmuja nastepujaca postac:

P33

Vi
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oraz
[PP5] = 8mAX 2" ,F . (6.57)

Wyrazmy prawa strone powyzszego rownania za pomoca danych poczatkowych (7, 2
tzn. zamienmy predkosci ¥ na pedy na przestrzeni danych poczatkowych 7. Pedy
te mozemy wyrazi¢ nastepujaco: mx = 8w (x*)p’k, gdzie P’k = OL/0zK,. Z postaci
lagranzjanu mamy, ze

)

3

oL
‘= = AXF 6.58
P K aZK’a K > ( )
a wiec
T = 818 (2*)p’k = 8(2*)AX"F | (6.59)

Mozemy wiec wyrazi¢ prawa strone wektorowego rownania wiezow nastepujaco:
87T6(.’E3)7'OB - 871'5(1‘3)]90](2](,3 — WKZKyB (660)
i rownanie (6.57) przyjmuje nastepujaca postac:

8(z*) [PPp] —mkz" p=0. (6.61)



Rozdzial 7

Przypadek sferycznie symetryczny

Rozpatrzmy cienka powltoke materii opisanej gestoscig lagranzjanu L = L(X“zﬁf), gdzie
K =1...n (wlasnosci tego lagranzjanu opisane sg w rozdziale 5).
Jako najprostszy przyktad powyzszego lagranzjanu wezmy
L=XX"z,, (7.1)

Jest to przyklad lagranzjanu (5.29) z rozdziatu 5., w ktorym potozylismy o = 0, = 1
oraz £ = z.
Powyzszy lagranzjan w uktadzie o sferycznej symetrii przybiera postac:

L=M\z. (7.2)
Ped kanonicznie p sprzezony do zmiennej z jest nastepujacy:
p=A. (7.3)

Gesto$é hamiltonianu materii jest rowna sktadowej T° kanonicznego tensora energii-

pedu:
oL

0z,

Tab = Zh — 6abL s (74)

zatem
H=0.

Z rownan Hamiltona oraz postaci pedu kanonicznego (7.3) wynika nastepujace rownanie

A=0. (7.5)

Zatem materia opisana lagranzjanem (7.1) sprzega sie do izolowanego horyzontu, tzn. moze

istnie¢ tylko na izolowanym horyzontem opisanym réwnaniem (w przypadku sferycznie

symetrycznym) A=0 (p. definicja izolowanego horyzontu (3.192) i wzor (3.41)).
Rozpatrujac materie opisana szersza klasa lagranzjanoéw postaci (5.29):

L=\ (XaZ{ZXbZL,b'YKL(ZA))a (Xcg,C)ﬁ )
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(gdzie & jest jakim§ polem skalarnym oraz 2a + § = 1), albo lagranzjan opisany powyzej,
ale o wiekszej ilosci stopni swobody:

(gdzie Y _,ax = 1), dostajemy taki sam rezultat. To znaczy, ze materia opisana
wymienionymi lagranzjanami moze istnie¢ tylko na izolowanym horyzoncie. Interesuje nas
mniej trywialny przypadek, tzn. sferycznie symetryczne powloka zerowa, niekoniecznie
bedaca izolowanym horyzontem. Okazuje sie, ze nietrywialne wyniki mozna otrzymaé
rozpatrujac cienka powloke materii opisanej gestoscig lagranzjanu o co najmniej dwoch
stopniach swobody, ktory zalezy nie tylko od predkosci, ale i od samych konfiguracji pol
materii. Wezmy zatem lagranzjan typu (5.43):

L=L(X"2h) = AX28 Fe (") |

gdzie K = 2...n, a Fi jest jakim$ polem kowektorowym okre§lonym na przestrzeni zmien-
nych materialowych. Ograniczmy sie do dwdch stopni swobody:

L =XX"2h Fe ("), (7.6)
K =1,2. W przypadku sferycznie symetrycznym lagranzjan ten przyjmie postac:
L= 5 Fy(25) . (7.7)
Rownania Fulera-Lagrange’a dla takiego uktadu sa nastepujace:

AFy = MN(Fyy — Fy9)2% (7.8)
)‘\FQ — _)\(FQ,I - Fl’g)zl . (79)

Jesli wyrazenie (Fy; — Fi) jest rowne zeru, tzn. jesli F jest forma zamknieta: dF = 0,
wtedy A= 0, a wiec materia opisywana takim lagranzjanem sprzega sie do izolowanego ho-
ryzontu. Ten przypadek nie wnosi zatem nic nowego. W dalszych rozwazaniach bedziemy
zatem zakladaé, ze dF # 0. Roéwnania Eulera-Lagrange’a implikuja wtedy rownanie
wiezOw:

Fiz' + 27 =0.

Przestrzen danych poczatkowych takiego uktadu moze byé¢ parametryzowana nastepu-
jaca przestrzenia funkcji:

P = {(gklapklazKapK)} .

Tak jak w poprzednich rozdziatach, g jest trojwymiarowa metryka na przestrzennopodob-
nej powierzchni Cauchy’ego, a P* s3 odpowiednimi pedami ADM opisujacymi krzywizne
zewnetrzng tej powierzchni. Ograniczymy sie do przypadku topologicznie trywialnego
C ~ R? i zakladamy, ze geometria C jest asymptotycznie plaska w nieskonczonosci.
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Powyzsza przestrzen fazowa jest wyposazona w strukture symplektyczng:

2

. kl 3
Q= 1GW/{(sP ) A Sgu(x }d:c+/m<z

K=1

P A 6ZK> d’z . (7.10)

W dalszych rachunkach warto wydzieli¢ zalezno$é¢ lagranzjanu od A, zgodnie z lematem
5.2. Jesli wiec mamy

L=M\f,
to rowniez 9L of
= A\—— = \Pr .
Pr = 93K 0K K

Wtedy powyzsza forma daje:

2
Q= P (x) A 6 d / 5(\P 625 | d%x . 11
1o | (970 n o) “cnm(Z( KMZ) I

K=1

W poprzednim rozdziale opisaliSmy, jak rownania dynamiki systemu naktadaja nastepu-
jace wiezy na powyzsze dane:

1 1 (3) 1 1
0 = —Pry+s=|yRrR—|P"Py—P* )~ , (7.12)
n 2 2 ¥
1

gdzie gestos¢ pedu P, jest zdefiniowana jako sktadowa kanonicznej gestosci energii-pedu
7')‘ﬂ materii: P, := T?, i n* jest wektorem normalnym do C . Wielko§¢ ta jest typu funkcja
delta Diraca na dwuwymiarowym przecieciu S = S N C. Doktadniej:

Py = —As(z) det gap pa , (7.14)

gdzie Age) oznacza funkcje delta Diraca skoncentrowang na S

7.1 Sferyczna symetria

Zalozenie sferycznej symetrii danych poczatkowych (gi, P*, 2%, pi) oznacza tutaj, ze ist-
nieje uktad wspotrzednych (z', 22 23) = (0, 0,7) na C. Poza tym, zgodnie z przyjeta
przez nas konwencja, ustalamy uktad wspolrzednych tak, ze historia naszej powloki jest
opisana réwnaniem 2® = ¢ = const. Na pierwszy rzut oka opis dynamiki ustalajac na
poczatku wartos¢ jednej ze wspolrzednych moze wydaé sie do$é paradoksalne. Zaloze-
nie 23 = const. nie jest jednak Zadnym zaloZeniem fizycznym, tylko ustaleniem pewnego
cechowania. Mozna postepowa¢ tak jak w pracach |8, 9, 21|, nie ustalajac tego cechowa-
nia, ale niczego by to w fizycznej stronie rozwigzania nie zmienito, a nam wybor takiego

cechowania ulatwia rozwazania i rachunki.



7.1 Sferyczna symetria

109

Trojwymiarowa metryka na powierzchni danych poczatkowych w przypadku sferycznie
symetrycznym przyjmuje nastepujaca postac:

I(r) vag ‘ 0

gkt = : (7.15)

0 ‘ n?(r)

gdzie [ i n sa pewnymi funkcjami zmiennej radialnej r, a 45 oznacza standardowa metryke

sfery jednostkowej
1 0
TAB = < 0 sin2f ) ' (7.16)

Sktadowe P* sa nastepujacej postaci

PAB —

u(r) P y/dety

P = (:; vdet v,

—~

< 3

P4 o= 0,
i uoraz f sa pewnymi funkcjami zmiennej radialnej r, ktorych posta¢ wyznaczymy w toku
obliczen. Funkcje te sa kawatkami ciagle poza powierzchnia sfery okreslonej réwnaniem
r = (, a wspolczynniki metryki n oraz [ musza by¢ takze ciagte w r = (.

Dane te spetniaja réwnania wyprowadzone w poprzednim rozdziale. Wektorowe row-
nanie wiezow G, = —PAk‘k jest w uktadzie sferycznym spelnione tozsamosciowo. Lewa
strona roéwnania (7.12)

1 1 (3) 1 1
—Pfy=sz (-7 R+ (P"Py— <P - (7.17)
n 2 2 ¥
moze by¢ wyrazona za pomocg radialnej sktadowej pedu
L ok
Py = =P . (7.18)
8T
a prawa jako
1 (3) 1 1
E:== — | PPy —=P? )| = 7.19
9 <’Y R ( W ) 7) ; (7.19)
co daje pewien ekwiwalent rownania stanu (ale nim nie bedacy!):
s
~ 2P, =E. (7.20)
n

Dalej rachunki zostang przeprowadzone w analogiczny sposoéb jak w pracy J. Kijowskiego
(|21]), 7 ta jednak rozmica, ze rownanie stanu materii (tzn. zwiazek miedzy pedem a
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energia) jest w naszym przypadku zastapione przez powyzszy zwiazek energii z pedem
(ktory wynika jedynie z ,zerowo$ci” materii, a nie innych konkretnych wewnetrznych jej
whasnosci). Oznaczajac przez p wielkosé taka, 7e P3 = —pAgev/det gap, s jest znakiem

¢*°, mozemy przepisa¢ rownanie (7.20) jako:

Pl _, (7.21)

(podobne réwnanie zostalo otrzymane w pracy [22]), i stad mamy:

sp , lu
Br—A(r —¢)=f —=—1 22
SrE A Q)= f — 5= (7.22)

gdzie przez 7 oznaczyliSmy pochodna radialna 0/0r a A jest jednowymiarowa funkcja
delta Diraca. Analogicznie, druga cze$¢ skalarnego rownania wiez6w moze by¢ zapisana
nastepujaco:

“Swe(p,l,n) Afr — ¢) = <l—> S G %? £ %fu . (7.23)

n 4 In

Powyzsze wiezy generuja dwuwymiarowa grupe reparametryzacji czasoprzestrzeni,
gdzie zmienne (t,7) moga by¢ zastapione dowolnymi innymi zmiennymi (%,7), zachowu-
jacymi sferyczna symetrie naszego ukltadu. Transformacje cechowania pojawiajag sie jako
kierunki degeneracji struktury symplektycznej Py, otrzymane przez obciecie formy €2 z
P do Psym. Aby obliczy¢ to obciecie rozwazmy wzor (7.11) dla naszego ukladu sferycznie
symetrycznego i scatkujmy po katach. Stad wynika nastepujaca struktura symplektyczna
W Poym:

Q= /000 <i(5u(r) ASI(r) + %5}"(7“) A 6n(r)> dr +4n Z S(Pxl(C)) A 62" . (7.24)

K=1

Dla celow czysto rachunkowych wygodnie bedzie zapisa¢ dwuforme €2 jako roézniczke
zewnetrzng () = 0O nastepujacej jednoformy:

o= /0 h Gu(r)az(r) - %n(r)éf(r)) dr + 471(C) KZ_lPK(SzK | (7.25)

Kazde sferycznie symetryczne rozwigzanie rownan Einsteina musi byé izomorficzne z
rozwigzaniem Schwarzschilda, a jedynym, ktore spelnia warunek regularnosci w r = 0 jest
ptaska czasoprzestrzenn Minkowskiego. Stad wynika, ze geometria C powinna by¢ gltadka
trojwymiarowa podprzestrzenia przestrzeni Minkowskiego dla r» < ( i podprzestrzenia cza-
soprzestrzeni Schwarzschilda dla r > 0.
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7.2 Rozwiazanie rownan wiezow

Aby rozwigza¢ rownania wiezéw musimy natozy¢ warunek cechowania ustalajacy jednoz-
nacznie wspolrzedna czasowa. 7Z powodow czysto technicznych zaczniemy od rodziny ce-
chowan, ktora zostala uzyta w pracy J. Kijowskiego i J. Jezierskiego [14] w celu pokazania
dodatniodci energii ADM. W dalszej czesci rachunkéw przejdziemy juz do jednoznacznego
warunku cechowania.

Rozwazmy wiec nastepujacy warunek cechowania SP33gsq + PAPgap = 0, gdzie 3 jest
pewna ustalong stala. Warunek ten wyrazony za pomoca naszych zmiennych przyjmuje

postac
u f
— =B~
n l
W naszych rachunkach bedziemy rozwaza¢ tylko wartosci f§ < —1. Stosujac powyzsza

zalezno$é do rownania (7.22) widzimy, ze poza powloka rozwazane dane poczatkowe musza
spetniaé¢ nastepujace réwnanie

(7.26)

1.0
f+ 56 7f =0. (7.27)
Stad wynika, ze funkcja log(f lg) jest stala poza powloka. A wiec mamy, 7ze
-
po A s (7.28)
Al72 dla r< (.

Skok (A, — A_) jest takze wyznaczony przez rownanie (7.22)  jedyny czlon osobliwy po

prawej stronie tego rownania pochodzi ze skoku f i jest rowny (A, — A,)(l(())*gA(r —().
Oznaczmy fizyczny promien powtoki nastepujaco

R:=/I(C) .

a unormowang radialng sktadowa pedu przez U

o P ~ Admps
U:= NGNIE =W OR (7.29)

Z rownania (7.22) otrzymujemy:
A, — A = 2URP. (7.30)

Rownanie wiez6w wcigz jest nierozwiazane, poniewaz muszg by¢ spelnione warunki brze-
gowe, tzn. dla r — oo dane poczatkowe musza by¢ asymptotycznie ptaskie, a dla r — 0
zachowywaé sie regularnie. Biorac pod uwage, ze | musi sie zachowywaé jak r? zaréwno w
zerze jak i w nieskonczonosci, powyzszy warunek daje nam, ze dla § < —1 mamy A, =0
(poniewaz powinno zachodzi¢, ze f(oc) = 0). Stad mamy:
e { 0 dla r>(,

7.31
QUR™PI-% dla r<(. (7.31)
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Rozwigzemy teraz druga czesé¢ (7.23) naszego skalarnego rownania wiezow. Najpierw
przeprowadzimy analize tego réwnania poza powltoka. Korzystajac z warunku cechowania
(7.26) oraz przed chwila otrzymanego rozwiazania (7.28), dostajemy nastepujace rownanie:

"\ L({N? 1+28
B A 32
0 (n) n= T + s Ax (7.32)

gdzie A, oznacza A, na zewnatrz powtoki oraz A wewnatrz niej. Wprowadzmy nastepu-
jaca wielko§¢:
ll
ki=——. 7.33
- (7.33)
Stad wida¢, ze rownanie (7.32) moze byé¢ przepisane w nastepujacy sposob:
Vi 1428

_— l_
O_nk 1+4l1+ﬁ

0= {k2—4ﬂ <1+4‘£3jﬂ>}’ . (7.35)

To oznacza, 7e rozniczkowana funkcja musi by¢ kawatkami ciagta. 7Z regularnosci metryki
w r = 0 wynika, ze dla maltych r funkcja [ musi sie zachowywa¢ jak n?r?. A stad mamy,
ze k? zachowuje sie jak 4v/1 i nie ma zadnej dodatkowej wewnetrznej statej. Oznaczajac
pozostalta zewnetrzng staly przez ,—8H”, dostajemy

A3 (7.34)

co jest rownowazne

! ﬂ\/i\/—%Jrj—iﬁ dla r> ¢,

- (7.36)
n 2VI\/1 + s dla r < ¢,

gdzie znak + wystepujacy w pierwszej linijce tego wzoru zalezy od tego, czy pochodna [’
jest dodatnia czy ujemna. Poza powloka znak ten moze sie zmienia¢ w punktach, w ktorych
wyrazenie pod pierwiastkiem znika. Z kolei wewnatrz powtoki znak ten jest jednoznacznie
dodatni, poniewaz dla przestrzennopodobnej powierzchni w przestrzeni Minkowskiego [
jest zawsze rosngce
Twierdzimy, ze wartos¢ H jest rowna energii ADM liczonej dla r — oc. Aby to
sprawdzi¢, wybierzmy wspoétrzedna r w taki sposob, ze dla duzych wartosci r mamy
I(r) = r% Wtedy z rownania (7.36) wynika
9 1
g3z =mn" = YERRE (7.37)

2
2H +
1 — =2+ ;537

gdzie A, = 0. Stad wnioskujemy, ze H moze petni¢ role hamiltonianu naszego systemu.
Wartosé H moze by¢ wyznaczona z osobliwej czesci rownania (7.23)  osobliwa czesé prawej
strony tego rownania jest rowna skokowi % Stad mamy:

oH A2 A2
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gdzie € oznacza znak [’ na zewnatrz powloki. Korzystajac z dotychczasowych wynikow,
oraz naszego pseudo-rOwnania stanu otrzymujemy:

2H
~U =c¢ 1—?—\/1+U2. (7.39)
oraz wyrazenie na hamiltonian
R 2
H(R,U):§{1—(\/1+U2—U) } . (7.40)
Takze warto$¢ € jest jednoznacznie otrzymana z réwnania (7.39):
ezsgn(x/l—l—UQ—U):l. (7.41)

Widzimy, ze nasza zredukowana przestrzen fazowa P moze by¢ globalnie parametry-
zowana dwiema zmiennymi R oraz U, gdzie funkcja [ i state ( oraz 3 pelnig role statych ce-
chowania. W danym punkcie (R, U) konkretny wybor tych statych pozwala nam na zrekon-
struowanie wszystkich danych Cauchy’ego, przy wartosciach AL i H zadanych jednoz-
nacznie rownaniami (7.31) oraz (7.40). State cechowania nie sa jednak zupekie dowolne.
Jeden warunek jest oczywisty: 1(¢) = R% Oprocz tego | musi rosnaé¢ monotonicznie od 0
do R? wewnatrz powtoki, tzn. dla r < . Poniewaz znak ,€¢” dany réwnaniem (7.41) jest
dodatni, na zewnatrz powloki [ musi by¢ rosnaca (a z powodu asymptotycznej ptaskosci
zachowywaé si¢ jak r? w nieskonczonosci). Wybrana moze byé dowolna funkcja [ spelnia-
jaca te warunki. Zatem rownania (7.36), (7.31) oraz (7.26) umozliwiaja nam kompletna
rekonstrukcje danych (n,l, f,u). Wewnatrz naszej podprzestrzeni cechowania okreslone;
warunkiem (7.26), wszystkie stany moga by¢ otrzymane w ten sposob. Pokazemy, ze stany
uktadu trzymane dla wyboru innych wartosci i [, sa im réwnowazne z dokladnoscia do
cechowania.

Dla ujemnych wartosci 5 z rownania (7.31) dostajemy, ze catkowita zewnetrzna krzy-
wizna naszej powierzchni znika na zewnatrz powloki: P¥ = 0. Poniewaz czasoprzestrzen
na zewnatrz powloki musi byé¢ czasoprzestrzenia Schwarzschilda z masa H, jedynymi
powierzchniami spelniajacymi ten warunek sa standardowe powierzchnie {t = const}.
Powierzchnie Cauchy’ego odpowiadajace réznym ujemnym wartoSciom [ pokrywaja sie
zatem na zewnatrz powtoki i r6znig miedzy soba tylko wewnatrz powtoki.

7.3 Struktura kanoniczna zredukowanej przestrzeni fa-
ZOWE]

Dynamika naszego ukladu bedzie zadana jednoznacznie przez hamiltonian (7.40), gdy tylko
bedziemy znali zredukowana strukture symplektyczna wyrazona za pomoca zmiennych
grawitacyjnych (R, U) i dodatkowej zmiennej wynikajacej z obecnosci materii.
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Mozliwa jest sytuacja, gdy nie ma materii w ogole, lagranzjan materii jest rowny zeru.
A jednak czasoprzestrzen ma osobliwosé, nasza ,powloka zerowa” jest wtedy po prostu
fala uderzeniowa (schock wave) czystej grawitacji. Przestrzen fazowa jest wtedy dwuwy-
miarowa, forma symplektyczna sktada sie tylko z czesci grawitacyjnej, ktorej redukcja jest
opisana ponizej.

7.3.1 Redukcja grawitacyjnej czesci formy symplektycznej

Obetnijmy grawitacyjna cze$¢ formy kanonicznej 2 do przestrzeni cechowania (7.26) i
wyrazmy ja za pomoca parametrow (R,U, [, (). Okazuje sie, ze forma ta nie zalezy od
[ i ¢ co pokazuje, ze sa one tylko zmiennymi cechowania. Z powodéw technicznych latwiej
jest pracowac 7 jednoforma © dana wzorem (7.25), poniewaz redukcja (sferyczna w naszym
przypadku) komutuje z rozniczka zewnetrzna.

Korzystajac z (7.26) mozemy przepisa¢ (7.25) nastepujaco:

2
© /1 1
0 :/ (—uaz——na(z§ fz%)>+47rR2ZPK(szK
. \4 2 2
<1 u f 1 s ] 2
— — - e _ ] 5 ) 2 K
_/U <4n<n+ﬂl>5l Sl 6<fl >>+47rR KZ_lPK(SZ o (7.42)

Redukcja powyzszej formy do podprzestrzeni danych poczatkowych spetiajacych warunek
cechowania (7.26) oznacza znikanie calki z pierwszego wyrazenia w powyzszym wzorze.
Z rownania (7.31) otrzymujemy:

fl12 = 2UR™ B(C —1) | (7.43)
gdzie przez B oznaczyliémy funkcje Heaviside’a. Zatem:
{5 (fﬁ)} (r) = 2B(C — r)§(UR™?) . (7.44)

Stad mamy:

—%/Ooonlg{é(flg)}(r)dr: - {/OC (n %) (T)dr}a(URHﬂ), (7.45)

poniewaz [(¢) = R%. Ostatecznie otrzymujemy

2
© = ~w_ §(UR™) +47R* Y " Pdz" (7.46)

K=1

gdzie przez w_ oznaczyliSmy

w_ = /0C <nl*§> (r)dr . (7.47)
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Korzystajac z rownania (7.36) otrzymujemy:

¢ ¢ Z*T
w_ ::/ L lgl'dr:/ Udr . (7.48)
0 l, 0

Poniewaz [ jest funkcja monotoniczna w przedziale [0, (] oraz —(1 + ) > 0, mozemy
dokonaé¢ zamiany zmiennych w powyzszej catce. Bedziemy catkowaé po

—(1+8)
£:=U (%) , (7.49)

w przedziale [0, U]. Stad

1 2 (U ffﬁ
= (UR'P)1+5 — . 7.50

Ta ostatnia catka moze by¢ oznaczona jako F'(U), gdzie F jest calka nieoznaczona. Okazuje
sie, ze konkretna posta¢ funkcji F' nie bedzie nam potrzebna. Mamy bowiem:

146\ 15! 1 _1 =5 P2
PO (UR )G UR) = SF(U)S (U ﬂR)

1 2 1 2
= 50 (F(U)Um R2> - 5 U F(U)(U)

1
Ve 5(U) (7.51)

Pierwszy czton jest catkowita rozniczka (wariacyjna). A wiec moze by¢ pominiety przy
liczeniu r6zniczki zewnetrznej 2 = 60O. Biorac pod uwage, ze

- %5 (F(U)Uﬁ RQ) - % R?

1

V1+U?

mozemy przepisa¢ drugi czton nastepujaco:

§(U) = 4§ arsinh U |

2
~ 1
0= —iR2 Su+ 4 R? Z Prdz™ (7.52)
K=1
gdzie wielkos$¢ p zostata zdefiniowana jako p := arsinh U albo inaczej U = sinh u. Warto

rowniez wprowadzi¢ oznaczenie p =: R%. Wtedy

2
- 1
O = —2p o+ dmp > Prot (7.53)

K=1
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i, konsekwentnie,

2
~ 1
Q=60 = —§5p/\5,u+47r2(5(pPK) A§zE (7.54)
K=1
1 2
— K
= S0H A bp+ 4 Kz_l 5(pPr) A 625 . (7.55)

Natomiast hamiltonian (7.40) mo7na wyrazi¢ za pomoca zmiennych (u, p) w nastepu-
jacy sposob:

H(p,p) = %\/ﬁ{l — (cosh pp — sinh p)?} = %\/ﬁ (1—e). (7.56)

Dla fali uderzeniowej, gdy stopnie swobody materii od poczatku znikaja, forma sym-
plektyczna (7.55) jest postaci

1
Q= iéuAép, (7.57)

a hamiltonian ma posta¢ (7.56), przy czym teraz p i p sa zmiennymi kanonicznymi.

7.3.2 Redukcja materialowej czesci formy symplektycznej
Zanim opiszemy sytuacje og6lna, rozpatrzmy najpierw szczegdlny przypadek lagranzjanu,
ktorego struktura przypomina lagranzjan Diraca w teorii pola spinorowego:

L= \2%2" —2'3%)

1

lub, inaczej, f = 222! — 2'22. Daje on nam nastepujace wiezy:

P1:ZQ, szle.

Widzimy, ze sg to wiezy drugiego rodzaju. Wstawiajac je do formy symplektycznej (7.55)
tatwo obliczy¢, ze redukuje sie ona do nastepujacej postaci:

Q= %6uA6p+8w6(\/522) AS(VFE) . (7.58)

Podobnie jak w teorii spinorowej, jedna cze$¢ konfiguracji (w elektrodynamice jest to czesé
urojona spinora w reprezentacji Majorany) staje sie pedem kanonicznie sprzezonym do
drugiej czesci (do czeSci rzeczywistej w reprezentacji Majorany). Jesli wiec wprowadzi¢
oznaczenia:

p = /8mp i, (7.59)
= /8mp 2", (7.60)
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to otrzymujemy w koncu nastepujaca strukture symplektyczna
1
Q :(5p/\6q+§6,u/\6p , (7.61)

na czterowymiarowej przestrzeni fazowej, parametryzowanej zmiennymi (p,q, p,p).
Poniewaz hamiltonian (7.56) nie zalezy od pierwszej pary zmiennych, zatem ewolucja tych
zmiennych jest trywialna: pozostaja one stale w czasie. Natomiast rownania ewolucji
zmiennych  geometrycznych” (i, p) generowane przez hamiltonian (7.56) sa nastepujace:

p=2ype ", (7.62)
g:ii 1—e 2}, (7.63)
2\
a wiec takie same jak w przypadku fali uderzeniowej grawitacji, bez materii, opisanej w
poprzednim rozdziale.

Okazuje sie, ze w ogolnym przypadku lagranzjanu (7.7) zaleznego od dwéch stopni
swobody daje sie przeprowadzi¢ podobng redukcje. Na og6t jednak zmienna p musi zostac
zmodyfikowana o pewna funkcje a od zmiennych (p,q). W rezultacie pedem kanonicznie
sprzezonym do p zostanie kombinacja v := p — a(p,q). W ten sposoéb hamiltonian (7.56)
bedzie juz zalezny od p i ¢ poprzez funkcje u = v + a(p,q) i dynamika tych zmiennych
przestanie by¢ trywialna. Aby sie o tym przekonaé¢ dokonajmy redukcji materialnej czesci
formy symplektycznej (7.55):

] 2
Q= 55uA6p+47rZ(5(pPK) A6ZE (7.64)

K=1

w przypadku og6lnym, ale ciagle dla dwoch stopni swobody K = 1,2. Z postaci lagranzjanu
materii (7.7) mamy
PK = FK(Zl, 22) y (765)

a wiec:

1
Q =A476p A Frc62™ + dmpFy 162" A 625 + 56/1 Aop . (7.66)
Zalozenie dF # 0 implikuje, ze Fy; — Fyo # 0. Wyrazenie to jest wiec albo dodatnie
albo ujemne. Zatem forma Fi 62" A 2" w dwoch wymiarach jest forma symplektyczna.
7Z twierdzenia Darboux wynika, ze istnieje taki uklad wspotrzednych & = £(2',2%) iy =
n(z', 2%), w ktorym

1
Fy 62" N 62" = §(Fd2") = 8—(5 (&om — nog) . (7.67)

T

Oznacza to, ze odpowiednie jednoformy pierwotne roéznia sie o petng pochodna:

1 1
Fréz® = o (E6n — ndé) + —da (7.68)
s 8
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gdzie a = a(&,n) jest jakas funkcjg zmiennych (€,7). Wstawiajac powyzsze dwie réwnosci
do wzoru (7.66) otrzymujemy zatem 2 w nastepujacej postaci:

Q0 = 5(/7) A 3(v/n) + 50(n— ) A Gp (7.69)

Mozemy wiec wprowadzi¢ nowe zmienne kanoniczne

pi=pE, (7.70)
q:=+pn, (7.71)
vVi=p—« (7.72)
i (2 jest wtedy nastepujacej postaci:
1
Q:(Sp/\5q+§51//\(5p : (7.73)

Hamiltonian ukladu, réwny ciagle temu samemu wyrazeniu (7.56), wyraza sie teraz
nastepujaco w jezyku nowych zmiennych kanonicznych:

h~)

1 “9ptal 2 4
HOnpa) = 5/ (1)) (774

Jest to uniwersalna posta¢ hamiltonianu dla sferycznie symetrycznej, samograwitujace;j
powloki materii $wietlnej oddziatujacej z dwoma polami materii. Wtasnosci konkretnego
modelu takiej materii sa kodowane w konkretnej postaci funkcji «, zaleznej od dwoch

V'R

VPP

postaé¢ funkcji Fx wystepujacych w lagranzjanie.
Przyklad : Rozpatrzmy nastepujacy lagranzjan

zmiennych materialnych < ) Funkcje te wyliczamy jednoznacznie znajac konkretna

L=X((z"+22"2%)z" + ((2")* = 21)z?) .

Przepisujac go w nowych zmiennych £ i 5 takich, ze z' = L(& + n) oraz 2% = (£ — 1)

otrzymujemy
S0 = (72 = e+ n)(E )
co wyrazone w zmiennych kanonicznych p = \/p€ = /p(z' + 2%), ¢ = Jpn = /p(z" — 2?)
oraz p daje:
%a = épw(p +a)(p* — ).

Hamiltonian catego uktadu jest wtedy postaci

1 oy —1 2 2
H(v,p.p,4) = 5P (1 v e AL )) |
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7.3.3 Geometryczna interpretacja u

Zamierzamy pokazac¢, ze wielko$¢ p moze by¢ interpretowana geometrycznie jako kat
hiperboliczny miedzy wektorem prostopadtym do powierzchni Schwarzschilda {t =
const.} (wzietym na zewnetrznej stronie powloki) i wektorem normalnym do powierzchni
Minkowskiego {t = const.} (wzietej po wewnetrznej stronie powtoki). Kat a(u, v) miedzy
dwoma unormowanymi wektorami u, v jest zdefiniowany jako ich iloczyn skalarny:

cosha(u,v) := (ulv) . (7.75)

Podobnie jak w przypadku geometrii euklidesowej, mozemy nazwacé te wielkos¢ katem
miedzy dwiema powierzchniami: Schwarzschilda i Minkowskiego. Aby udowodni¢ te inter-
pretacje pu wystarczy skorzystaé ze wzoru (7.36). Po wewnetrznej stronie powtoki korzys-
tamy z drugiej czesci wzoru i ktadziemy | = R?. Dostajemy wtedy

/
L AT (7.76)
2v/1n
Ale wewnatrz powloki geometria C jest dana trojwymiarowa sferyczng powierzchnig w
przestrzeni Minkowskiego. Widaé¢, ze w przestrzeni Minkowskiego wielko$¢ po lewej
stronie jest rowna cosh «, gdzie « jest doktadnie katem miedzy taka podprzestrzenia i
ptaska powierzchnia Minkowskiego {t = const.}. Stad wynika, 7e U = sinha. Ale
nasza powierzchnia jest gladkim przedhuzeniem zewnetrznej powierzchni Schwarzschilda
{t = const.}. To ostatecznie pokazuje, ze u = « jest katem miedzy li§¢mi trojwymiarowych
foliacji Schwarzschilda i Minkowskiego.

7.4 Dynamika. Rekonstrukcja geometrii czaso-
przestrzenne;j

Hamiltonian (7.74) jednoznacznie generuje dynamike naszego ukltadu w postaci nastepuja-
cych rownan Hamiltona na zmienne kanoniczne (p,v) i (p, q):

L oH _

== N (7.77)
%D — _aa_i)[ — _%%(1 _ 672(v+a)) _ \/562(1’4—0‘)%;)1)7@ 7 (7.78)
q= %—IZ = /pe 2te) ao‘(gpﬁ a) (7.79)
p= —aa—[: = —/pe 2t 780‘(2’(11”9’) _ (7.80)

Pierwsze dwa rownania mozemy zapisa¢ tylko w zmiennych y© = v 4+ « oraz p. Roéwnanie
(7.77) przyjmuje wiec uniwersalng postac, identyczng jak w formule (7.62):

p=2/pe . (7.81)
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Lewa strona rownania (7.78) jest postaci £ (f — ¢). Wyrazenie & mozna wyznaczy¢ korzys-
tajac z rownan (7.79) i (7.80):

5 ) = % <%) ! af%) %)
(o )y (1

_iefg(wa) _ Oa O N da da \ 1 p , O s O
VP aZyoL) T oy az) ) T2 \Yaz) T

Q

Ale
oo 1 0a p 1 da ¢

oo _ 1 _ = _ (7.82)
op  20(%)p* 20(F) p*?
Wobec tego z rownania (7.77) na p otrzymujemy:
1 0 0 0
b= e ) |0 g | = 2y e Mt (7.83)
p (%) o) dp

Z rownan (7.78) i (7.83) otrzymujemy wiec znéw uniwersalne réwnanie, identyczne z

rownaniem (7.63):
g:fli—ufeﬂﬂ. (7.84)
27
Widzimy zatem, ze dynamika zmiennych  geometrycznych” (p, u) nie zalezy od wyboru
modelu materii i jest identyczna z ta z przyktadu 1, gdy zachodzi y = v i gdy dynamika
materialnych stopni swobody jest trywialna, a takze identyczna z przypadkiem grawita-
cyjnej fali uderzeniowej w pustej przestrzeni, bez materii.

Znajac dynamike zmiennych (p, 1) mozemy jednoznacznie (z doktadnoscia do cechowa-
nia) odtworzy¢ czasoprzestrzen, w ktorej ta dynamika sie realizuje. Przypusémy bowiem, ze
mamy jakie§ konkretne rozwigzanie rownan (7.81) i (7.84). Wybierzemy jakie$ cechowanie
B < —1, oraz osobno dla kazdego momentu czasu zmienne cechowania ¢ i [. To nam
pozwala zrekonstruowaé caltkowicie zbiér danych Cauchy’ego w kazdym momencie czasu
osobno. Aby zrekonstruowaé caty geometrie czasoprzestrzeni musimy jeszcze mie¢ funkcje
lapsu i shiftu. W tym celu zapiszemy rownania Einsteina za pomoca zmiennych kano-
nicznych g, oraz P*. Poniewaz juz znamy te obiekty, a takze ich pochodne, w kazdym
momencie czasu, otrzymujemy w rezultacie rownania eliptyczne na laps i shift whasnie.
Dla lapsu dostajemy w ten sposob réwnania drugiego rzedu w zmiennej r jako warunek
zachowania cechowania  w czasie. To rownanie powinno by¢ rozwigzane z nastepujacymi

AN

warunkami brzegowymi: N = 1 w nieskoriczonosci i - = 0 w r = 0. Aby obliczy¢ shift
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powinnisSmy skorzysta¢ rownania na pochodng czasowa trojwymiarowej metryki. Jest to
roOwnanie pierwszego stopnia wzgledem funkcji shiftu i pozwala zrekonstruowac ja jednoz-
nacznie.

7.4.1 Rozwigzanie réwnan Hamiltona dla zmiennych geome-

trycznych
Z rownan (7.81) 1 (7.84):
p=2/pe " (7.85)
11
p=—--—{1-e?}, (7.86)
2.\/p
mamy, ze
dp e
—=-4 7.87
i pp—r (7.87)
Rozwiagzaniem powyzszego réwnania jest
1
po 1 —e
Mamy wiec nastepujace rownanie na ewolucje czasowa
11
= ————(1—e)" (7.89)
2\/po
ktorego rozwigzanie jest nastepujaco:
9 1 1
log(e? —1) — ——— = ——(t — 1) . (7.90)

e —1  \/;o

Stala py wyraza sie przez catkowita energie: /py = 2E. Rozwiazanie rownania (7.85) na
ewolucje czasowa p jest nastepujace:

Vp—Elogp=1t—1t,. (7.91)

7.5 Zamiana czasu Schwarzschilda na czas
Minkowskiego

Rownania (7.81) 1 (7.84) sa takie same jak rownania Hamiltona na zmienne (p, p) w przy-
padku, gdy funkcja o = 0. Wtedy v = p i (i, p) sa zmiennymi kanonicznymi. Ze wzgledu
na taka sama posta¢ rownan dynamicznych w dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do
przypadku a = 0.
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Dotychczas ewolucje naszego uktadu opisywaliémy w tzw. czasie Schwarzschilda, ktory
w asymptotycznie ptaskiej nieskonczonosci przechodzi w czas Minkowskiego. Mozemy jed-
nak opisywac tez nasza ewolucje w jakims§ innym czasie to znaczy mozemy dokonaé innej
(3+41)-dekompozycji czasoprzestrzeni. Liscie nowej foliacji nie musza koniecznie pokrywac
sie z poprzednimi hiperpowierzchniami {t = const.}, wymagamy jedynie aby w nieskon-
czonoSci przestrzennej czas parametryzujacy te foliacje pokrywal sie z czasem opisujacym
poprzednia (3-+1)-dekompozycje. Liscie nowej foliacji ,wchodzityby do nieskonczonosci”
pod innymi katami, ale przecinalyby ja w tych samych miejscach, co liScie parametry-
zowane czasem Schwarzschilda.

Zamiana zmiennej czasowej nie jest standardows transformacja w mechanice klasy-
cznej. W naszych rozwazaniach skorzystamy wiec z formalizmu wprowadzonego przez
J. Kijowskiego w pracy [9] i opisane tam transformacje zmiennej czasowej z punktu widzenia
rozmaitodci typu kontaktowego zastosujemy w naszym przypadku zerowym.

Oznaczmy przez v op6znienie nowej wspotrzednej czasowej na powtoce wzgledem starej
wspoOtrzednej. To oznacza, ze hiperpowierzchnia Stg przecina powtoke w momencie czasu
Schwarzschilda t + v(p, ). Zakladamy, ze warto$é tego opdznienia zalezy od konkret-
nej sytuacji dynamicznej, tzn. od potozenia w przestrzeni fazowej, ale ze nie zalezy od
wspotrzednej czasowej, tzn. warunki cechowania sa zadane w sposob wewnetrzny, zaleza
tylko od danych poczatkowych. Funkcja v = v(p, 1) zawiera catkowita potrzebna informa-
cje o przejéciu ze starych wspotrzednych (p(t), u(t)) do nowych (p9(t), u9(t)), poniewaz jesli
tylko znamy (p(t), u(t)) mozemy rozwiaza¢ rownania zadajace dynamike uktadu i polozy¢:

o9(8) == (¢ + v(p(t). (1)) . (7.92)
WO () =1 (¢ + v(p(t), (1)) - (7.93)

Dla dowolnej, roznej od stalej, funkcji v, taka transformacja nie jest zazwyczaj kanoniczna.
W dalszej czesci naszych rozwazan pokazemy, jak okresli¢ strukture kanoniczng naszej zre-
dukowanej przestrzeni fazowej za pomoca nowych zmiennych, W tym celu wygodne bedzie
postugiwanie sie jezykiem rozmaitosci typu kontaktowego. Zauwazmy, ze catkowita infor-
macja o dynamice uktadu moze by¢ uzyskana z trojwymiarowej przestrzeni typu kontak-
towego, zdefiniowanej jako powierzchnia {E = H(p, )} w czterowymiarowej przestrzeni
{t, E, p, u} wyposazonej w standardowg forme:

1
U= §6u Nop—O0E N0t . (7.94)

Ta forma symplektyczna w czterowymiarowej przestrzeni fazowej degeneruje sie przy ob-
cieciu do powierzchni {E = H(p, u)}. Trajektorie systemu sa jednoznacznie zdefiniowane
jako te, do ktorych styczne wektory zawarte sa w tej degeneracji. Aby to pokazaé wystar-
czy sparametryzowad nasza podprzestrzen za pomoca trzech zmiennych (¢, p, 1), i przepisa¢
forme symplektyczng w nastepujacej postaci:

OH
op

oH

op + iR

1
U= 56/1 Nop — < 5p> Aot . (7.95)
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Wida¢, ze wektor anihilujacy powyzsza forme musi byé proporcjonalny do wektora

0

0
7= — + p— + [1—

5 (7.96)

gdzie p i f1 sa dane rownaniami Hamiltona (7.81) i (7.84).
W pracy [9] zostalo pokazane, ze wybér nowego warunku cechowania G jest rownowazny
wyborowi zmiennej
T:=t—v (7.97)

jako nowej zmiennej czasowej. Przepiszmy wiec nasza forme symplektyczng ¥ przy uzyciu
nowej wspotrzednej 7. Wygodniej nam bedzie mie¢ zamiast p energie E jako niezalezny
parametr, i traktowa¢ u jako funkcje u = pu(F, p) otrzymana z rozwiazania rownania (7.56).
Otrzymujemy wiec:

ov ov 1 ov
U= —0ENST+OEN| =——=0F + — = 2—0F —0ENST . (7.
SuNSp—0 ENST +0 /\<6E6 +ap(5p> 2<6u+ aEé >/\6p SENOT . (7.98)

Zdefiniujmy teraz funkcje

V(E, p) = 2/3—2([?, p)dE + a(p) = / %S—Z(E, R)dE +alp),  (7.99)

i a(p) jest dowolne. Wtedy zmienna ji:

fi:=p+V(H(p,p),p) (7.100)

jest pedem sprzezonym kanonicznie do pY(t), poniewaz:
1
U = EéﬁA(Sp—éEA(ST . (7.101)

Rozniczkujac (7.100) po E otrzymujemy:
0 ov 1 v
— (g —p)=2—(F =——(F,R). 7.102
a5 i~ H) ap( ,p) (£, R) (7.102)

Mozemy teraz wyznaczy¢ opoOznienie czasu Minkowskiego T wewnatrz powloki wzgle-
dem czasu Schwarzschilda ¢t na zewnatrz powtoki. Jako funkcje g wezmy g = U =
drp/Rn_(¢) (p. wzor (7.29)), gdzie funkcja n_(¢) jest liczona po wewnetrznej stronie

powloki. Zatem:
2F
fi = sinh p14/1 — = = sinh p e* | (7.103)
2E

poniewaz /1 — = = e/. Mamy takze:

o1

35~ H=3E) (7.104)
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Rownanie na sinh p pozwala nam wyznaczy¢ i za pomoca E i R:

/ 2F  FE

i stad:
on 1
— = —. 7.106
oF R ( )
Ze wzoru (7.102) otrzymujemy
ov —2F
— = : 7.107
OR R-2F ( )

Aby pokazaé, ze powyzsza wielko$é¢ opisuje opdznienie czasu Minkowskiego T° wewngtrz
powloki wzgledem zewnetrznego czasu Schwarzschilda T', zrozniczkujemy rownanie (7.97)

po t:
. ov -
T=1——R 7.108
aR Y ( )

przy czym skorzystaliSmy z tego, ze E = 0. Pochodna R moze by¢ wyznaczona z ré6wnania
(7.81), przy czym hamiltonian jest dany rownaniem (7.56). Stad otrzymujemy:

ov - 2F
—R=—— 7.109
OR R ( )
1 ostatecznie o
T=1-"". 7.110
. (7110

Wartosé opoznienia miedzy czasem Minkowskiego 1" a czasem Schwarzschilda ¢ moze by¢
otrzymana z wycatkowania prawej strony wzoru (7.107) po zmiennej R, otrzymujac

v(E,R) = —2FElog |R — 2F| , (7.111)

a wiec
T=t+2FElog|R—2F|=t+2Rjilog R|1 — 2/ . (7.112)

Hamiltonian wyrazony za pomoca zmiennych liczonych w czasie Minkowskiego jest
nastepujacy:
H = \/ppt (7.113)

a robwnania Hamiltona przyjmuja postac:

1d

——p = 7.114
sapP = VP (7.114)
1d 1
Sy S (7.115)
2dT 2 /b

Uwzgledniajac to, ze % = ;—%% i zwiazek (7.112) miedzy ¢ a T otrzymujemy réwnania

(7.85) i (7.86).
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Rozwigzanie uktadu rownan rozniczkowych (7.114) i (7.115) jest nastepujace:

Vo —+po = (T —Tp) , (7.116)
~ Ty
== (7.117)

Pamietajac o tym, ze \/p = R widzimy, ze powyzsze rozwigzanie na R odpowiada liniowe]
propagacji frontu falowego w przestrzeni Minkowskiego z predkoscia réwng 1. Ewolucja
jest duzo mniej banalna. W czasie 1" = 0 nastepuje skrzyzowanie sie frontow falowych,
kolaps, ktorym sie tutaj nie zajmujemy.

7.6 Hamiltonian dla dynamiki parametryzowanej cza-
sem Minkowskiego

Przejscie ze starych wspotrzednych (p(t), u(t)) do nowych (p9(t), u9(t)):
p7(t) =p (t+v(p(t), u(1)) (7.118)
WO (8) = (¢ + vlp(t), u(1))) (7119)

nie jest zazwyczaj transformacja kanoniczna. Jak zostalo pokazane w pracy [9]|, przeksz-
talceniem kanonicznym jest transformacja (i, p) — (a9, p9). W nowych wspotrzednych
mamy nowy hamiltonian HY taki, ze:

1 OHY

G
—p’ = 7.120
1. OHY

Y
7= — . 7.121
ok PR ( )

Pochodng po czasie p9 mozemy przeksztalcié nastepujaco:

it d{t+olp(t), u() i

dp(t+v)
d(t+v)

Wyrazenie mozna wyrazi¢ przez rOwnania Hamiltona w starych zmiennych, tzn.

ldp(t+v) O0H
2d(t+v)  Ou

w chwili ¢ +v. Mamy wiec:

H HY
0 dit+v(®)| _ 9 =\ (7.123)
O |y, dt N

g
OH | d(t+v(t)| _ aHg (7.124)
P |14 dt T
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Korzystajac z wynikow z poprzedniego rozdzialu mamy:

d(t +v(t)) : . 2F -
o (t — ) + I + 20 (7.125)
Hamiltonian w starych zmiennych jest nastepujacy:
1 _ -
H(pp) = 5v/p(1—e™) = i/p . (7.126)
Otrzymujemy wiec
oOH 1 i 1 i
il I _“ (7.127)
ap t+v 2 \/ﬁ t+v 2 \/
oraz 5H
— = 1—20 7.128
5 = VP20 (7.125)
a stad
oH
— | =/p9 (1 =209 . 7.129
G = ViE =) (7120
Ostatecznie otrzymujemy uktad dwoch rownan:
OHY 1 [t
== 14+ 24(t)) 7.130
8pg() 5 pg(t)( (t)) (7.130)

aug =/p9(t) (1 —2a9(t)) (1 +2a(t)) . (7.131)

Aby rozwiaza¢ powyzszy uklad trzeba znaé¢ rozwiazanie fi(t), ktore jest dane w sposob
uwiktany réwnaniem (7.90):
°%m 12 1

log o5 TR ﬁ(t to) - (7.132)
Nie potrafimy rozwigzaé¢ powyzszego rownania, ale mozemy sprobowaé przynajmniej wyz-
naczy¢ posta¢ H9(p?, i%) = F(f(p9, %)), gdzie F jest dowolng funkcja jednej zmiennej, a
f pewna kombinacja p9 i i9. Wtedy HY jest stale na powierzchniach f(p9, i) = const.,
a wiec

(HY, HYg) = grad H || grad f = (fy9, fas) - (7.133)
Ten warunek jest spelniony, jesli
g ~
S S
fas Hgg 2091 — 29

(7.134)
Powyzsze rownanie jest spetnione przez f = /p97i% 2%° | a wiec hamiltonian ukladu jest
pewna funkcja zmiennej /p9 19 e 27

HY9 = F(\/p9 i ). (7.135)

29

Efektywnie nic wiecej nie da sie policzyé¢, poniewaz rownania ruchu, tzn zaleznosci p(t) i
p(t), nie wyrazaja sie przez funkcje elementarne.



Bibliografia

[1] R. Arnowitt, S. Deser, C. Misner, The dynamics of general relativity, in: Gravitation:
an introduction to current research, ed. L. Witten, p. 227 (Wiley, New York, 1962).

[2] A. Ashtekar, C. Beetle, O. Dreyer, S. Fairhurst, B. Krishnan, J. Lewandowski,
J. Wisniewski, Generic isolated horizons and their applications, Phys. Rev. Lett. 85
(2000) p. 3564-3567;

A. Ashtekar, S. Fairhurst, B. Krishnan, Isolated horizons: Hamiltonian evolution and
the first Law, Phys. Rev. D 62 (2000) p. 104025.

|3] A. Ashtekar, C. Beetle, J. Lewandowski, Geometry of generic isolated horizons, Class.
Quantum Grav. 19 (2002) pp. 1195-1225.

[4] C. Barrabés, W. Israel, Thin shells in general relativity: The lightlike limit, Phys. Rev.
D 43 (1991) p. 1129-1142.

[5] F. J. Belinfante, On the spin angular momentum of mesons, Physica 6 (1939) pp.
887-897 and Physica 7 (1940) p. 449;
L. Rosenfeld, Sur le tenseur d’impulsion-énergie, Acad. Roy. Belg. Mem. Class. Sci.
18 (1940) pp. 1-30.

|6] P. Chrusciel, J. Jezierski, J. Kijowski, Hamiltonian field theory in the radiating regime,
monograph (174 pages), volume 70 of the series: Springer Lecture Notes in Physics,
Monographs (2001).

|7| P. Hajicek, B. S. Kay and K. Kucha¥, Quantum collapse of a self-gravitating shell —
equivalence to Coulomb scattering, Phys. Rev. D 46 (1992) pp. 5439-5448.

|8] P. Hajicek, J. Kijowski, Lagrangian and Hamiltonian formalism for discontinuous fluid
and gravitational field, Phys. Rev. D 57 (1998) pp. 914-935.

[9] P. Hajicek, J. Kijowski, Spherically symmetric dust shell and the time problem in
Canonical Relativity , Phys. Rev. D 62 (2000) pp. 044025-1-044025-5.

[10] P. Hajicek and I. Kouletsis, Pair of null gravitating shells 1. space of solutions and
symmetry, Class. Quantum Grav. 19 (2002) pp. 2529-2550;
P. Hajicek and 1. Kouletsis, Pair of null gravitating shells II. Canonical theory and



BIBLIOGRAFIA

128

1]

12]

[13]

[14]

[15]

|16]

17]

18]

[19]

20]

embedding variables, Class. Quantum Grav. 19 (2002) pp. 2551-2566;

I. Kouletsis and P. Hajicek, Pair of null gravitating shells IIl. Algebra of Dirac ob-
servables, Class. Quantum Grav. 19 (2002) pp. 2567 2586;

P. Hajicek, Quantum theory of gravitational collapse (lecture notes on quantum con-
chology), preprint BUTP-02/4, lecture notes for the talk “Quantum theory of gravita-
tional collapse” given at the 271. WE-Heraeus-Seminar “Aspects of Quantum Gravity”
at Bad Honnef, 25 February 1 March 2002.

M. Heusler, Black hole uniqueness theorems, Cambridge University Press 1966;
M. Heusler, Stationary black holes: uniqueness and beyond, Living Rev. Relativity 1
(1998).

W. Israel, Singular hypersurfaces and thin shells in general relativity, Nuovo Cimento
44B (1966) pp. 1-14.

W. Israel, Singular hypersurfaces and thin shells in general relativity, Nuovo Cimento
48B (1967) pp. 463-463.

J. Jezierski, J. Kijowski, Positivity of total energy in general relativity, Phys. Rev. D
36 (1987) pp. 1041-1044.

J. Jezierski, J. Kijowski, E. Czuchry, Geometry of null-like surfaces in general relativity
and its application to dynamics of gravitating matter, Rep. Math. Phys. 46 (2000) pp.
397-418.

J. Jezierski, J. Kijowski, E. Czuchry, Dynamics of a self gravitating light-like matter
shell: A gauge-invariant Lagrangian and Hamiltonian description, Phys. Rev. D 65
(2002), p. 064036.

J. Kijowski, On a new variational principle in general relativity and the energy of the
graviatational field, Gen. Relat. Grav. 9 (1978), pp. 857-877.

J. Kijowski, Asymptotic degrees of freedom and gravitational energy, in Proceedings
of Journées Relativistes 1983, Pitagora Editrice, Bologna 1985, p.205 — 219; Uncon-
strained degrees of freedom of gravitational field and the positivity of gravitational
energy, in Gravitation, Geometry and Relativistic Physics, Springer Lecture Notes in
Physics, vol. 212 (1984) p. 40 50.

J. Kijowski, A simple derivation of canonical structure and quasi-local Hamiltonians
in general gelativity, Gen. Relat. Grav. 29 (1997) pp. 307 343.

J. Kijowski, A. Smolski and A. Gornicka, Hamiltonian theory of self-gravitating perfect
fluid and a method of effective deparametrization of the Einsteinian theory of gravita-
tion, Phys. Rev. D. 41 (1990) p. 1875 1884;

J. Kijowski and G. Magli, Relativistic elastomechanics as a Lagrangian field theory,
Journ. Geometry and Phys. 9 (1992) p. 207-223;



BIBLIOGRAFIA

129

J. Kijowski and G. Magli, Unconstrained hamiltonian formulation of general relativity
with thermo-elastic sources, Class. Quantum Grav. 15 (1998) pp. 3891 3916.

[21] J. Kijowski, “True degrees of freedom” of a spherically symmetric, self-gravitating dust
shell, Acta Phys. Polon. B 29 (1998) pp. 1001-1013.

[22| J. Louko, B.F. Whiting, and J.L. Friedman, Hamiltonian spacetime dynamics with a
sperical null-dust shell, Phys. Rev. D 57 (1998) p. 2279.

[23| C. Lanczos, Phys. Zeits., 23 (1922) p. 539; Ann. der Phys., T4 (1924) p. 518.

[24] C.W. Misner, K.S. Thorne, J.A. Wheeler, Gravitation, N.H. Freeman and Co, San
Francisco, Cal. 1973.

[25] P. Nurowski, D.C. Robinson, Intrinsic geometry of a null hypersurface, Class. Quan-
tum Grav. 17 (2000) pp. 4065 4084.

[26] A.H. Taub, Space-times with distribution valued curvature tensors, J. Math. Phys. 21
(1980) pp. 1423 1431.

[27| R.M. Wald, Black hole entropy is the Noether charge, Phys. Rev. D 48 (1993) pp.
R3427 R3431;
V. Iyer and R.M. Wald, Some properties of the Noether charge and a proposal for
dynamical black hole entropy, Phys. Rev. D 50 (1994) pp. 846-864;
V. Iyer and R.M. Wald, Comparison of the Noether charge and Euclidean methods for
computing the entropy of stationary black holes, Phys. Rev. D 52 (1995) pp. 4430-
4439.



