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Stresz
zenieCelem niniejszej pra
y jest zbadanie zagadnienia lokaliza
ji przestrzennej 
z¡stek w re-latywisty
znej teorii kwantowej. Poj�
ie lokaliza
ji jest tu rozumiane w sensie matema-ty
znego opisu poªo»enia 
z¡stki, a nie w sensie jej empiry
znej detek
ji w pewnym ob-szarze przestrzennym. Pra
a ma zatem 
harakter teorety
zny, a jej gªównym zadaniemjest podanie operatora poªo»enia dla 
z¡stek o spina
h 0, 1/2 i 1. W konstruk
ji powy»-szy
h operatorów zwró
ono sz
zególn¡ uwag� na to, aby (o ile to mo»liwe) i
h skªadowekomutowaªy do zera. Wspomniane operatory poªo»enia winny by¢ uogólnieniem zwy-kªego operatora poªo»enia, znanego z nierelatywisty
znej me
haniki kwantowej, b�d¡
egow standardowej reprezenta
ji poªo»eniowej opera
j¡ mno»enia przez wspóªrz�dne prze-strzenne.Pra
a skªada si� z dwó
h 
z�±
i, które prezentuj¡ odr�bne podej±
ia do zagadnieniaoperatora poªo»enia. Podstawowe wyniki prezentowane w obu 
z�±
ia
h s¡ zgodne, ale ró»-ni¡ si� form¡ i stopniem ogólno±
i. W pierwszej 
z�±
i pra
y zaprezentowane s¡ propozy
jerelatywisty
zny
h operatorów poªo»enia uksztaªtowane w toku history
znego rozwoju me-
haniki kwantowej. Najbardziej ogólne wersje podany
h w tej 
z�±
i operatorów poªo»eniaopieraj¡ si� na generatora
h grupy Poin
arego. Niestety wspomniane propozy
je opera-torów poªo»enia nie s¡ dobrze okre±lone w przypadku bezmasowy
h 
z¡stek z niezerowymspinem. Ponadto do±¢ sz
zegóªowo rozpatrywane jest tutaj poj�
ie relatywisty
znego±rodka masy-energii oraz jego zwi¡zek z operatorem poªo»enia. W kontek±
ie ty
h rozwa-»a« de�niowane s¡ ró»ne wersje wªasnego momentu p�du blisko powi¡zanego z poj�
iemspinu. Wszystkie rozwa»ania prowadzone s¡ na poziomie operatorowym, a sz
zególnyna
isk poªo»ony jest na posta¢ podstawowy
h zwi¡zków komuta
yjny
h omawiany
h ope-ratorów.Druga 
z�±¢ pra
y zawiera konstruk
j� operatora poªo»enia i g�sto±
i prawdopodo-bie«stwa w rama
h formalizmu drugiej kwantyza
ji, a dokªadnie kwantowej teorii pólswobodny
h. Konstruk
ja ta opiera si� na pewnej sz
zególnej dla operatora poªo»eniareprezenta
ji, nazywanej tutaj reprezenta
j¡ heterowariantn¡ z powodu jej nietypowy
hi nielokalny
h praw transforma
yjny
h wzgl�dem grupy Lorentza. W 
elu znalezieniareprezenta
ji heterowariantnej stosowane s¡ heterowariantne poªo»eniowe operatory ani-hila
ji i krea
ji, które z de�ni
ji powinny komutowa¢ (b¡d¹ antykomutowa¢) do ilo
zynudelt Krone
kera i Dira
a. Aby unikn¡¢ niejednozna
zno±
i konstruk
ji operatora poªo»e-nia 
z¡stek obdarzony
h spinem, zbiór baz spinowy
h zostaª ograni
zony do wyró»nionej(w danym ukªadzie) przez transforma
j� Lorentza klasy 
ykli
zny
h baz spo
zynkowy
h.Konstruk
ja operatora poªo»enia jest wykonywana oddzielnie dla pól (
z¡stek) o spina
h0, 1/2 i 1. Przy tej okazji przyto
zone s¡ podstawy kanoni
znego kwantowania ty
h pól, zesz
zególnym uwzgl�dnieniem konstruowania stanów Fo
ka przy pomo
y ró»ny
h funk
jifalowy
h. W tym kontek±
ie zostaªa dodatkowo przeanalizowana struktura rozszerzonejprzestrzeni Fo
ka pola elektromagnety
znego, która to przestrze« nie posiada dodatnioiii



okre±lonej normy. Zostaª równie» sformuªowany warunek niezale»no±
i obserwabli od swo-body 
e
howania.W przypadku pól opisuj¡
y
h 
z¡stki naªadowane zostaªy wprowadzone dwa typy ope-ratora poªo»enia, operator Q̂+ dla 
z¡stek i operator Q̂− dla anty
z¡stek. Udaªo si�nada¢ skonstruowanym operatorom poªo»enia Q̂± form� wykorzystuj¡
¡ tzw. spo
zyn-kowe warto±
i pól. Operatory g�sto±
i prawdopodobie«stw zostaªy wyra»one za pomo
¡transforma
ji pól typu Foldy'ego-Wouthuysena. W konsekwen
ji powy»sza transforma
jastosowana naj
z�±
iej dla pola Dira
a zostaªa wprowadzona równie» dla pól skalarny
hi wektorowy
h, wª¡
znie z 
zteropoten
jaªem pola elektromagnety
znego.Operatory poªo»enia dla 
z¡stek skalarny
h po prosty
h mody�ka
ja
h mog¡ by¢uogólnione na krzywoliniowe wspóªrz�dne trójwymiarowej hiperpowierz
hni przestrzen-nopodobnej.Ciekawostk¡ jest fakt, »e de�ni
je operatorów poªo»enia Q̂± dla 
z¡stki skalarnej prze-nosz¡ si� na teori� oddziaªuj¡
y
h pól kwantowy
h, tzn. »e de�ni
je te s¡ najprawdo-podobniej dobrze okre±lone tak»e w tej teorii. Powy»sze uogólnienie poj�
ia operatorapoªo»enia traktowane jest tutaj jako propozy
ja, która nie zostaªa sz
zegóªowo przeanali-zowana, w sz
zególno±
i na poziomie renormaliza
ji.Wzór na operator poªo»enia zostaª uogólniony równie» na przypadek 
z¡stek bezma-sowy
h. Interesuj¡
ym elementem pra
y jest propozy
ja operatora g�sto±
i prawdopo-dobie«stwa i operatora poªo»enia fotonu. Operatory te zostaªy wprowadzone w opar
iuo uogólnion¡ spo
zynkow¡ warto±¢ 
zteropoten
jaªu, która jak si� okazaªo jest prakty
z-nie równowa»na 
e
howaniu Coulomba 
zteropoten
jaªu . Uzyskane operatory poªo»eniai g�sto±
i prawdopodobie«stwa speªniaj¡ podstawowe kryteria poprawno±
i, z wyj¡tkiemtego, »e skªadowe operatora poªo»enia nie komutuj¡. Fakt ten jest konsekwen
j¡ nieist-nienia stanów fotonowy
h dowolnie dobrze zlokalizowany
h w ka»dym kierunku.Osobnego rozpatrzenia wymagaª ponadto przypadek bezmasowy
h fermionów o okre-±lonej skr�tno±
i. Teoria taki
h 
z¡stek zostaªa opisana w ostatnim uzupeªniaj¡
ym roz-dziale, który byª napisany po obronie pra
y magisterskiej. Konstruk
ja operatora po-ªo»enia bezmasowego lewoskr�tnego fermionu byªa przeprowadzona analogi
znie jak dlafotonu. W wyniku tej konstruk
ji uzyskano operator poªo»enia o niekomutuj¡
y
h skªado-wy
h. Pod tym wzgl�dem operatory poªo»enia fotonu oraz bezmasowego jednoskr�tnegofermionu s¡ wyj¡tkowe.
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Nota
ja i wa»niejsze wzoryN 1. JednostkiStosowany jest ukªad jednostek, w który
h z de�ni
ji:
~ = c = ε0 = µ0 = 1. (1)Mimo to symbole ~, c s¡ 
zasami u»ywane dla 
elów pogl¡dowy
h, 
o nie powinno pro-wadzi¢ do nieporozumie«.Podstawow¡ jednostk¡ jest metr. Jednostki ukªadu SI takie jak sekunda, kilogram, Amperwyra»aj¡ si� w metra
h lub w metra
h odwrotny
h:

1s = c · 1s = 2, 997 924 58(00) · 108 m,
1kg = c/~ · 1kg = 2, 842 788 82(49) · 1042 m−1,

1A =
√
µ0/~c · 1A = 6, 304 585 35(54) · 109 m−1.

(2)W elektrodynami
e u»ywany jest ukªad zrenormalizowany, w którym niejednorodne rów-nania Maxwella maj¡ posta¢:
rot B = j− ∂tE,
div E = ρ.

(3)N 2. Ozna
zenia 
zasoprzestrzenneWe wspóªrz�dny
h lorentzowski
h (xµ), gdzie µ jak inne gre
kie wska¹niki przyjmujewarto±
i 0, 1, 2, 3, tensor metry
zny ma posta¢:
(gµν) =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




.

(4)Wska¹niki ªa
i«skie i, j, . . . przyjmuj¡ warto±
i 1, 2, 3. Trójwektory s¡ ozna
zane wytªusz-
zon¡ 
z
ionk¡ np.: (xi) = x.Stosowana jest konwen
ja suma
yjna Einsteina dla par powtarzaj¡
y
h si� indeksówgre
ki
h (jednego dolnego, a drugiego górnego) oraz dla par indeksów ªa
i«ski
h o dowol-nym poªo»eniu:
a · b = aµb

µ = gµνa
µbν ,

a · b = aibi = aibi = −aib
i = a1b1 + a2b2 + a3b3.

(5)Dla 
aªkowi
ie antysymetry
zny
h symboli Levi-Civity εµνρσ i εijk przyj�te jest, »e:
ε0123 = −ε0123 = +1,
ε123 = −ε123 = +1.

(6)ix



Skierowana trójforma obj�to±
i jest zapisywana przy pomo
y gwiazdki Hodge'a:
∗dxµ = −1

6
εµ

νρσdx
ν ∧ dxρ ∧ dxσ. (7)Zerowa skªadowa tego obiektu po uwzgl�dnieniu orienta
ji zadanej przez numera
j� wspóª-rz�dny
h staje si� zwykª¡ form¡ obj�to±
i:

∗dx0 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ≡ d3x. (8)Opera
je ró»ni
zkowania s¡ ozna
zane nast�puj¡
o:
∂µ = ∂/∂xµ , ∂µ = gµν∂ν . (9)Wykorzystywana jest równie» opera
ja ró»ni
zkowania obustronnego:

←→
∂µ =

−→
∂µ −

←−
∂µ. (10)Ponadto u»ywana jest nabla1, laplasjan i delamber
jan:

∇ = (∂i) = (−∂/∂xi)
△ = ∇2 = ∂i∂i

� = ∂µ∂
µ = ∂2

t −△
(11)N 3. Ozna
zenia w przestrzeni Hilberta.Wektory stanu nale»¡
e do przestrzeni Hilberta H ozna
zane s¡ przez |Ψ〉. U»y-wana jest wi�
 nota
ja bra-ketowa Dira
a. Wektorowi jedno
z¡stkowego stanu odpowiadaw reprezenta
ji poªo»eniowej inwariantna funk
ja falowa Φ(x), a w reprezenta
ji p�dowejfunk
ja Φ̃(p), która równie» nie zale»y od ukªadu odniesienia. Ponadto zde�niowane s¡heterowariantne funk
je falowe: Ψ(x) w reprezenta
ji poªo»eniowej i Ψ̃(p) w reprezenta
jip�dowej. Funk
je te transformuj¡ si� w zªo»ony sposób przy zmianie iner
jalnego ukªaduodniesienia.Operatory i ma
ierze ozna
zane s¡ daszkami np.: â, b̂ , β̂; za± i
h sprz�»enia her-mitowskie krzy»ykami â†, b̂†, β̂†. Komutatory s¡ ozna
zane przy pomo
y nawiasówkwadratowy
h i prze
inka [ , ], a antykomutatory przy pomo
y nawiasów klamrowy
hi prze
inka { , }.Inwariantny s
hrödingerowski operator anihila
ji 
z¡stki bezspinowej o 
zterop�dzie

p ozna
zany jest przez â(p), natomiast inwariantny heisenbergowski operator anihila
jiw reprezenta
ji poªo»eniowej przez φ̂(+)(x). Heterowariantne odpowiedniki operatorów
â(p), φ̂(+)(x) to odpowiednio âp oraz ât,x.N 4. Transforma
je FourieraTrójwymiarowa transforma
ja Fouriera oraz transforma
ja odwrotna:

Ψ̃(p) =

∫
d3xΨ(x)e−ip·x , Ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
Ψ̃(p)eip·x. (12)1Niestandardowy znak nabli podyktowany jest ujemn¡ sygnatur¡ wspóªrz�dny
h przestrzenny
h oraz»¡daniem, aby stanowiªa ona przestrzenn¡ 
z�±¢ 
zterowektora (∂µ) , a nie kowektora (∂µ) .x



Dla funk
ji speªniaj¡
y
h równanie Kleina-Gordona stosowana jest inwariantna trójwymia-rowa transforma
ja Fouriera2:
φ̃(p) =

∫

Ω

∗dxµeip·x (pµ + i∂µ)︸ ︷︷ ︸
i
←→
∂ µ

φ(x). (13)Caªkowanie przebiega tutaj po dowolnej trójwymiarowej przestrzennopodobnej hiperpo-wierz
hni Ω 3. Transforma
ja odwrotna ma posta¢:
φ(x) =

∫
d4p

(2π)3
δ(p2 −m2)ǫ(p0)φ̃(p)e−ip·x. (14)Wyst�puje tutaj δ-Dira
a i funk
ja znakowa signum ǫ( ). Równanie to mo»na przeksztaª
i¢do posta
i:

φ(x) =

∫
d3p

(2π)32p0

[
φ̃(p)e−ip·x − φ̃(−p)eip·x

]
, (15)przy 
zym przyjmujemy, »e p0 = +

√
m2 + p2.N 5. Transforma
ja Lorentza - p
hni�
iaTransforma
ja 
zterowektorówWspóªrz�dne 
zterowektora x w nowym primowanym ukªadzie iner
jalnym poruszaj¡-
ym si� z 
zteropr�dko±
i¡ Uµ wyra»aj¡ si� nast�puj¡
o za pomo
¡ wspóªrz�dny
h w ukªa-dzie wyj±
iowym:

x′0 = Uµx
µ , x′ = x− Uµx

µ + x0

1 + U0

U. (16)Powy»sz¡ transforma
j� nazywan¡ p
hni�
iem lorentzowskim mo»na zapisa¢ w posta
ima
ierzowej:
x′µ = Λµ

ν(U)xν , (17)gdzie skªadowe ma
ierzy Λµ
ν(U) wynosz¡ odpowiednio:

Λ0
µ(U) = Λµ

0(U) = Uµ , Λk
l(U) = gk

l −
UkUl

1 + U0
. (18)Rozwa»an¡ ma
ierz mo»na tak»e wyrazi¢ pojedyn
zym równaniem:

Λµν(U) = gµν −
uµuν − (1 + 2u0)(uµgν0 + uνgµ0) + (1 + 2u0 + 2u2

0)gµ0gν0

1 + u0

, (19)przy 
zym 
zteropr�dko±¢ U zostaªa z prawej strony równania ozna
zona maª¡ liter¡ dlaskró
enia zapisu. Ma
ierz transforma
ji Lorentza speªnia ogólne równanie:
ΛµνΛρσg

νσ = gµρ. (20)Ma
ierz odwrotna do ma
ierzy p
hni�
ia Lorentza jest posta
i:
Λ−1

µν (U) = Λµν(Ũ), (21)2Transforma
ja ta jest niezmienni
za na powªo
e masy p2 = m2.3Przez termin hiperpowierz
hnia rozumie si� w tej pra
y 
i¡gª¡ nieograni
zon¡ w ka»dym kierunkupowierz
hni�. xi



gdzie (Ũµ) = (U0,−U).Transforma
ja bispinorów Dira
aBispinor ψ w wyniku p
hni�
ia lorentzowskiego do ukªadu poruszaj¡
ego si� z 
ztero-pr�dko±
i¡ U transformuje si� nast�puj¡
o:
ψ′ = Ŝ(U)ψ, (22)gdzie ma
ierz Ŝ mo»na wyrazi¢ przy pomo
y ma
ierzy Dira
a γ̂µ i 
zteropr�dko±
i U :

Ŝ(U) =
1 + γ̂0γ̂µU

µ

√
2(1 + U0)

. (23)Hermitowska ma
ierz rozwa»anej transforma
ji speªnia ogólny zwi¡zek:
Ŝγ̂µŜ−1 = (Λ−1)µ

ν γ̂
ν , (24)gdzie ma
ierz (Λ−1)µ

ν jest odwrotno±
i¡ ma
ierzy transforma
ji Lorentza dla 
zterowekto-rów, od której zale»y zreszt¡ ma
ierz Ŝ. Odwrotno±¢ ma
ierzy p
hni�
ia lorentzowskiegobispinorów wyra»a si� wzorem:̂
S−1(U) = Ŝ(Ũ) = γ̂0Ŝ(U)γ̂0. (25)N 6. Transforma
je typu Foldy'ego-WouthuysenaTransforma
ja dla pola skalarnegoDla pola skalarnego φ(x) speªniaj¡
ego równanie Kleina-Gordona de�niujemy w da-nym ukªadzie iner
jalnym przeksztaª
enie:

φFW (t,x) =

√
2
√
m2 −△ φ(t,x), (26)gdzie m jest mas¡ wyst�puj¡
¡ w równaniu Kleina-Gordona dla pola φ(x). Przetransfor-mowane pole φFW (x) w niniejszej pra
y jest nazywane heterowariantn¡ posta
i¡ pola ska-larnego lub reprezenta
j¡ Foldy'ego-Wouthuysena dla pola skalarnego. �atwo zauwa»y¢,»e nowa posta¢ pola skalarnego ma zmieniony wymiar w stosunku do jego pierwowzoru.Trudno mówi¢ o unitarno±
i jakiejkolwiek transforma
ji pola skalarnego, ale speªnionajest nast�puj¡
a to»samo±¢ dla tzw. produktu skalarnego dwó
h pól φ(x) i ϕ(x):

∫

Ω

∗dxµφ∗(±)(x)i
←→
∂µϕ(±)(x) = ±

∫
d3x φ∗FW

(±) (t,x) ϕFW
(±) (t,x), (27)gdzie indeksy znakowe (±) ozna
zaj¡ 
z�±¢ danego pola o okre±lonym znaku 
z�sto±
i4.Transforma
ja FW pola Dira
aW pierwszym kroku zostanie zde�niowana spo
zynkowa posta¢ pola Dira
a ψS(x) jakop
hni�
ie Lorentza pola Dira
a ψ(x) z 
zteropr�dko±
i¡ Û b�d¡
¡ operatorem:

ψS(x) = Ŝ(Û) ψ(x), (28)4Produkt skalarny pól o prze
iwny
h 
z�sto±
ia
h jest równy zeru.xii



gdzie wspomniany operator 
zteropr�dko±
i ma posta¢:
Ûµ = ǫ̂ i∂µ/m, (29)przy 
zym ǫ̂ jest operatorem znaku 
z�sto±
i (energii). Transforma
j� Foldy'ego-Wouthuy-sena pola Dira
a w danym ukªadzie iner
jalnym mo»na teraz zde�niowa¢ nast�puj¡
o:

ψFW (t,x) =

√
Ê/m ψS(t,x), (30)gdzie Ê =

√
m2 −△. Na podstawie (23) transforma
j� FW mo»na wyrazi¢ bardziejbezpo±rednio:

ψFW (t,x) = ÛFW ψ(t,x) , ÛFW =
Ê + β̂ĤD√
2Ê(m+ Ê)

, (31)gdzie wyst�puje hamiltonian Dira
a ĤD = iα̂ · ∇ + β̂m, który jest tutaj zapisany za po-mo
¡ niekowariantnej wersji ma
ierzy Dira
a β̂ = γ̂0, α̂ = γ̂0γ̂. Wprowadzony operator
ÛFW jest unitarny.Transforma
ja pola wektorowego z mas¡Nie
h pole Pro
a Aµ(x) speªnia równanie Kleina-Gordona z mas¡ m i posiada zerow¡
zterodywergen
j�. Spo
zynkow¡ warto±¢ tego pola w danym ukªadzie iner
jalnym mo»nazde�niowa¢ nast�puj¡
o:

Aµ
S(t,x) = Λµ

ν(Û)Aν(t,x), (32)gdzie Λµ
ν(Û) jest ma
ierz¡ p
hni�
ia lorentzowskiego z 
zteropr�dko±
i¡ Û , która jestoperatorem zde�niowanym równaniem (29). Przyjmuj¡
, »e operator znaku 
z�sto±
iwynosi ǫ̂ = i∂t/Ê mo»na na podstawie (16) wyli
zy¢ skªadowe Aµ

S i uzyska¢:
A0

S ≡ 0 , AS = A +
1

Ê(m+ Ê)
∇(∇ ·A). (33)�atwo jest przeksztaª
i¢ przestrzenn¡ 
z�±¢ spo
zynkowego pola Pro
a do nast�puj¡
ejposta
i:

AS =
m

Ê
A +

1

Ê(m+ Ê)
∇× (∇×A). (34)Transforma
j� Foldy-Wouthuysena pola Pro
a mo»na teraz zde�niowa¢ równaniem:

AFW (t,x) =
√

2Ê AS(t,x), (35)które prowadzi do wzoru:
AFW =

√
2Ê A +

√
2√

E(m+ Ê)
∇(∇ ·A). (36)Speªniona jest nast�puj¡
a to»samo±¢ dla tzw. produktu skalarnego dwó
h pól Pro
a

A i A′:
−

∫

Ω

∗dxµA∗(±)νi
←→
∂µA

′ν
(±) = ±

∫
d3x A∗FW

(±) ·A′FW
(±) . (37)xiii



Transforma
ja 
zteropoten
jaªu, a 
e
howanie CoulombaSwobodne pole elektromagnety
zne mo»e by¢ opisane 
zteropoten
jaªem Aµ(x), któ-rego delamber
jan i 
zterodywergen
ja wynosz¡ zero. Nie
h umowny operator 
zteropr�d-ko±
i b�dzie posta
i:
Ûα(µ) = ǫ̂ i∂α/µ, (38)gdzie ǫ̂ = i∂t/

√
−△, a µ jest parametrem o wymiarze masy. Uogólnion¡ spo
zynkow¡warto±¢ 
zteropoten
jaªu mo»na zde�niowa¢ w zadanym ukªadzie nast�puj¡
o:

Aα
S(t,x) = lim

µ→0
Λα

β

(
Û(µ)

)
Aβ(t,x). (39)Ra
hunek oparty na (16) prowadzi do wzorów:

A0
S ≡ 0 , AS =

1

−△∇× (∇×A). (40)Prawa strona drugiej równo±
i jest wyra»eniem na poten
jaª wektorowy ACoul. w 
e
ho-waniu Coulomba, tzn. »e:
AS ≡ ACoul.. (41)Warto wiedzie¢, »e powy»sza identy
zno±¢ ma miejs
e tylko w klasy
znej teorii pola.Transforma
ja 
zteropoten
jaªu wzorowana na transforma
ji Foldy'ego-Wouthuysena jesttutaj de�niowana nast�puj¡
o:

AFW =

√
2
√
−△AS =

√
2
√
−△ACoul. =

√
2√
−△∇× (∇×A). (42)

xiv
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Rozdziaª 1Historia zagadnienia operatorapoªo»eniaHistoria zagadnienia relatywisty
znego operatora poªo»enia jest dªuga i 
iekawa. Wieluautorów podaªo ró»ne nierównowa»ne propozy
je taki
h operatorów. Niektóre pra
e, takiejak Wightmana [25℄, s¡ obszerne i wykorzystuj¡ zaawansowane metody teorii reprezen-ta
ji grup.1.1 Pierwszy etap rozwoju me
haniki kwantowejSz
zególna teoria wzgl�dno±
i zostaªa podana przez Alberta Einsteina w 1905 roku,za± peªne sformuªowanie me
haniki kwantowej nast¡piªo ponad dwadzie±
ia lat pó¹niej.Ma
ierzowa me
hanika kwantowa powstaªa w 1925 roku gªównie za spraw¡ Wernera Hei-senberga, wspóªpra
uj¡
ego z Nielsem Bohrem1. W tym samym roku Max Borni Pas
ual Jordan wraz z Heisenbergiem oraz niezale»nie Paul A.M.Dira
 wprowadzilikwantowy zwi¡zek nieprzemienno±
i p�du i poªo»enia:
q̂p̂− p̂q̂ = i~. (1.1)W roku 1926 N. Born oraz N.Wiener znale¹li prost¡ reprezenta
j� tego zwi¡zku, w któ-rej operator poªo»enia q̂ jest mno»eniem przez q, a p̂ jest operatorem ró»ni
zkuj¡
ym

−i~∂/∂q. W tym samym roku Erwin S
hrödinger opublikowaª swoje sªynne równaniefalowe. Kwadrat moduªu wyst�puj¡
ej w nim funk
ji falowej S
hrödinger traktowaªjako pewn¡ funk
j� wagow¡ opisuj¡
¡ 
z¡stk� w przestrzeni. Ponadto podaª On równanie
i¡gªo±
i odpowiadaj¡
e tej funk
ji wagowej. Jednak jawn¡ probabilisty
zn¡ interpreta
j�tej funk
ji podaª Born. Sformuªowaª On równie» podstawy kwantowej teorii rozprasza-nia. Poªo»eniowa interpreta
ja Borna byªa szybko uogólniona dla p�du i inny
h wielko±
iprzez Wolfganga Pauliego (w 1926 r.). W zasadzie na tym si� ko«
zy historia niere-latywisty
znego operatora poªo»enia, którego teoria jest do±¢ prosta2. Pewne trudno±
ikon
ep
yjne mo»e sprawia¢ jedynie zasada nieozna
zono±
i Heisenberga podana w 1927roku.1Przedstawione tutaj informa
je o rozwoju podstaw me
haniki kwantowej byªy opra
owane na pod-stawie ksi¡»ki Friedri
ha Hunda The history of Quantum Theory [16℄.2Mowa tu o aspekta
h �zy
zny
h, gdy» w peªni ±
isªe matematy
znie podej±
ie oparte na operatora
hrzutowy
h i operatora
h g�sto±
i lub trójka
h Gel'fanda rozwin�ªo si� pó¹niej i jest bardziej rozbudo-wane. 3



Relatywisty
zna me
hanika kwantowa w rozwa»anym okresie za
zyna dopiero powsta-wa¢. Równanie Kleina-Gordona zostaªo znalezione w 1926 niezale»nie przez S
hrödin-gera, O. Kleina, W. Gordana i W.A. Fo
ka. W nast�pnym roku Dira
 znalazªrównanie powsze
hnie znane jako równanie Dira
a. Pod konie
 lat dwudziesty
h pow-stawaªy elementy elektrodynamiki kwantowej.Jedne z pierwszy
h rozwa»a« na temat relatywisty
znej lokaliza
ji 
z¡stek miaªy miej-s
e w kontek±
ie tzw. drgawek elektronu (Zitterbewegung). W 1930 r. S
hrödinger[24℄ zauwa»yª, »e ±rednia warto±¢ poªo»enia swobodnego elektronu nie zmienia si� liniowow 
zasie, tak jak w ru
hu jednostajnym prostoliniowym, ale gwaªtownie �uktuuje wokóªtakiej trajektorii na odlegªo±
ia
h rz�du komptonowskiej dªugo±
i fali elektronu ~/mc.W 
elu ra
jonalnego opisu tego zagadnienia wprowadziª on poj�
ie ru
hu mikroskopowegoi makroskopowego. Ru
h makroskopowy jest u±rednionym po 
zasie ru
hem mikroskopo-wym. W konsekwen
ji S
hrödinger proponuje za operator poªo»enia przyj¡¢ operatorpoªo»enia makroskopowego, który przybraª form�:
R̂ = x + i(p̂ Ĥ−2

D − α̂ Ĥ−1
D )/2. (1.2)Wyst�puje tutaj hamiltonian3 Dira
a ĤD = α̂ · p̂+ β̂m , gdzie p̂ jest operatorem p�du,za± β̂, α̂i to ma
ierze Dira
a o nast�puj¡
y
h wªasno±
ia
h antykomuta
yjny
h:

{α̂i, α̂j} = 2δij; {β̂, α̂i} = 0; β̂2 = 1. (1.3)U»ywany jest tutaj ukªad jednostek, w który
h ~ = c = 1, natomiast sporady
zne wyst�-powanie staªy
h ~ i c we wzora
h podyktowane jest wzgl�dami pogl¡dowymi lub 
elemuprosz
zenia koresponden
ji z ukªadem SI. Proponowany powy»ej operator poªo»enia R̂mo»na znale¹¢ w podr�
znika
h A.S. Dawydowa [10℄ i W. Greinera [13℄, gdzie jest onzde�niowany jako parzysta 
z�±¢ x. Operator nazywa si� parzystym, gdy stany o dodatniejenergii przeksztaª
a w stany o dodatniej energii, a stany o ujemnej energii przeksztaª
aw stany o ujemnej energii. Innymi sªowy operator parzysty nie zmienia znaku energii.Nie
h P̂+ i P̂− ozna
zaj¡ operatory rzutowania na stany odpowiednio o dodatniej i ujem-nej energii:
P̂± = (1± ĤD/Ê)/2, (1.4)gdzie Ê =

√
m2 −△ jest dodatnio okre±lonym operatorem energii. Teraz parzyst¡ 
z�±¢operatora x ozna
zan¡ za pomo
¡ nawiasów kwadratowy
h mo»na wyrazi¢ w posta
i:

[x] = R̂ = P̂+xP̂+ + P̂−xP̂−. (1.5)W zasadzie powy»sze wyra»enie zawiera dwa operatory poªo»enia: operator poªo»eniaelektronu i operator poªo»enia pozytonu. W dziedzinie funk
ji o dodatni
h 
z�sto±
ia
hwyst�powaªby tylko jeden operator, który upro±
iªby si� do posta
i:
R̂+ = P̂+x = x + [P̂+,x]. (1.6)Za± w dziedzinie funk
ji o ujemny
h 
z�sto±
ia
h wyst�powaªby analogi
zny operator R̂−.�atwo wykaza¢, »e:
R̂± = x +

ip̂

2Ê2
∓ iα̂

2Ê
. (1.7)3Wszystkie hamiltoniany w tym rozdziale s¡ odwra
alne (nie posiadaj¡ zerowy
h warto±
i wªasny
h).4



Warto zauwa»y¢,»e peªny operator parzysty R̂ nie jest sum¡, ani ±redni¡ arytmety
zn¡operatorów R̂+ i R̂−.Wprowadzenie operatora R̂ zamiast x rozwi¡zuje problem Zitterbewegung, ale prowadzido innej komplika
ji. Okazuje si� mianowi
ie, »e skªadowe operatora R̂ nie komutuj¡.W takim opisie zatem nie mo»na rozwa»a¢ dowolnie dobrze zlokalizowanego elektronu.Zagadnienia tego typu oraz pewne fakty z kwantowej teorii pola spowodowaªy powstaniepopularnej do dzi± opinii, »e w relatywisty
znej me
hani
e kwantowej niemo»liwa jestlokaliza
ja 
z¡stki dokªadniejsza od komptonowskiej dªugo±
i fali. Niniejsza pra
a próbujepolemizowa¢ z t¡ opini¡.1.2 �rodek masy-energii i operator Pry
e'aW 1935 roku Niels Born i Leopold Infeld w pra
y o kwantowaniu nieliniowej elek-trodynamiki [9℄ zaproponowali ogóln¡ de�ni
j� operatora poªo»enia jako poªo»enie ±rodkamasy-energii:
q̂ = (Ĥ−1N̂ + N̂ Ĥ−1)/2, (1.8)gdzie N̂ jest operatorem momentu energii4:

N̂ =

∫
x T̂00d

3x, (1.9)przy 
zym T̂00 to skªadowa symetry
znego tensora energii-p�du T̂µν , nazywana g�sto±
i¡hamiltonianu lub energii. Ostatnie dwa wzory mo»na rozumie¢ w kontek±
ie kwantowejteorii pola stanów jedno
z¡stkowy
h albo zgodnie z formalizmem tzw. pierwszej kwan-tyza
ji5, nazywanym 
zasami kwazirelatywisty
zn¡ me
hanik¡ kwantow¡6. Dla ilustra
jitego drugiego przypadku w uprosz
zonej nierelatywisty
znej wersji warto poda¢ przykªadoperatora g�sto±
i hamiltonianu w zwykªej teorii S
hrödingera:
T̂00(x) = Ĥ(x) = − 1

2m
∇δ(3)(x)∇. (1.10)Operator g�sto±
i hamiltonianu komutuje z x, 
o zapewnia hermitowsko±¢ okre±lonego N̂.Operator q̂ mo»na równie» przedstawi¢ przy pomo
y reprezenta
ji generatorów grupyPoin
arego w przestrzeni Hilberta, którymi s¡: 
zterop�d p̂µ i tensor 
aªkowitegomomentu p�du Ĵµν . Generatory te mo»na wyrazi¢ przez symetry
zny tensor energii p�dunast�puj¡
o:

p̂µ =

∫

Ω

T̂µν ∗ dxν ; Ĵµν =

∫

Ω

(xµT̂νρ − xνT̂µρ) ∗ dxρ, (1.11)gdzie Ω jest dowoln¡ trójwymiarow¡ hiperpowierz
hni¡ przestrzennopodobn¡, a ∗dxρ jestskierowan¡ trójform¡ obj�to±
i tak¡, »e ∗dx0 = d3x. Tutaj zerowa skªadowa 
ztero-p�du uto»samiana jest z hamiltonianem p̂0 = Ĥ , a moment p�du li
zony jest wzgl�dem4Momentem energii nazywa si� te» niekiedy wektor p
hni�
ia K̂i = Ĵ i0 = N̂ i − tp̂i, gdzie Ĵµν jesttensorem momentu p�du. Mo»na powiedzie¢, »e N̂(t) i K̂ to ta sama obserwabla w dwó
h ró»ny
hobraza
h, odpowiednio Heisenberga i S
hrödingera.5W zasadzie te dwa formalizmy powinny by¢ to»same, ale w teorii relatywisty
znej ró»ni¡ si� one
ho
ia»by dodatni¡ okre±lono±
i¡ Ĥ.6Formalizm pierwszej kwantyza
ji w kontek±
ie polowym jest nazywany klasy
zn¡ teori¡ pola.5



po
z¡tku ukªadu wspóªrz�dny
h 
zasoprzestrzenny
h. Operator Borna-Ifelda mo»nateraz przepisa¢ w posta
i:
q̂µ(t) = {Ĵµ0 + tp̂µ, Ĥ−1}/2, (1.12)gdzie nawias klamrowy ozna
za antykomutator, za± skªadowa q̂0 = t jest tutaj doª¡
zo-na tylko ze wzgl�dów estety
zny
h, gdy» rozwa»any operator poªo»enia nie jest w
alekowariantnym 
zterowektorem. Posta¢ zale»no±
i od 
zasu w (1.12) pozwala przypusz-
za¢, »e operator Borna-Infelda jest zde�niowany w obrazie Heisenberga. Prawidªo-wo±¢ tego przypusz
zenia potwierdza reguªa komuta
ji (1.16) operatora q̂ z hamiltonianempodana dalej.Born i Infeld wykazali, »e i
h de�ni
ja o.p. (operatora poªo»enia) dla 
z¡stek o spi-nie 1/2 prowadzi do operatora S
hrödingera R̂ 7. Zwró
ili oni tak»e uwag�, »e de�ni
jao.p. po
i¡ga za sob¡ okre±lenie operatorów pr�dko±
i, spinu i orbitalnego mo-mentu p�du (i vi
e versa). Wobe
 tego zde�niowali oni wewn�trzny moment p�du (
zylispin) jako ró»ni
� 
aªkowitego momentu p�du Ĵ = (∗Ĵ i0) = (Ĵ23, Ĵ31, Ĵ12) i orbitalnegomomentu p�du zde�niowanego jako q̂× p̂, 
zyli:

ŝ = Ĵ− q̂× p̂ lub ŝkl = Ĵkl − q̂kp̂l + q̂lp̂k, (1.13)przy 
zym wektor spinu ŝ jest dualny (w sensie trójwymiarowym) do antysymetry
znegotensora spinu ŝkl, tzn. ŝi = εijkŝjk/2. Hermitowsko±¢ zde�niowanego spinu wynika zezwi¡zków komuta
yjny
h p�du i poªo»enia. Do znalezienia ty
h zwi¡zków mo»na wyko-rzysta¢ rela
je komuta
ji generatorów grupy Poin
arego:
[p̂µ, p̂ν ] = 0;

[Ĵαµ, Ĵνω] = ig{αωĴµν}sum. cykl.;

[p̂α, Ĵµν ] = i(gαµp̂ν − gαν p̂µ);

(1.14)przy 
zym prawa strona drugiego równania jest sum¡ 
ztere
h skªadników o 
ykli
zniepermutowany
h »ywy
h wska¹nika
h. Wyprowadzenia powy»szy
h zwi¡zków (oparte nareguªa
h komuta
ji dla tensora energii-p�du) mo»na znale¹¢ w pozy
ji [7℄. Przydatny jestrównie» wzór na komutator zawieraj¡
y odwrotno±¢ operatora:
[Â−1, B̂] = −Â−1[Â, B̂]Â−1. (1.15)Mo»na teraz bez problemu wyli
zy¢ komutator poªo»enia i 
zterop�du:

[q̂k, p̂l] = iδkl ; [q̂, Ĥ] = ip̂/Ĥ. (1.16)S¡ to w peªni zadawalaj¡
e komutatory, w sz
zególno±
i ten drugi prowadzi do popraw-nej de�ni
ji pr�dko±
i w me
hani
e relatywisty
znej. Mniej korzystnie przedstawia si�sprawa inny
h komutatorów. Okazaªo si� niestety, »e wprowadzone przez Borna, In-felda wspóªrz�dne nie komutuj¡. Komutatory skªadowy
h poªo»enia zostaªy zgrabniezapisane przy pomo
y ilo
zynu wektorowego8 i wyniosªy:
q̂× q̂ = −iŝ/Ĥ2 lub [q̂k, q̂l] = −iŝkl/Ĥ2. (1.17)7Rze
zywi±
ie przyjmuj¡
, »e N̂ = (Ĥx + xĤ)/2 ªatwo wykaza¢ równowa»no±¢ formuª (1.5) i (1.8).Mimo to u»ywane s¡ tutaj ró»ne ozna
zenia.8Np. skªadowa (q̂× q̂)1 = [q̂2, q̂3]. 6



Komutatory te zostaªy przetªuma
zone, nie
o na wyrost, na zasad� nieozna
zono±
i po-ªo»enia elektronu:
△q1△q2 ≥ ~

2

4m2
. (1.18)�
i±le zamiast znaku wi�kszo±
i powinna znajdowa¢ si� tutaj tylda, która ozna
zaªabyporównywalny rz¡d wielko±
i. Równie» zwi¡zek komuta
yjny wprowadzonego spinu niebyª zgodny z o
zekiwaniami ze standardowej teorii kwantowej i byª zapisany w posta
i:

ŝ× ŝ = iŝ− iĤ−2(ŝ · p̂)p̂. (1.19)W tym samym roku pod wpªywem pra
y Borna i Infelda istotny
h post�pów do-konaª Moris H.L. Pry
e [22℄. Zde�niowaª on komutuj¡
e operatory wspóªrz�dny
h orazoperator spinu o standardowy
h wªasno±
ia
h komuta
ji. Jego konstruk
ja przebiegaªajednak w innej kolejno±
i ni» Borna-Infelda. Mianowi
ie Pry
e wprowadziª najpierwoperator spinu, a pó¹niej konsekwentnie operator poªo»enia. Osi¡gni�
ia Pry
e'a zo-stan¡ przedstawione poni»ej w usystematyzowanej formie, ale podstawowe wyst�puj¡
etu obiekty s¡ to»same oryginalnym. W pierwszym kroku zostaªa wydzielona 
z�±¢ spi-nowa 
aªkowitego momentu p�du. W opisie kowariantnym tensor 
aªkowitego momentup�du Ĵµν mo»e by¢ rozªo»ony na sum� tensora orbitalnego momentu p�du Λ̂µν i ten-sora spinu Σ̂µν . Stosowane b�d¡ równie» tensory dualne do ty
h, ozna
zane gwiazdk¡Hodge'a i de�niowane jako ∗Ĵµν = −εµνρσĴ
ρσ/2 , przy 
zym dla 
aªkowi
ie antysy-metry
znego symbolu przyj�ta jest tutaj konwen
ja ε0123 = −1. Postulowany rozkªadmo»na teraz przeprowadzi¢ stosunkowo prosto zauwa»aj¡
, »e dualny tensor orbitalnegomomentu p�du jest ortogonalny9 do 
zterop�du (lub 
zteropr�dko±
i), niezale»nie od po-sta
i operatora poªo»enia. Wobe
 tego zw�»enie dualnego tensora 
aªkowitego momentup�du z 
zteropr�dko±
i¡ 
harakteryzuje tylko 
z�±¢ spinow¡ tego tensora. Okazuje si�, »eto zw�»enie jest 
zterowektorem Pauli-Luba«skiego:

Ŵµ = ∗Ĵµν û
ν , (1.20)gdzie 
zteropr�dko±¢ ûν = p̂ν/m, przy 
zym mas� mo»na zde�niowa¢ równaniem:

m =
√
p̂µp̂µ. (1.21)Zauwa»my, »e w de�ni
ji Ŵµ kolejno±¢ zw�»onego ilo
zynu dualnego momentu p�dui 
zteropr�dko±
i nie odgrywa roli, dzi�ki 
zemu operator Pauli-Luba«skiego jest her-mitowski. Wynika to z trze
iego komutatora generatorów grupy Poin
arego, który si�zeruje, gdy wszystkie trzy wska¹niki s¡ ró»ne. Równie» na podstawie tego komutatoramo»na pokaza¢, »e Ŵµ komutuje z 
zterop�dem (lub 
zteropr�dko±
i¡). Czterowek-tor Ŵ µ jest z de�ni
ji ortogonalny do 
zteropr�dko±
i. Wiadomo, »e operator rzutu napodprzestrze« ortogonaln¡ do 
zteropr�dko±
i ma posta¢ P̂⊥µν = gµν − ûµûν . Mo»na terazzde�niowa¢ dualny tensor spinu jako dualny tensor 
aªkowitego momentu p�du z odj�t¡
z�±
i¡ ortogonaln¡ do 
zteropr�dko±
i:

∗Σ̂µν = ∗Ĵµν − P̂⊥µρP̂
⊥
νσ(∗Ĵρσ) = Ŵµûν − Ŵν ûµ. (1.22)Na podstawie tego równania ªatwo zauwa»y¢, »e zwykªy tensor spinu (niedualny) jestortogonalny do 
zteropr�dko±
i. Wy
hodz¡
 z tego faktu mo»na by przeprowadzi¢ 
aª¡9Tzn. »e ∗Λ̂µν p̂

ν = 0, gdy» przyjmuje si�, »e tensor orbitalnego momentu p�du jest posta
i biwekto-rowej Λ̂µν = Ŷµp̂ν − Ŷν p̂µ, gdzie Ŷµ jest pewnym operatorem kojarzonym z poªo»eniem.7



konstruk
j� od po
z¡tku nie odwoªuj¡
 si� do tensorów dualny
h, ale równowa»nie de�niu-j¡
 tensor spinu jako ortogonaln¡ do 
zteropr�dko±
i 
z�±¢ tensora 
aªkowitego momentup�du:
Σ̂µν = P̂⊥µρP̂

⊥
νσĴ

ρσ. (1.23)We wzorze tym odgrywa rol� porz¡dek operatorów, przy 
zym wystar
zy, aby opera-tory rzutowe staªy zawsze po tej samej stronie operatora momentu p�du, 
o zapewniaantysymetri� i hermitowsko±¢ tensora spinu. Tensor spinu mo»na opisa¢ dwoma wek-torami: wektorem relatywisty
znego spinu Σ̂ = (∗Σ̂i0) = (Σ̂23, Σ̂31, Σ̂12) oraz wektorem
Γ̂ = (Σ̂i0) = û × Ŵ, gdzie û, Ŵ to przestrzenne 
z�±
i 
zteropr�dko±
i i 
zterowektoraPauli- -Luba«skiego. Wida¢, »e wektor Γ̂ znika to»samo±
iowo w ukªadzie spo
zyn-kowym, zatem tensor spinu mo»e by¢ opisany jednym niezale»nym wektorem.Ostate
znie Pry
e jako wektor spinu wprowadziª spo
zynkow¡ warto±¢ Σ̂ lub równo-wa»nie spo
zynkow¡ warto±¢ Ŵ lub ŝ. Operator ten b�dzie nazywany wektorem spinuspo
zynkowego i ozna
zany symbolem dolara:$̂ = Ŵ + (1 + û0)

−1Ŵ0û, (1.24)przy 
zym je»eli jest u»ywany formalizm pierwszej kwantyza
ji nale»y za
howa¢ ostro»-no±¢, ograni
zaj¡
 si� do stanów o dodatniej energii, 
o zapewnia odwra
alno±¢ opera-tora 1 + û0. Nast�pnie Pry
e wy
hodz¡
 z równania Ĵ = Q̂ × p̂ + $̂ znalazª now¡de�ni
j� o.p. Q̂, któr¡ mo»na zapisa¢ przy u»y
iu antykomutatora w posta
i:
Q̂ = {N̂− (1 + û0)

−1Γ̂, Ĥ−1}/2. (1.25)W wersji rozpisanej równanie to ma posta¢:
Q̂µ(t) = {tp̂µ + Ĵµ0 − (1 + û0)

−1Σ̂µ0, Ĥ−1}/2, (1.26)przy 
zym jak ªatwo si� przekona¢ Q̂0 = t, 
o ±wiad
zy o konsysten
ji zde�niowanegoobiektu, ale nie o jego kowariantno±
i. Powy»szy wzór miaªby zupeªnie jednolit¡ form�,gdyby nie obe
no±¢ zagadkowego 
zynnika (1 + û0)
−1, bez którego w de�ni
ji Q̂µ wy-st�powaªby tylko orbitalny moment p�du i 
zterop�d. Okazuje si� jednak, »e obe
no±¢tego 
zynnika jest klu
zowa, poniewa» bez niego rozwa»any o.p. posiadaªby identy
znezwi¡zki komuta
yjne10 
o operator X̂µ, rozpatrywany dalej, którego skªadowe nie komu-tuj¡. W wersji oryginalnej Pry
e podaª wzór na Q̂ w nie
o innej formie odwoªuj¡
 si�do wielko±
i wprowadzony
h przez Borna i Infelda:

Q̂ = q̂ +
ŝ× p̂

m(m+ Ê)
. (1.27)Autor omawianego artykuªu nie podaª interpreta
ji geometry
znej wprowadzonego spinuspo
zynkowego $̂. Mimo to Pry
e odniósª ogromny matematy
zny suk
es znajduj¡
obserwable Q̂ i $̂ speªniaj¡
e w peªni satysfak
jonuj¡
e reguªy komuta
yjne:$̂× $̂ = i$̂ ; Q̂× Q̂ = 0 ; [Q̂k, p̂l] = iδkl. (1.28)Wida¢ wi�
, »e poªo»eniowy operator Pry
e'a posiada de�ni
j� odwoªuj¡
¡ si� do po-j�
ia ±rodka energii z subtelnie wyeliminowan¡ 
z�±
i¡ spinow¡ oraz po»¡dane wªasno±
i10Doty
zy to 
o najmniej ty
h komutatorów, które s¡ dalej wypisane.8



operatorowe (w sensie komutatorów). Operator Q̂µ nie stanowi jednak 
zterowektora, alejak si� oka»e dalej nie nale»y tego wymaga¢ od o.p. Ponadto operator Pry
e'a nie jestdobrze okre±lony dla 
z¡stek bezmasowy
h ze spinem11. Fakt ten wynika bezpo±rednioze wzoru (1.27) , w którym masa wyst�puje w mianowniku, a wszystkie inne wielko±
i s¡nieosobliwe. Omawiana trudno±¢ jest konsekwen
j¡ nieistnienia ukªadu spo
zynkowego,a wi�
 i spinu spo
zynkowego $̂ dla 
z¡stek bezmasowy
h. Niekowariantny 
harakter tegoostatniego spinu jest równie» niezadowalaj¡
y.Po drugiej wojnie ±wiatowej Pry
e kontynuowaª badania nad o.p. i w 1948 rokuopublikowaª pra
� o relatywisty
znym ±rodku masy-energii [23℄. W pra
y tej autor dys-kutuje kilka propozy
ji takiej de�ni
ji. Dwie z ni
h to q̂ i Q̂, za± kolejne dwie odwoªywaªysi� do spo
zynkowego ±rodka masy-energii rozwa»anego mi�dzy innymi przez Fokkera[11℄ w 1929 roku. Przez spo
zynkowy ±rodek masy-energii nale»y rozumie¢ ±rodek ener-gii w sensie Borna-Infelda obli
zony w ukªadzie spo
zynkowym. Mo»na go wyrazi¢w nota
ji kowariantnej nast�puj¡
o:
Ŷ µ(τ) = τ ûµ + {Ĵµν , ûν}/2m, (1.29)gdzie ûµ jest operatorem 
zteropr�dko±
i, a τ 
zasem wªasnym, traktowanym tutaj jakozwykªy skalar (a nie operator). Podstawowe zwi¡zki komuta
yjne dla tego operatora maj¡posta¢:

[Ŷµ, p̂ν] = −iP̂⊥µν = −i(gµν − ûµûν) ; [Ŷµ, Ŷν] = iĴµν/m
2. (1.30)Niestety nie s¡ to zwi¡zki komuta
yjne, jaki
h mo»na by o
zekiwa¢ od operatora poªo»e-nia. Pierwszy zwi¡zek nie koresponduje z analogi
znym zwi¡zkiem nierelatywisty
znym,za± wynik drugiego komutatora zale»y od punktu wzgl�dem którego li
zony jest momentp�du. Przykªad ten jest argumentem na to, »e nie nale»y wymaga¢, aby o.p. byª wielko-±
i¡ kowariantn¡. Mimo to operator Ŷ µ mo»e zosta¢ u»yty do wyra»enia kowariantnegoorbitalnego momentu p�du:

Λ̂µν(τ0) = Ŷµ(τ0)p̂ν − Ŷν(τ0)p̂µ, (1.31)gdzie τ0 jest dowolnie wybranym 
zasem wªasnym. Natomiast kowariantny wewn�trznymoment p�du równy ró»ni
y 
aªkowitego i orbitalnego momentu p�du przy pomo
y wzo-rów na generatory Ĵµν , p̂µ mo»e by¢ zapisany w posta
i:
Σ̂µν =

∫

Ω

[(xµ − Ŷµ)T̂νρ − (xν − Ŷν)T̂µρ] ∗ dxρ, (1.32)gdzie obszar jak i forma obj�to±
i s¡ okre±lone w ten sam sposób, 
o we wzorze np. nagenerator p̂µ. Powy»sze równanie jest podstaw¡ prostej interpreta
ji tensora spinu, we-dªug której jest on momentem p�du obli
zonym wzgl�dem kowariantnego spo
zynkowego±rodka masy-energii.Nast�pnie Pry
e reparametryzuje operator Ŷ µ(τ), prze
hodz¡
 od 
zasu wªasnego τ do
zasu t w pewnym ustalonym ukªadzie odniesienia. W teorii klasy
znej, w której Y µ(τ) opi-suje prost¡ w 
zasoprzestrzeni taka reparametryza
ja nie narusza wspóªzmienni
zo±
i.Ina
zej przedstawia si� sytua
ja w wersji operatorowej, w której reparametryza
ja ªamiewspóªzmienni
zo±¢ o.p. lub innymi sªowy prowadzi do nowego operatora. Mo»na si�o tym przekona¢ przeprowadzaj¡
 peªn¡ konstruk
j�. W pierwszym kroku nale»y zaªo»y¢,»e 
zas wªasny jest hermitowskim operatorem τ̂ , a nowy o.p. X̂µ ma posta¢ operatora Ŷ µ,11Bardziej sz
zegóªowo przypadek taki
h 
z¡stek b�dzie dyskutowany dalej.9



w którym 
zas wªasny i 
zteropr�dko±¢ s¡ uporz¡dkowane symetry
znie dla zapewnieniahermitowsko±
i, 
zyli X̂µ(τ̂ ) = {τ̂ , ûµ}/2 + {Ĵµν , ûν}/2m. Nast�pnie nale»y rozwi¡-za¢ równanie X̂0(τ̂ ) = t ze wzgl�du na 
zas wªasny. Ostate
znie poszukiwany operatorw funk
ji 
zasu t (skalarnego) ma form�:
X̂µ(t) = tp̂µĤ−1 + {Ĵµν , p̂ν}/2m2 + {Ĵν0, p̂

µp̂νĤ−1}/2m2. (1.33)Operatory Ŷ µ(τ), X̂µ(t) b�d¡ dalej nazywane o.p. Fokkera odpowiednio pierwszegoi drugiego rodzaju. Warto podkre±li¢, »e Pry
e w zasadzie nie wyodr�bniª tego pierw-szego operatora nie zdaj¡
 sobie do ko«
a sprawy, »e operator X̂µ(t) nie jest na poziomiekwantowym kowariantny. Ten ostatni fakt ostate
znie potwierdzaj¡ zwi¡zki komuta
yjne.Przykªadowo komutator rozwa»anego o.p. z 
zterop�dem nie jest wielko±
i¡ kowariantn¡,ale mimo to ma on satysfak
jonuj¡
¡ posta¢:
[X̂k, p̂l] = iδkl ; [X̂, Ĥ] = ip̂/Ĥ. (1.34)Jak mo»na si� domy±la¢, wspóªrz�dne Fokkera nie komutuj¡:

X̂× X̂ = iŝ/m2 lub [X̂k, X̂ l] = iŝkl/m2, (1.35)gdzie prawa strona wyra»ona jest za pomo
¡ spinu Borna-Infelda. Mimo braku komu-ta
ji skªadowy
h operator Fokkera drugiego rodzaju jest w niektóry
h podr�
znika
hprzedstawiany jako poprawny operator poªo»enia.Operatory Fokkera X̂ i Ŷ tra
¡ sens dla 
z¡stek bezmasowy
h ze spinem. Pry
estwierdziª, »e w tym przypadku nie istnieje równie» operator Q̂ o komutuj¡
y
h skªado-wy
h. Ciekawostk¡ jest jednak fakt, »e jawne wzory na ten operator zarówno w przypadkufermionów jak i bozonów formalnie maj¡ sens nawet dla m = 0 (patrz np. wzór (1.44)).Pozorna sprze
zno±¢ tkwi w tym, »e tak naprawd� przypadek 
z¡stek bezmasowy
h toinna teoria (z inn¡ li
zb¡ stopni swobody), wymagaj¡
a osobnego rozpatrzenia. Pry
erozpatrzyª osobno przypadek fotonu i podaª dla niego operator poªo»enia typu Borna-Infelda:
q̂ = x− ip̂

2p̂2
+

p̂× τ̂
p̂2

, (1.36)gdzie τ̂ i to pewne ma
ierze spinu, a p̂ =
√
−△. Pry
e nie podaª osobnej analizy przy-padku bezmasowy
h fermionów. Je»eli jednak podstawimy m = 0 do wzoru na o.p.fermionu, podanego przez Pry
e'a, to otrzymamy:

q̂ = x +
p̂× Ŝ

p̂2
, (1.37)gdzie Ŝ = α̂ × α̂/4i jest zwykªym ma
ierzowym operatorem spinu. W dalszej 
z�±
i tejpra
y oka»e si� 
zy powy»szy operator uzyskany w uprosz
zony sposób jest wyli
zonyprawidªowo.Innym istotnym elementem pra
y Pry
e'a z 1948 r. byªo zastosowanie opisany
hde�ni
ji dla elektronu oraz dyskusja transforma
ji unitarnej pola Dira
a, po której ope-rator Q̂ b�dzie diagonalny. Jednak w 
z�±
i podsumowuj¡
ej pra
� Pry
e opowiada si�za kowariantnym (jak mniemaª) o.p. X̂(t) i 
o za tym idzie fundamentaln¡ nieozna
zo-no±
i¡ poªo»enia 
z¡stek ze spinem rz�du komptonowskiej dªugo±
i fali. Ozna
za to, »enie do
eniaª on dostate
znie wagi wprowadzonego przez siebie operatora Q̂.10



1.3 Osi¡gni�
ia Newtona i Wigneraoraz Foldy'ego i WouthuysenaW1949 roku pra
� na temat lokaliza
ji ukªadów elementarny
h opublikowali T.D.New-ton i E.P. Wigner [21℄. Autorzy wy
hodz¡
 z rozwa»a« natury teorio-grupowej doszlido nast�puj¡
ej posta
i o.p. w przedstawieniu p�dowym dla 
z¡stki bezspinowej:
Q̂k = −i

( ∂

∂pk
+

pk

2E2

)
, (1.38)gdzie pk = −pk, a E = +

√
m2 + p2, gdy» byªa rozwa»ana jedynie dodatnia powªoka masy.Tak¡ posta¢ o.p. mo»na równie» ªatwo uzyska¢ obli
zaj¡
 hermitowsk¡ 
z�±¢ zwykªegoo.p. −i∂/∂pk , je±li skorzysta¢ z niezmienni
zej miary obj�to±
i w przestrzeni p�dowej.Ponadto bezpo±rednim ra
hunkiem mo»na sprawdzi¢, »e ten operator jest to»samy ope-ratorowi Pry
e'a12, 
o zreszt¡ zostaªo zazna
zone w omawianej pra
y. Newton i Wi-gner podali równie» ugólny wzór na operator poªo»enia dla 
z¡stek o dowolnym spiniepoªówkowym s:

Q̂k = Π̂

[ 2s∏

a=1

(1 + γ̂0
a)

]
E2s+1/2

(E +m)s

(
− i ∂

∂pk

) E−1/2

(E +m)s
Π̂, (1.39)gdzie {γ̂µ

a} to 8s uogólniony
h ma
ierzy Dira
a, natomiast Π̂ to operator rzutu naprzestrze« rozwi¡za« uogólnionego równania Dira
a13:
Π̂ =

2s∏

a=1

(γ̂µ
apµ +m)γ̂0

a/2E. (1.40)Okazaªo si�, »e np. dla s = 1/2 wprowadzony o.p. jest znowu równowa»ny (wedªugautorów) operatorowi Pry
e'a, je»eli ograni
zy¢ si� do stanów o dodatniej energii.Newton i Wigner napotkali na spore trudno±
i przy próbie podania operatora poªo»e-nia fotonu. Ponadto stwierdzili oni, »e je»eli jaka± 
z¡stka jest zlokalizowana w punk
ie
zasoprzestrzennym w jednym ukªadzie, to nie b�dzie ona zlokalizowana w innym ukªadziewspóªrz�dny
h.Pra
a Newtona i Wignera byªa podstaw¡ dla wielu pó¹niejszy
h matematy
z-ny
h pra
 o operatorze poªo»enia. Z wa»niejszy
h nale»y wymieni¢ tu obszerny artu-kuª A.S. Wightmana O lokaliza
ji ukªadów kwantowome
hani
zny
h [25℄ z 1962 roku.Równie» w lata
h sze±¢dziesi¡ty
h nawi¡zywali do tej pra
y G.W. Ma
key [20℄ orazM.J. Lunn [19℄. Pewn¡ teori� operatora poªo»enia 
z¡stek bezmasowy
h podali E. Ange-lopoulos, F. Bayen i M. Flato [1℄ w 1974 roku. Podstaw¡ ty
h matematy
zny
h pra
byªo twierdzenie o nazwie imprimitivity theorem, którego najogólniejsza wersja zostaªaudowodniona przez Ma
key'a. Twierdzenie to doty
zy reprezenta
ji podgrup w prze-strzeni Hilberta, np. reprezenta
ji euklidesowej podgrupy grupy Poin
arego. Wi�
ejsz
zegóªów na temat tego twierdzenia i �zy
zny
h zastosowa« mo»na znale¹¢ w podr�
z-niku Asima O. Baruta i Ryszarda R¡
zki [4℄ do teorii grup (1977r.).Bardziej intui
yjne �zy
znie podej±
ie przedstawili Leslie L. Foldy i Siegfried A.Wo-uthuysen [12℄ w 1950 roku. I
h pra
a byªa bezpo±redni¡ kontynua
j¡ rozwa»anej przez12Operator Pry
e'a dla 
z¡stki bezspinowej jest równowa»ny o.p. Borna-Infelda.13Mowa o równaniu Bargmanna-Wignera γ̂µ
a p̂µψ = mψ.11



Pry
e'a transforma
ji unitarnej, która diagonalizuje operator Q̂. W dodatku N6 trans-forma
ja Foldy'ego-Wouthuysena zostaªa zde�niowana przy pomo
y spe
jalnego p
hni�-
ia lorentzowskiego. Zadaniem tej transforma
ji jest odseparowanie od siebie rozwi¡za«równania Dira
a o dodatni
h i ujemny
h energia
h. Transforma
ja ta ma posta¢:
ψFW = ÛFWψ, gdzie ÛFW =

Ê + β̂ĤD√
2Ê(m+ Ê)

, (1.41)przy 
zym ψFW jest przetransformowanym polem Dira
a, Ê = +
√
m2 −△, a β̂ jestjedn¡ z ma
ierzy Dira
a. Równanie Dira
a po tej transforma
ji przyjmuje bardziejzbli»on¡ form� do równania S
hrödingera na funk
j� falow¡:

i∂tψFW = β̂
√
m2 −△ψFW . (1.42)Autorzy zauwa»yli, »e w nowej reprezenta
ji operator Pry
e'a jest zwykªym operatoremmno»enia przez x, tzn. »e:

ÛQ̂Û−1 = x (1.43)Mimo i» 
aªa ukªadanka za
z�ªa tworzy¢ jedn¡ 
aªo±¢ Foldy i Wouthuysen nazwalioperator Q̂ maªo odwa»nie mean position, rezerwuj¡
 termin position dla operatora, któryw standardowej reprezenta
ji jest mno»eniem przez x. Mean position wyrazili w standar-dowej reprezenta
ji w formie:
Q̂ = x +

iβ̂α̂

2Ê
+ i

Ê(α̂× α̂)× p̂− 2β̂(α̂ · p̂)p̂

4Ê2(Ê +m)
, (1.44)przy 
zym operator Q̂ jest tu przedstawiony w obrazie S
hrödingera. W identy
znejformie operator poªo»enia elektronu zostaª przedstawiony przez Pry
e'aw pra
y z 1948 r.Istotnym argumentem Foldy'ego iWouthuysena na rze
z mean position byªa posta¢pr�dko±
i. Wedªug starego operatora position operatorem pr�dko±
i byªaby α̂. Poniewa»operator ten nie jest staª¡ ru
hu oraz jego kwadrat jest jedynk¡14, to nie mo»e on by¢sensownym operatorem pr�dko±
i. Natomiast po
hodna 
zasowa mean position wyra»asi� takim samym równaniem 
o w relatywisty
znej me
hani
e klasy
znej15:

dQ̂(t)

dt
= i[Q̂, ĤD] =

p̂

ĤD

. (1.45)Kwadrat takiej pr�dko±
i nie jest wi�kszy od jedynki, 
zyli pr�dko±
i ±wiatªa.1.4 Przegl¡d wybrany
h wspóª
zesny
h pra
o lokaliza
ji 
z¡stekO operatora
h poªo»enia Henri Ba
ry napisaª krótk¡ ksi¡»k� Lo
alizability and Spa
ein Quantum Physi
s [2℄ wydan¡ w 1988 roku. W tym samym roku autor ten opublikowaªpra
� The position operator revisited [3℄ nawi¡zuj¡
¡ do jego ksi¡»ki. Ba
ry reprezentujealternatywne podej±
ie staraj¡
 si� forsowa¢ poªo»eniowe operatory a la S
hrödinger14Ozna
zaªoby to, »e elektron porusza si� z pr�dko±
i¡ ±wiatªa.15Tak¡ wªasno±¢ maj¡ równie» o.p. R̂ i q̂. 12




zy Born-Infeld. To podej±
ie zdaniem autora umo»liwia de�ni
j� o.p. dla fotonówi 
z¡stek ze skr�tno±
i¡. Ba
ry konkluduje dalej, »e ta 
e
ha uniwersalno±
i taki
ho.p. jest argumentem na i
h poprawno±¢. Ponadto, podobnie jak inni bada
ze, starasi� On oprze¢ swoje propozy
je na generatora
h grupy Poin
arego. Dla bezmasowy
hfermionów Ba
ry podaje nast�puj¡
y o.p.:
R̂± = x +

ip̂

2p̂2
∓ iσ̂

2p̂
, (1.46)gdzie σi to ma
ierze Pauliego. Je»eli uwzgl�dnimy operator znaku w posta
i σ̂ · p̂/p̂,to mo»na pokaza¢, »e powy»szy o.p. ma tak¡ sam¡ posta¢ jak operator (1.37) wynika-j¡
y z pra
y Pry
e'a16. Dla fotonu Ba
ry proponuje przyj¡
 tranwersalny o.p., tzn.taki, który nie narusza warunku bez¹ródªowo±
i wektorowej fuk
ji falowej. Taki operatorpoªo»enia fotonu przybraª form�:

R̂⊥ = x +
p̂× Ŝ

p̂2
, (1.47)gdzie (Si)jk = −iεijk to ma
ierze spinu. Mimo, »e podany przez Ba
rego operatorjest transwersalny, to nie jest on operatorem parzystym, gdy» brakuje w nim 
zªonu

−ip̂/2p̂2 (patrz wzór (1.36)). Brak tego 
zªonu byªby uzasadniony w reprezenta
ji funk
jifalowej fotonu danej przez (1.49), ale Ba
ry pra
owaª w reprezenta
ji (1.48). Pod konie
omawianej pra
y autor podaje klas� funk
ji wªasny
h zetowej skªadowej o.p. fotonu.O operatora
h poªo»enia napisano wi�
ej pra
, z który
h najnowsze zostaªy opu-blikowane ju» w XXI wieku. Niektóre z nowszy
h pra
 doty
z¡ doty
h
zas niedostate
zniezbadanego aspektu lokaliza
ji 
z¡stek bezmasowy
h. Przykªadem mog¡ by¢ tutaj pra
eIwo Biaªyni
kiego-Biruli [5℄ i [6℄. Pierwsza z ni
h byªa opublikowana w 1993 roku i do-ty
zy funk
ji falowej fotonu, w sz
zególno±
i w reprezenta
ji poªo»eniowej. Jak wiadomofunk
ja taka wi¡»e si� z poªo»eniow¡ g�sto±
i¡ prawdopodobie«stwa, a zatem i z operato-rem poªo»enia. Szerzej tego typu aspekty zwi¡zane z o.p. b�d¡ rozpatrywane w nast�p-nym rozdziale. Natomiast pra
a [6℄ z 1998 roku doty
zy wykªadni
zej lokaliza
ji fotonów.W pra
y tej rozwa»one s¡ stany fotonowe, opisane zespolonym wektorem Hertza, któ-rego zale»no±¢ od tzw. ±wietlny
h wspóªrz�dny
h t ± |x|, li
zony
h wzgl�dem ±redniegopoªo»enia fotonu, ma 
harakter wykªadni
zy. Omawiana pra
a, podobnie jak poprzed-nia, 
z�±
iowo odnosi si� do zna
znie starszej pra
y L.D. Landau'a i Z. Peierlsa [18℄z 1930 roku, w której autorzy proponuj¡ nielokaln¡ funk
j� falow¡ fotonu. Aby przed-stawi¢ de�ni
j� tej funk
ji wygodnie jest wprowadzi¢ zespolone nat�»enie Riemanna--Silbersteina pola elektromagnety
znego:
F =

1√
2
(E + iB), (1.48)gdzie E to wektor nat�»enia pola elektry
znego, a B to wektor induk
ji pola magne-ty
znego. Bardziej bezpo±rednio potrzebna jest nast�puj¡
a zmody�kowana posta¢ tegozespolonego pola:

F(x) =
1√

2
√
−△

[
E(x) + iB(x)

]
= π

∫
d3x′

(2π|x− x′|)5/2
F(x′). (1.49)16Przy 
zym uto»samiamy ma
ierze spinu, które w jednej teorii maj¡ rozmiar 4x4, a w drugiej 2x2.13



W drugiej 
z�±
i tej pra
y magisterskiej wielko±
i powy»szego typu s¡ nazywane obiektamiheterowariantnymi17. W teorii kwantowej polu F odpowiada operator F̂ , a funk
ja falowaLandau'a-Peierlsa jest elementem ma
ierzowym tego operatora poli
zonym na staniepró»ni i zadanym stanie jednofotonowym.W 2001 roku sz
zegóªow¡ pra
� [15℄ na temat operatora poªo»enia fotonu opublikowaliMargaret Hawton i Wiliam E. Baylis. Punktem wyj±
ia w tej pra
y jest operatorPry
e'a zapisany w posta
i:
Q̂ = q̂ +

$̂× p̂

Ê(m+ Ê)
, (1.50)gdzie q̂ to operator ±rodka energii Borna-Infelda, a $̂ to spo
zynkowy spin Pry
e'a.Wida¢, »e operator Pry
e'a w tej posta
i byªby dobrze okre±lony dla m = 0, gdybydobrze okre±lony byª spin $̂. Wobe
 tego zamiast spinu $̂ (który dla fotonów nie ma sensu)warto u»y¢ ma
ierzowego operatora spinu dla 
z¡stek o spinie 1, znanego z me
hanikikwantowej. Wªa±nie w ten sposób post¡pili Hawton i Baylis. Okazaªo si� jednak,»e skªadowe tak otrzymanego operatora nie komutuj¡. Mimo to autorzy poszli dalejmody�kuj¡
 nie
o ten operator, otrzymuj¡
 na ko«
u operator o po»¡dany
h zwi¡zka
hkomuta
yjny
h, taki
h samy
h, jak dla w
ze±niej rozpatrywanego operatora Pry
e'a Q̂.Publika
ja [15℄ nie zawiera jednak »adnego dostate
znie jawnego wzoru wyra»aj¡
egoproponowany operator, 
o zna
znie utrudnia wery�ka
j� jednozna
zno±
i i niezale»no±
iod 
e
howania tego operatora.Mimo ty
h wszystki
h 
z¡stkowy
h suk
esów do dzi± jedna z najbardziej podstawo-wy
h wielko±
i �zy
zny
h (poªo»enie) nie posiada powsze
hnie przyj�tego i dostate
znienieskomplikowanego opisu matematy
znego w rama
h relatywisty
znej me
haniki kwan-towej, nawet dla teorii bez oddziaªywania.1.5 PodsumowanieW powy»szej analizie history
znej rozpatrzono pi�¢ propozy
ji hermitowski
h opera-torów poªo»enia R̂, q̂(t), Q̂(t), X̂(t), Ŷ µ(τ), przy 
zym operator Pry
e'a Q̂(t) wpro-wadzany byª na 
o najmniej trzy sposoby. History
znie pierwszym z wymieniony
h ope-ratorów byª operator S
hrödingera R̂, który okazaª si� równowa»ny operatorowi q̂.Heisenbergowski operator Borna-Infelda q̂(t) jest operatorem ±rodka energii w do-sªownym tego sªowa zna
zeniu. Jego atutem jest dobra okre±lono±¢ dla 
z¡stek bezma-sowy
h. Z kolei operatory Fokkera Ŷ µ(τ) i X̂(t) opisuj¡ ±rodek energii w ukªadziespo
zynkowym. Ten pierwszy operator jest kowariantny i sªu»y do wyra»enia w zgrabnejformie kowariantnego tensora orbitalnego momentu p�du. Jednak jako kwantowome
hani-
zny operator poªo»enia zde
ydowanie na pierwszy plan wysuwa si� równowa»nie zde�-niowany przez Pry
e'a, Newtona i Wignera oraz Foldy'ego i Wouthuysenaoperator Q̂(t). Jego najwa»niejsz¡ wªasno±
i¡ jest przemienno±¢ skªadowy
h. Niestety,zgodnie z Pry
em, operator o tej wªasno±
i nie istnieje dla 
z¡stek bezmasowy
h ze spi-nem. Niemniej jednak Hawton i Baylis polemizuj¡ z t¡ opini¡ na przykªadzie fotonu.Warto podkre±li¢, »e wi�kszo±¢ rozwa»any
h o.p. byªa zde�niowana tylko za pomo
¡hilbertowskiej reprezenta
ji generatorów grupy Poin
arego tzn. p̂µ i Ĵµν .17Zale»ne od wspóªrz�dny
h przestrzenny
h obiekty heterowariantne maj¡ zawsze (w przyj�ty
h jed-nostka
h) wymiar m−3/2. 14



Zagadnienie relatywisty
znego operatora poªo»enia nie zostaªo w peªni wy
zerpane.Przede wszystkim brakuje ujednoli
enia i uprosz
zenia opisu matematy
znego. Ponadtonale»aªoby okre±li¢ (je±li istnieje) relatywisty
zny pr¡d g�sto±
i prawdopodobie«stwa po-ªo»enia dla ró»ny
h 
z¡stek i zbada¢ jego wªasno±
i. Równie» operatory spinu, wyko-rzystywane w de�niowaniu operatorów poªo»enia, posiadaj¡ wady np. niekowariatno±¢.Rozwa»ane obiekty spinowe maj¡ zbyt klasy
zny rodowód odwoªuj¡
y si� do klasy
znierozumianego wªasnego momentu p�du. Nadanie im 
e
h operatorowy
h niewiele tutajzmienia. Prawidªowe kwantowopolowe operatory spinu mo»na uzyska¢ np. na podstawietwierdzenia Noether, a wynik nie konie
znie b�dzie si� pokrywaª z rozwa»anymi tutajoperatorami.Poza tym nie zostaªo w peªni przejrzy±
ie rozpatrzone zagadnienie jedno
z¡stkowo±
io.p. w ±
isªym zna
zeniu tego sªowa, tzn. z rozró»nieniem 
z¡stek i anty
z¡stek. Zgodniez tym dla 
z¡stek naªadowany
h powinny istnie¢ dwa operatory poªo»enia, np. dla elektro-nów (p0 > 0) i pozytonów (p0 < 0). Poza tym nale»aªoby 
aª¡ teori� opisa¢ konsekwentniew j�zyku jedno
z¡stkowy
h stanów skwantowany
h pól.Równie» do ko«
a nie jest jasne zagadnienie operatora poªo»enia 
z¡stek bezmasowy
hze spinem. W przypadku fotonu Pry
e, Ba
ry oraz Hawton i Balis podali nierówno-wa»ne operatory poªo»enia. Wobe
 tego pojawia si� pytanie dla
zego operator poªo»enianie jest zde�niowany uniwersalnie, bez wyró»niania przypadku z zerow¡ mas¡.Nale»y podkre±li¢, »e 
aªa niniejsza 
z�±¢ pra
y doty
zy jedynie teorii bez oddziaªy-wania.

15



16



Cz�±¢ IIOperator poªo»enia i funk
je falowefokowski
h stanów kwantowy
h pólswobodny
h
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Rozdziaª 2Krótkie wprowadzenieW niniejszej 
z�±
i pra
y zostanie podana konstruk
ja funk
ji falowej w naturalnej 1reprezenta
ji poªo»eniowej w rama
h formalizmu drugiej kwantyza
ji. Wa»n¡ 
e
h¡ takiejfunk
ji falowej jest to, »e przy jej pomo
y ilo
zyn skalarny dwó
h stanów jedno
z¡stko-wy
h wyra»a si� w identy
zny sposób jak w teorii nierelatywisty
znej. Je»eli Ψ1(x) i Ψ2(x)s¡ funk
jami falowymi pewny
h dwó
h jedno
z¡stkowy
h stanów, to ilo
zyn skalarny ty
hdwó
h stanów mo»e by¢ zapisany w posta
i:
〈Ψ1|Ψ2〉 =

∫
d3x Ψ∗1(x)Ψ2(x). (2.1)Drugim warunkiem na reprezenta
je poªo»eniow¡ i operator poªo»enia Q̂ jest »¡danie, abyelementy ma
ierzowe tego operatora wyra»aªy si� nast�puj¡
o:

〈Ψ1|Q̂|Ψ2〉 =

∫
d3x Ψ∗1(x) xΨ2(x). (2.2)Powy»sza forma elementu ma
ierzowego operatora poªo»enia z reguªy okre±la jego posta¢w reprezenta
ji poªo»eniowej, w której powinien by¢ on opera
j¡ mno»enia przez x 2:

{Q̂}ΨΨ(x) = xΨ(x), (2.3)gdzie nawias klamrowy z indeksem dolnym okre±la konkretn¡ reprezenta
j� zawartegow nim operatora. Wprowadzone trzy warunki s¡ jesz
ze zbyt ogólne poniewa» doty
z¡ onedowolnego operatora wektorowego o widmie 
i¡gªym i komutuj¡
y
h skªadowy
h. W 
elunadania operatorowi Q̂ po»¡danego 
harakteru nale»y dokona¢ uto»samienia zmienny
h
xi, wyst�puj¡
y
h we wzora
h (2.1)-(2.3), ze wspóªrz�dnymi przestrzennymi. Uto»samie-nie to b�dzie o
zywiste, je»eli de�ni
ja funk
ji falowej Ψ(x) odnosi¢ si� b�dzie do operatorapola φ̂(x).Wida¢ zatem, »e zagadnienie znalezienia operatora poªo»enia zostaªo sprowadzonedo konstruk
ji funk
ji falowej w spe
jalnej reprezenta
ji poªo»eniowej, nazywanej w tejpra
y reprezenta
j¡ heterowariantn¡. To drugie zadanie b�dzie dalej rozwi¡zane w opar
iuo poªo»eniowe operatory anihila
ji âx i krea
ji â†x 
z¡stki w punk
ie x o �unormowanym�komutatorze:

[âx, â
†
x′ ] = δ(3)(x− x′). (2.4)1Tzn. koresponduj¡
ej wraz z prawami transforma
yjnymi z analogi
zn¡ funk
j¡ falow¡ w teorii nie-relatywisty
znej.2Zagadnienie to komplikuj� si� w przypadku, gdy na funk
j� falow¡ narzu
one s¡ pewne wi�zy.19



De�ni
ja operatora âx musi opiera¢ si� na operatorze pola.W przypadku 
z¡stek z niezerowym spinem nale»y uwzgl�dni¢ spinowe stopnie swo-body w ten sposób, aby heterowariantne operatory anihila
ji i krea
ji speªniaªy zwi¡zek:
{âx,σ, â

†
x′,σ′}s = δσσ′δ(3)(x− x′), (2.5)gdzie { , }s jest komutatorem dla bozonów, a antykomutorem dla fermionów, za± σ i σ′indeksuj¡ spinowe stopnie swobody. Okazuje si�, »e zwi¡zki typu (2.5) s¡ silniejszymwarunkiem na reprezenta
j� heterowariantn¡, ni» warunki posta
i:

〈Ψ1|Ψ2〉 =
∑

σ

∫
d3x Ψ∗1(x, σ)Ψ2(x, σ) , 〈Ψ1|Q̂|Ψ2〉 =

∑

σ

∫
d3x Ψ∗1(x, σ)xΨ2(x, σ),(2.6)gdzie Ψ1,2(x, σ) s¡ kilkukomponentowymi funk
jami falowymi stanów |Ψ1,2〉, o li
zbiekomponentów równym li
zbie spinowy
h stopni swobody.Przyto
zone tutaj wzory s¡ identy
zne jak w teorii nierelatywisty
znej, ale relatywi-sty
zny 
harakter teorii tkwi mi�dzy innymi w nietrywialny
h prawa
h transforma
yjny
hrozwa»any
h obiektów oraz w strukturze hamiltonianu.W przypadku 
z¡stek o niezerowym spinie, »¡danie niezale»no±
i konstruk
ji operatorapoªo»enia od wyboru bazy spinowej wymaga ograni
zenia si� do spe
jalnej klasy taki
hbaz. Zostan¡ zatem wprowadzone tzw. 
ykli
zne bazy spo
zynkowe zde�niowane przypomo
y p
hni�¢ Lorentza tzw. 
ykli
zny
h elementów bazy, w wyró»nionym ukªadzieiner
jalnym.Sz
zegóªy konstruk
ji poªo»eniowy
h operatorów krea
ji i anihila
ji oraz funk
ji falo-wej i operatora poªo»enia zostan¡ dokªadnie omówione na przykªadzie rze
zywistego polaskalarnego opisuj¡
ego neutralne 
z¡stki bezspinowe. Nast�pnie zostanie wykonane, przyu»y
iu baz 
ykli
zny
h, analogi
zne post�powanie dla 
z¡stek naªadowany
h oraz 
z¡steko spina
h 1/2 (elektrony, pozytony) i 1 (
z¡stki Pro
a). Oka»e si�, »e wyniki ty
h kon-struk
ji mo»na wyrazi¢ przy pomo
y transforma
ji pól typu Foldy'ego-Wouthuysena lubtzw. spo
zynkowy
h warto±
i pól.Najwi�kszy
h trudno±
i przysporzy poszukiwanie operatora poªo»enia fotonu. Osta-te
znie zostanie podana propozy
ja takiego operatora oparta na uogólnionej transforma
jiFoldy'ego-Wouthuysena blisko zwi¡zanej z 
e
howaniem Coulomba. Mimo tego propono-wany operator nie zale»y od swobody 
e
howania stanów, jaka wyst�puje w przypadkukwantowania pola elektromagnety
znego metod¡ Gupty-Bleulera.Ponadto okazaªo si�, »e sz
zególnej uwagi wymaga równie» zagadnienie operatora po-ªo»enia bezmasowego fermionu o ustalonej skr�tno±
i. Zostaªo ono opisane w ostatnimuzupeªniaj¡
ym rozdziale.W opra
owaniu niniejszej 
z�±
i pra
y pomo
ne byªy podr�
zniki [17℄, [14℄ i [8℄.
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Rozdziaª 3Rze
zywiste pole skalarne - neutralne
z¡stki bezspinowe
3.1 Kwantowanie kanoni
zne i przestrze« Fo
kaPunktem wyj±
ia teorii hermitowskiego1 pola skalarnego φ jest równanie Kleina-Gordo-na:

(� +m2)φ̂(x) = 0, (3.1)gdzie m jest mas¡ kwantów tego pola. Wygodnie jest dokona¢ fourierowskiego rozkªadupola na fale pªaskie. Inwariantna wersja takiego rozkªadu opisana w uwaga
h nota
yjny
hN4 ma posta¢:
φ̂(x) =

∫
d3p

(2π)32p0
[
ˆ̃
φ(p)e−ip·x − ˆ̃

φ(−p)eip·x], (3.2)gdzie p0 = +
√
m2 + p2, a ˆ̃

φ(p) to inwariantna trójwymiarowa transformata Fourierapola. Nie
h â(p) = ˆ̃φ(p), wów
zas na podstawie hermitowsko±
i pola â†(p) = − ˆ̃φ(−p).Ostate
znie rozkªad pola przybiera form�:
φ̂(x) =

∫
d3p

(2π)32p0
[â(p)e−ip·x + â†(p)eip·x]. (3.3)Na podstawie formalizmu kanoni
znego klasy
znego pola φ w wyniku zast¡pienia na-wiasów Poissona komutatorami podzielonymi przez jednostk� urojon¡, tzn. { , }NP →

[ , ]/i, uzyskuje si� równo
zasowe zwi¡zki komuta
yjne:
[φ̂(t,x), ∂tφ̂(t,x′)] = iδ(3)(x− x′)

[φ̂(t,x), φ̂(t,x′)] = 0

[∂tφ̂(t,x), ∂tφ̂(t,x′)] = 0.

(3.4)Ze zwi¡zków ty
h wynikaj¡ reguªy komuta
yjne operatorów â(p), â†(p) na dodatniejpowªo
e masy p2 = m2, p0 > 0:
[â(p), â†(p′)] = (2π)32p0δ

(3)(p− p′)
[â(p), â(p′)] = 0
[â†(p), â†(p′)] = 0.

(3.5)1Klasy
znej wielko±
i rze
zywistej odpowiada operator hermitowski.21



Operatory2 â(p), â†(p), nazywane dalej inwariantnymi operatorami anihila
ji i krea
ji
z¡stki o 
zterop�dzie pµ, sªu»¡ do konstruk
ji hilbertowskiej przestrzeni stanówH, zwanejprzestrzeni¡ Fo
ka. Podstaw¡ 
aªej konstruk
ji jest stan pró»ni |0〉, zde�niowany jakowspólne j¡dro wszystki
h operatorów anihila
ji, tzn:
∀p: â(p)|0〉 = 0. (3.6)Okazuje si�, »e warunek ten de�niuje 
aª¡ jednowymiarow¡ podprzestrze« stanów pró»ni.Ta niejednozna
zno±¢ wyboru wektora pró»ni (
o do zespolonego 
zynnika multiplikatyw-nego) nie odgrywa istotnej roli, gdy» doty
zy ona wszystki
h stanów �zy
zny
h3. Ze wzgl�-dów prakty
zny
h jest stosowana normaliza
ja 〈0|0〉 = 1.3.1.1 Reprezenta
ja inwariantna i heterowariantnaPrzedstawienie p�doweJedno
z¡stkowy stan |Ψ〉(1) uzyskuje si� wygªadzaj¡
 uogólniony wektor â†(p)|0〉 po-przez s
aªkowanie go po p�da
h wraz z pewn¡ niezerow¡ funk
j¡ Φ̃(p):

|Ψ〉(1) =

∫
d3p

(2π)32p0

Φ̃(p) â†(p)|0〉. (3.7)U»y
ie w tym wzorze niezmienni
zej miary zapewnia niezale»no±¢ funk
ji Φ̃(p) od ukªaduodniesienia. B�dzie ona nazywana inwariantn¡ funk
j¡ falow¡4. Mo»na j¡ wyrazi¢ bez-po±rednio w posta
i:
Φ̃(p) = 〈0|â(p)|Ψ〉(1) = 〈0| ˆ̃φ(p)|Ψ〉(1). (3.8)Przy pomo
y reguª (3.5) ªatwo znale¹¢ posta¢ ilo
zynu skalarnego dwó
h stanów jedno-
z¡stkowy
h:

(1)〈Ψ1|Ψ2〉(1) =

∫
d3p

(2π)32p0

Φ̃∗1(p)Φ̃2(p). (3.9)Na podstawie tego wyra»enia mo»na ±
i±le zde�niowa¢ jedno
z¡stkow¡ przestrze« Fo
ka
H(1) w inwariantnej reprezenta
ji p�dowej. Przestrze« ta jest zbiorem klas funk
ji 
aªko-walny
h w sensie Lebesgue'a z kwadratem moduªu z wag¡ (m2 +p2)−1/2, które to funk
jew obr�bie danej klasy (stanowi¡
ej element H(1)) ró»ni¡ si� tylko na zbiorze miary zero.W analogi
zny sposób jak stany jedno
z¡stkowe konstruuje si� przy pomo
y operato-rów krea
ji stany wielo
z¡stkowe, np. dwu
z¡stkowe stany s¡ posta
i:

|Ψ〉(2) =
1√
2!

∫
d3p

(2π)32p0

∫
d3p′

(2π)32p′0
Φ̃(2)(p, p′) â†(p)â†(p′)|0〉, (3.10)przy 
zym ze wzgl�du na przemienno±¢ operatorów krea
ji rozpatruje si� tylko syme-try
zne dwu
z¡stkowe funk
je falowe Φ̃(2)(p, p′) = Φ̃(2)(p′, p). Z tego powodu dwu
z¡st-kowa przestrze« Hilberta H(2) jest zsymetryzowanym produktem tensorowym dwó
hprzestrzeni jedno
z¡stkowy
h:

H(2) = H(1){⊗}sym.H(1). (3.11)2�
i±le mówi¡
 s¡ to operatory o warto±
ia
h dystrybu
yjny
h.3Problem ten nie wyst�puje, gdy zamiast wektorów stanów (
zysty
h) u»ywa si� operatorów rzutu najednowymiarowe podprzestrzenie zwane promieniami. Formalizm ten nie jest jednak tutaj stosowany.4W przedstawieniu p�dowym i obrazie Heisenberga.22



Zsymetryzowany produkt tensorowy jest przestrzeni¡ rozpinan¡ przez zsymetryzowaneilo
zyny tensorowe posta
i: |Ψ1〉 ⊗ |Ψ2〉 + |Ψ2〉 ⊗ |Ψ1〉. Przestrze« ta wyposa»ona jestw ilo
zyn skalarny indukowany z przestrzeni jedno
z¡stkowej.Analogi
znie dowolna n−
z¡stkowa przestrze« Hilberta jest zsymetryzowan¡ pot�g¡ ten-sorow¡ przestrzeni jedno
z¡stkowej z indukowanym ilo
zynem skalarnym. Suma prostajednowymiarowej podprzestrzeni pró»ni H(0) (rozpinanej przez jeden wyró»niony stanpró»ni |0〉) i podprzestrzeni jedno- oraz wielo
z¡stkowy
h stanowi peªn¡ przestrze« Fo
ka:
H =

∞⊕

n=0

H(n). (3.12)Doty
h
zas prezentowany formalizm miaª 
aªkowi
ie inwariantny 
harakter. Terazza± zostan¡ zde�niowane operatory krea
ji i anihila
ji oraz funk
ja falowa zale»na odukªadu odniesienia. Zabieg ten upro±
i nie
o teori� w danym ukªadzie odniesienia i odegrasz
zególne zna
zenie w reprezenta
ji poªo»eniowej.Bior¡
 pod uwag� pierwsze równanie w (3.5) mo»na tak przenormowa¢ operatory anihila
jii krea
ji, aby komutowaªy do delty Dira
a. Takie operatory b�d¡ nazywane heterowar-iantnymi operatorami anihila
ji i krea
ji i maj¡ one posta¢:
âp =

â(p)√
2p0

, â†p =
â†(p)√

2p0

. (3.13)�atwo zauwa»y¢, »e rze
zywi±
ie :
[âp, â

†
p′] = δ(3)

(p− p′

2π

)
= (2π)(3)δ(3)(p− p′). (3.14)Mo»na teraz zde�niowa¢ jedno
z¡stkow¡ heterowariantn¡ funk
j� falow¡ Ψ̃(p) jako funk-
j� wagow¡ wyst�puj¡
¡ w wyra»eniu na wektor stanu |Ψ〉(1) przy heterowariantnym (tymrazem) operatorze krea
ji dziaªaj¡
ym na pró»nie, tzn.:

|Ψ〉(1) =

∫
d3p

(2π)3
Ψ̃(p) â†p|0〉. (3.15)Zatem bezpo±redni wzór na tak¡ funk
je falow¡ ma posta¢:

Ψ̃(p) = 〈0|âp|Ψ〉(1) (3.16)Wynika st¡d zwi¡zek funk
ji heterowariantnej z inwariantn¡:
Ψ̃(p) =

Φ̃(p)√
2p0

. (3.17)Warto zauwa»y¢, »e rozwa»ane dwie wersje (heterowariantna i inwariantna), wªa±
iwiety
h samy
h obiektów (funk
ji falowej oraz operatorów anihila
ji i krea
ji), ró»ni¡ si� wy-miarem. Okazuje si�, »e obiekty w wersji heterowariantnej maj¡ identy
zne wymiary jakw teorii nierelatywisty
znej. Zatem to heterowariantna funk
ja falowa mo»e korespondo-wa¢ z nierelatywisty
zn¡ funk
j¡ falow¡. Z drugiej strony mo»na by uzgodni¢ wymiaryobiektów obu wersji przez przemno»enie obiektów inwariantny
h przez pierwiastek z masy.Post�powanie to byªoby jednak nienaturalne i nieuniwersalne, poniewa» nie miaªoby onosensu dla 
z¡stek bezmasowy
h. 23



Obiekty heterowariantne transformuj¡ si� przy zmianie ukªadu odniesienia jak wielko±¢
p
−1/2
0 . Reguª� transforma
yjn¡ ty
h obiektów mo»na zapisa¢ nast�puj¡
o:

â′p′ =

√
p0

p′0
âp oraz Ψ̃′(p′) =

√
p0

p′0
Ψ̃(p), (3.18)gdzie wielko±
i primowane doty
z¡ ukªadu primowanego, który wzgl�dem pierwotnegoukªadu nieprimowanego posiada 
zteropr�dko±¢ (Uµ) = (U0,U). Stoj¡
¡ po prawej stroniety
h równa« wielko±¢ primowan¡ p′0 mo»na wyrazi¢, przy pomo
y transforma
ji Lorentza,przez nieprimowane skªadowe 
zterop�du p′0 = p0U0 − p ·U lub odwrotnie np.:

Ψ̃′(p′) =

√
p′0U0 + p′ ·U

p′0
Ψ̃

(
p′ + p′0U +

p′ ·U
1 + U0

U
)
. (3.19)Przedstawienie poªo»enioweRównie» w reprezenta
ji poªo»eniowej b�d¡ wprowadzone inwariantne i heterowa-riantne operatory anihila
ji i krea
ji oraz inwariantne i heterowariantne funk
je falowe.Na podstawie równania (3.3) wida¢, »e skwantowane pole skalarne ˆφ(x) dzieli si� na 
z�±¢anihiluj¡
¡ i kreuj¡
¡. Pierwsza z ni
h os
yluje w 
zasie z dodatni¡, a druga z ujemn¡
z�sto±
i¡, 
o uzasadnia ozna
zenia:

φ̂(+)(x) =

∫
d3p

(2π)32p0

â(p)e−ip·x , φ̂(−)(x) =

∫
d3p

(2π)32p0

â†(p)eip·x. (3.20)Te operatory b�d¡ nazywane inwariantnymi poªo»eniowymi operatorami anihila
ji i krea
ji
z¡stki w punk
ie x. Jak mo»na byªo przypusz
za¢ s¡ one niezmienni
z¡ odwrotn¡ trans-format¡ Fouriera inwariantny
h p�dowy
h operatorów anihila
ji i krea
ji. Warto zwró
i¢uwag�, »e operatory φ̂(+)(x), φ̂(−)(x) zadane s¡ w obrazie Heisenberga, gdy tym
zasemoperatory â(p), â†(p) s¡ s
hrödingerowskie. Komutator inwariantnego poªo»eniowegooperatora anihila
ji i operatora krea
ji jest funk
j¡ Wightmana o dodatni
h 
z�sto±
ia
h:
[φ̂(+)(x), φ̂(−)(x

′)] =

∫
d3p

(2π)32p0

e−ip·(x−x′) = i∆(+)(x− x′). (3.21)Je»eli inwariantna funk
ja falowa w reprezenta
ji poªo»eniowej zostanie wprowadzona jakoniezmienni
za odwrotna transforma
ja Fouriera funk
ji Φ̃(p) (p0 > 0), tzn.:
Φ(x) =

∫
d3p

(2π)32p0

Φ̃(p) e−ip·x , Φ̃(p) =

∫

Ω

∗dxµ eip·x(pµ + i∂µ)Φ(x), (3.22)to wów
zas jedno
z¡stkowy stan w obrazie Heisenberga mo»na wyrazi¢ w posta
i:
|Ψ〉(1) = −

∫

Ω

∗dxµ Φ(x) i
←→
∂ µφ̂(−)(x)|0〉, (3.23)gdzie ←→∂ µ =

−→
∂ µ −

←−
∂ µ. Ostatnie równanie mo»e by¢ tak»e traktowane jako zwi¡zekde�niuj¡
y funk
j� Φ(x), któr¡ mo»na równie» wyrazi¢ bezpo±rednio:

Φ(x) = 〈0|φ̂(+)(x)|Ψ〉(1) = 〈0|φ̂(x)|Ψ〉(1). (3.24)24



Inwariantna funk
ja falowa ma 
harakter funk
ji falowej w obrazie S
hrödingera, mimo »ewektor stanu rozwa»any jest w obrazie Heisenberga. Taki mieszany wybór obrazów jestwygodny w reprezenta
ji poªo»eniowej teorii relatywisty
znej, gdy» a priori nie wyró»nia»adnego ukªadu odniesienia. Z równania (3.22) wynika, »e rozwa»ana funk
ja, opró
zzwykªego równania Kleina-Gordona, speªnia w ka»dym ukªadzie iner
jalnym nast�puj¡
erównanie:
i∂tΦ(x) =

√
m2 −△Φ(x). (3.25)Wyst�powanie tylko dodatni
h 
z�sto±
i w inwariantnej funk
ji falowej Φ odró»nia j¡ odpola skalarnego φ, nawet gdy jest ono traktowane klasy
znie. Ponadto brak ujemny
h
z�sto±
i zapewnia dodatnio±¢ normy wynikaj¡
ej z ilo
zynu skalarnego w reprezenta
jipoªo»eniowej:

(1)〈Ψ1|Ψ2〉(1) =

∫

Ω

∗dxµ Φ∗1(x) i
←→
∂ µΦ2(x). (3.26)Mo»na równie» zde�niowa¢ inwariantne funk
je falowe dla stanów wielo
z¡stkowy
h, np.dla dwu
z¡stkowego stanu |Ψ〉(2):

Φ(2)(x, x′) =
1√
2!
〈0|φ̂(+)(x)φ̂(+)(x

′)|Ψ〉(2). (3.27)Przy pomo
y takiej funk
ji falowej mo»na odtworzy¢ stan za pomo
¡ formuªy:
|Ψ〉(2) =

1√
2!

∫

Ω

∗dxµ

∫

Ω′

∗dx′ν Φ(2)(x, x′) i
←→
∂ µ i
←→
∂′ ν φ̂(−)(x)φ̂(−)(x

′)|0〉, (3.28)gdzie 
aªki wyli
zane s¡ po dowolnie obrany
h nieograni
zony
h trójwymiarowy
h hiper-powierz
hnia
h przestrzennopodobny
h Ω i Ω′.Pora teraz zde�niowa¢ heterowariantny5 poªo»eniowy operator anihila
ji :
âx =

∫
d3p

(2π)3
âpe

−ip·x =

√
2
√
m2 −△ φ̂(−)(x), (3.29)oraz heterowariantny operator krea
ji :

â†x =

∫
d3p

(2π)3
â†pe

ip·x =

√
2
√
m2 −△ φ̂(+)(x). (3.30)Powy»sze operatory (podobnie jak φ̂(±)) zde�niowane s¡ w obrazie Heisenberga, 
o uprasz-
za i
h reguªy transforma
yjne. Na podstawie (3.14) ªatwo przekona¢ si�, »e równo
zasowyzwi¡zek komuta
yjny ty
h operatorów ma posta¢:

[ât,x, â
†
t,x′ ] = δ(3)(x− x′). (3.31)Heterowariantne poªo»eniowe operatory anihila
ji i krea
ji s¡ zde�niowane wªa±nie w takisposób, aby speªniaªy ten zwi¡zek komuta
yjny.Mo»na teraz w 
aªkowitej analogii do reprezenta
ji p�dowej zde�niowa¢ heterowariantn¡5Operator âx ma w pewnym sensie odwrotne reguªy transforma
yjne do analogi
znego operatoraw reprezenta
ji p�dowej, gdy» w de�ni
ji âx 
zynnik √2p̂0 stoi w li
zniku, a nie w mianowniku. Mimoto w obu przypadka
h u»ywany b�dzie termin obiekt heterowariantny, by niepotrzebnie nie komplikowa¢terminologii. 25



funk
j� falow¡ Ψ(t,x) w reprezenta
ji poªo»eniowej dla jedno
z¡stkowego stanu |Ψ〉(1)warunkiem:
|Ψ〉(1) =

∫
d3xΨ(t,x) â†t,x|0〉, (3.32)przy 
zym równanie to ma by¢ speªnione dla dowolnego 
zasu t. Bardziej bezpo±redniaformuªa na funk
j� Ψ(t,x) jest posta
i:

Ψ(t,x) = 〈0|ât,x|Ψ〉(1). (3.33)Mo»na jesz
ze wyrazi¢ heterowariantn¡ poªo»eniow¡ funk
j� falow¡ za pomo
¡ funk
jiinwariantnej albo funk
ji heterowariantnej w reprezenta
ji p�dowej:
Ψ(t,x) =

√
2
√
m2 −△ Φ(x) =

∫
d3p

(2π)3
Ψ̃(p) e−ip·x. (3.34)Ostatnie wyra»enie jest, pomijaj¡
 zale»no±¢ 
zasow¡, zwykª¡ trójwymiarow¡ transfor-mat¡ Fouriera znan¡ z nierelatywisty
znej me
haniki kwantowej. Podobnie jak w repre-zenta
ji p�dowej równie» w reprezenta
ji poªo»eniowej funk
je: inwariantna oraz hetero-wariantna ró»ni¡ si� wymiarem i 
ho
ia»by dlatego z ty
h dwó
h funk
ji tylko ta drugama szans� korespondowa¢ z nierelatywisty
zn¡ funk
j¡ falow¡. Warto doda¢, »e obydwiefunk
je speªniaj¡ takie samo równanie falowe (3.25).O
zywi±
ie heterowariantne poªo»eniowe funk
je falowe mo»na zde�niowa¢ równie» dlastanów wielo
z¡stkowy
h, np. dla stanu dwu
z¡stkowego:

Ψ(2)(t,x, t′,x′) =
1√
2!
〈0|ât,xât′,x′|Ψ〉(2). (3.35)Równo
zasowa (t = t′) funk
ja falowa tego typu powinna korespondowa¢ z analogi
zn¡nierelatywisty
zn¡ funk
j¡ falow¡.3.2 Operator poªo»enia w reprezenta
jiheterowariantnej i inwariantnejKlu
zow¡ wªasno±
i¡ heterowariantnej funk
ji falowej Ψ(t,x) w reprezenta
ji po-ªo»eniowej jest wynikaj¡
a z (3.31) i (3.32) forma ilo
zynu skalarnego dwó
h stanówjedno
z¡stkowy
h |Ψ1〉(1), |Ψ2〉(1):

(1)〈Ψ1|Ψ2〉(1) =

∫
d3x Ψ∗1(t,x)Ψ2(t,x), (3.36)przy 
zym ilo
zyn skalarny o
zywi±
ie nie zale»y od t. Powy»sza posta¢ ilo
zynu ska-larnego jest identy
zna jak w teorii nierelatywisty
znej. Równie» identy
zna jest prze-strze« dopusz
zalny
h funk
ji Ψ(0,x), stanowi¡
a jedno
z¡stkow¡ przestrze« Hilbertaw heterowariantnej reprezenta
ji poªo»eniowej. Fakt ten wynika po±rednio z de�ni
jiprzestrzeni Hilberta w inwariantnej reprezenta
ji p�dowej (Φ̃(p)), podanej w
ze±niej. De-�ni
ja ta w prosty sposób przenosi si� na p�dow¡ reprezenta
j� heterowariantn¡ (Ψ̃(p)).Wów
zas funk
yjna przestrze« Hilberta jest zbiorem klas funk
ji 
aªkowalny
h w sensieLesbegue'a z kwadratem moduªu, które to funk
je w obr�bie danej klasy ró»ni¡ si� tylkona zbiorze miary zero. Identy
zna de�ni
ja obowi¡zuje w reprezenta
ji p�dowej teorii26



nierelatywisty
znej. Wystar
zy teraz zauwa»y¢, »e dla t = 0 zwi¡zek mi�dzy p�dow¡i poªo»eniow¡ reprezenta
j¡ heterowariantn¡ jest taki sam jak w teorii nierelatywisty
z-nej, 
o ko«
zy dowód. Ró»ni
e teorii relatywisty
znej i nierelatywisty
znej w reprezenta
ji
Ψ(t,x) tkwi¡ tylko: w innej ewolu
ji 
zasowej (inne hamiltoniany) ty
h funk
ji oraz inny
hreguªa
h transforma
yjny
h. Ró»ni
e te nie ograni
zaj¡ dowodu rozwa»anego faktu, gdy»ewolu
ja 
zasowa jest unitarna, a ka»dy obserwator iner
jalny jest jest równouprawnionydo opisu zjawisk �zy
zny
h.Na mo
y daleko posuni�tej analogii z teori¡ nierelatywisty
zn¡ mo»na poda¢ posta¢operatora poªo»enia bez podawania odr�bny
h dowodów. W tym 
elu nale»y u±wiadomi¢sobie, »e zmienne t, x wyst�puj¡
e w wielko±
ia
h polowy
h lub w ró»ny
h funk
ja
hfalowy
h s¡ zawsze wspóªrz�dnymi 
zasoprzestrzennymi. Ni
 wi�
 nie stoi na przeszkodzie,aby uzna¢ x wyst�puj¡
y w heterowariantnej funk
ji falowej za warto±
i wªasne operatorapoªo»enia Q̂. Zatem zgodnie z analogi¡ do teorii nierelatywisty
znej niezale»ny od 
zasuoperator poªo»enia (w obrazie S
hrödingera) ma w reprezenta
ji heterowariantnej posta¢:

{Q̂}Ψ = x. (3.37)Uogólniona funk
ja wªasna tego operatora o warto±
i wªasnej q opisuj¡
a 
z¡stk� zlokali-zowan¡ w punk
ie q jest delt¡ Dira
a:
Ψq(x) = δ(3)(x− q). (3.38)Wykorzystuj¡
 znan¡ regularyza
j� delty Dira
a b�d¡
¡ transformat¡ Fouriera staªej orazrównanie falowe typu (3.25) mo»na otrzyma¢ ewolu
j� 
zasow¡ tej funk
ji falowej:

Ψq0,q(t,x) =

∫
d3p

(2π)3
e−ip(x−q) = −2∂t∆(+)(x− q), (3.39)gdzie q0 jest 
zasem, w którym 
z¡stka byªa zlokalizowana w punk
ie q, a ∆(+) jest funk
j¡Wightmana. Formuªa (3.32) pozwala wyrazi¢ uogólniony stan wªasny operatora poªo»eniaw bardziej abstrak
yjnej formie reprezenta
ji drugiej kwantyza
ji:

|q0,q〉 = â†q0,q|0〉. (3.40)Ze wzgl�du na heterowariantny 
harakter wyst�puj¡
ego tu operatora krea
ji poªo»eniowyuogólniony stan wªasny odnosi si� do konkretnego ukªadu odniesienia. Powy»sz¡ posta¢stanu wªasnego operatora poªo»enia mo»na byªo odgadn¡¢ od razu wy
hodz¡
 z de�ni
jiheterowariantnej funk
ji falowej:
Ψ(t,x) = 〈0|ât,x|Ψ〉 = 〈t,x|Ψ〉. (3.41)W ukªadzie, w którym 
z¡stka jest zlokalizowana w q inwariantna funk
ja falowa stanu

|t,q〉 przyjmuje posta¢:
Φq(x) =

∫
d3p

(2π)3
√

2p0

e−ip(x−q). (3.42)Identy
zn¡ funk
j� falow¡ rozwa»ali w swojej pra
y Newton i Wigner, którzy sprowadzilijej 
aªkow¡ form� dla 
hwili t = 0 i q = 0 do posta
i:
Φ0(0,x) = C(m/r)5/4H

(1)
5/4(imr), (3.43)27



gdzie r = |x|, aH(1)
5/4 jest funk
j¡ Hankla pierwszego rodzaju z indeksem 5/4. W dowolnymukªadzie iner
jalnym funk
ja Φq(x) przyjmuje o
zywi±
ie takie same warto±
i (z de�ni
jiinwariantno±
i), ale formuªa (3.42) wyra»ona we wspóªrz�dny
h nowego ukªadu nie b�-dzie poprawna. Je»eli 
zteropr�dko±¢ wyró»nionego ukªadu wynosi Uµ to ªatwo wyrazi¢funk
j� Φq(x) za pomo
¡ jawnie kowariantnej formuªy:

Φq(x) =

∫
d3p

(2π)32p0

√
2pµUµe−ip(x−q). (3.44)Z równania tego wynika, »e inwariantna funk
ja falowa w reprezenta
ji p�dowej ma pro-st¡ posta¢ Φ̃q(p) =

√
2pµUµeip·q. Dzi�ki niej stan wªasny zlokalizowany w zdarzeniu
zasoprzestrzennym x w ukªadzie poruszaj¡
ym si� z 
zteropr�dko±
i¡ U mo»na wyrazi¢w jawnie kowariantnej posta
i:
|x, U〉 =

∫
d3p

(2π)32p0

√
2pµUµeip·xâ†(p)|0〉. (3.45)Powy»szy wzór oraz u»y
ie 
zteropr�dko±
i ukªadu odniesienia pozwala wyrazi¢ heterowar-iantne operatory krea
ji â†t,x w dowolnym ukªadzie odniesienia w formie:

â†x,U =

∫
d3p

(2π)32p0

√
2pµUµeip·xâ†(p). (3.46)Dzi�ki wprowadzeniu zale»no±
i od U doty
h
zas heterowariantne operatory krea
ji na-bieraj¡ inwariantnego 
harakteru jako funk
je x i U .Nale»y podkre±li¢, »e uogólniony stan |x, U〉 jest zlokalizowany w x z zerow¡ dysper-sj¡ tylko w ukªada
h iner
jalny
h o 
zteropr�dko±
i U . We wszystki
h inny
h ukªada
h,a tak»e w inny
h ni» xµU

µ 
hwila
h 
zasu w ukªada
h o 
zteropr�dko±
i U ±rednia war-to±¢ poªo»enia i tym bardziej jego dyspersja nie s¡ dobrze okre±lone (nie maj¡ sensu).Równie» ±redni p�d w stana
h zlokalizowany
h wyra»a si� 
aªk¡ rozbie»n¡. Te wªasno±
istanów uogólniony
h nie s¡ ni
zym nowym i wyst�puj¡ równie» w teorii nierelatywisty
z-nej. Jest jednak jedna ró»ni
a. W wersji nierelatywisty
znej stan zlokalizowany w pewnej
hwili w jednym ukªadzie odniesienia jest równie» zlokalizowany w tej samej 
hwili w in-ny
h ukªada
h iner
jalny
h. Jest to mo»liwe, gdy» w nierelatywisty
znej 
zasoprzestrzenizwanej 
zasoprzestrzeni¡ Galileusza istnieje poj�
ie bezwzgl�dnej równo
zesno±
i. Takiepoj�
ie nie istnieje w teorii wzgl�dno±
i.Warto w tym miejs
u przeanalizowa¢ uogólniony stan, który, jak mogªoby si� wydawa¢,powinien opisywa¢ inwariantnie zlokalizowan¡ w x 
z¡stk�:
|x̃〉 = φ̂(−)(x)|0〉. (3.47)Przy pomo
y tego stanu ªatwo wyrazi¢ inwariantn¡ poªo»eniow¡ funk
j� falow¡ stanujedno
z¡stkowego jako:
Φ(x) = 〈x̃|Ψ〉(1). (3.48)Wprowadzony stan |x̃〉 posiada nast�puj¡
¡ inwariantn¡ p�dow¡ funk
j� falow¡:

Φ̃x(p) = 〈0|â(p)|x̃〉 = eip·x. (3.49)Funk
ja ta speªnia równanie wªasne posta
i:
(
i
∂

∂p
+

p

p0
t
)
eip·x = x eip·x. (3.50)28



Znajduj¡
y si� tu operator nie jest hermitowski z powodu wagi (2p0)
−1 wyst�puj¡
ej w ilo-
zynie skalarnym. W konsekwen
ji nie istnieje hermitowski operator trójwektorowy ani
zterowektorowy, dla którego stany |x̃〉 s¡ stanami wªasnymi o warto±
ia
h wªasny
h odpo-wiednio: x i x. Okazuje si�, »e hermitowska 
z�±¢ operatora wyst�puj¡
ego w powy»szymrównaniu wªasnym jest operatorem poªo»enia Q̂ w p�dowej reprezenta
ji inwariantnejw obrazie S
hrödingera t = 0:

{Q̂}φ̃ = i
∂

∂p
− i p

2p2
0

. (3.51)W ten sposób równie» rozwa»ania nad stanem |x̃〉 doprowadziªy do prawidªowego opera-tora poªo»enia. Mimo to w uogólnionym stanie |x̃〉 ±rednie warto±
i poªo»enia i p�duwyra»aj¡ si� 
aªkami rozbie»nymi. Ozna
za to, »e operator krea
ji φ̂(−)(x) nie kreujew
ale 
z¡stki zlokalizowanej w punk
ie x.Na podstawie równania (3.51) ªatwo wykaza¢, »e w p�dowej reprezenta
ji heterowa-riantnej operator poªo»enia ma posta¢ analogi
zn¡ do teorii nierelatywisty
znej:
{Q̂}Ψ̃ =

1√
2p0

{Q̂}φ̃
√

2p0 = i
∂

∂p
. (3.52)W tej reprezenta
ji najpro±
iej znale¹¢ zwi¡zki komuta
yjne poªo»enia i 
zterop�du w pod-przestrzeni jedno
z¡stkowej:

[Q̂k, Q̂l] = 0 ; [Q̂k, p̂l] = iδkl ; [Q̂k, Ĥ] = ip̂k/Ĥ ; (3.53)gdzie Ĥ = p̂0 jest jedno
z¡stkowym hamiltonianem. Komutatory te potwierdzaj¡ tylkopreferowane w pierwszym rozdziale rela
je komuta
ji dla p�du i poªo»enia.Na zako«
zenie tego paragrafu pora wyrazi¢ operator poªo»enia w abstrak
yjnej repre-zenta
ji drugiej kwantyza
ji:
Q̂(t) =

∫
d3x x â†t,x|0〉〈0|ât,x, (3.54)przy 
zym wyst�puj¡
y wewn¡trz wzoru operator rzutu na pró»ni� mo»na opu±
i¢, je-»eli rozwa»ana jest tylko przestrze« jedno
z¡stkowa. Powy»sze równanie napisane jestw obrazie Heisenberga. Jego poprawno±¢ mo»na sprawdzi¢ dziaªaj¡
 operatorem Q̂(t) nastan wªasny |t,x〉 = â†t,x|0〉, 
o po skorzystaniu z reguª komuta
ji dla heterowariantny
hoperatorów anihila
ji i krea
ji prowadzi do:

Q̂(t) |t,x〉 = x |t,x〉. (3.55)W nast�pnym paragra�e operator poªo»enia zostanie przedstawiony w równowa»nej po-sta
i bez odwoªywania si� do obiektów heterowariantny
h. Umo»liwi to uogólnienie ope-ratora poªo»enia na szerok¡ klas� krzywoliniowy
h ukªadów wspóªrz�dny
h w 
zasoprze-strzeni.3.3 Zagadnienie g�sto±
i 
zteropr¡duprawdopodobie«stwa poªo»enia 
z¡stkiG�sto±¢ prawdopodobie«stwa poªo»enia 
z¡stki w dowolnym stanie jedno
z¡stkowym
|Ψ〉(1) w wybranym ukªadzie odniesienia mo»na skonstruowa¢ przy pomo
y heterowariant-nej funk
ji falowej analogi
znie jak w teorii nierelatywisty
znej:

̺(t,x) = Ψ∗(t,x)Ψ(t,x) = (1)〈Ψ|â†t,x|0〉〈0|ât,x|Ψ〉(1). (3.56)29



Wobe
 powy»szej formy równania na ̺ wygodnie jest wprowadzi¢ operator poªo»eniowejg�sto±
i prawdopodobie«stwa:
ˆ̺(t,x) = â†t,x|0〉〈0|ât,x. (3.57)Niestety operator ten nie jest zerow¡ skªadow¡ »adnego 
zterowektora. Mo»na to wykaza¢u»ywaj¡
 operatorów krea
ji i anihila
ji 
z¡stki w punk
ie, zale»ny
h od 
zteropr�dko±
iukªadu odniesienia, zde�niowany
h wzorami (3.46). Przy i
h pomo
y operator ˆ̺ wyra»asi� w posta
i:

ˆ̺(x, U) =

∫
d3p

(2π)32p0

∫
d3p′

(2π)32p′0

√
2pµUµ

√
2p′νU

ν |p〉〈p′|ei(p−p′)·x, (3.58)gdzie |p〉 to stan wªasny 
zterop�du równy â†(p)|0〉. Gdyby z powy»szego wzoru mo»nabyªo wyª¡
zy¢ 
zteropr�dko±¢ tak, aby ˆ̺ = ĵµU
µ, to wów
zas ĵµ byªby kowariantnym
zteropr¡dem g�sto±
i prawdopodobie«stwa. Niestety taki zabieg nie jest mo»liwy, o 
zymprzekonuje wyeliminowanie najrozs¡dniejszego przypadku mo»liwo±
i za
hodzenia takiegorozkªadu. Warto mianowi
ie sprawdzi¢, 
zy zamiana wyra»enia √

2pµUµ
√

2p′νU
ν w po-wy»szej 
aª
e na pµU

µ + p′µU
µ nie zmieni jej warto±
i. Ozna
zaªoby to mo»liwo±¢ zapi-sania ˆ̺ w posta
i φ̂(x)|0〉i←→∂t 〈0|φ̂(x). Zamiana taka nie jest jednak dopusz
zalna, gdy»rozpatrywana 
aªka z wyra»enia:

pµU
µ + p′µU

µ −
√

2pµUµ
√

2p′νU
ν = (

√
pµUµ −

√
p′νU

ν)2, (3.59)poli
zona w x = 0 dla stanu o rze
zywistej dodatniej inwariantnej funk
ji falowej Φ̃(p) jestwi�ksza od zera:
∫

d3p

(2π)32p0

∫
d3p′

(2π)32p′0
(
√

2pµUµ −
√

2p′νU
ν)2Φ̃(p)Φ̃(p′) > 0. (3.60)Ozna
za to, »e ˆ̺ zale»y nieliniowo od 
zteropr�dko±
i ukªadu odniesienia, w prze
iwie«-stwie do zerowej skªadowej dowolnego ró»nego od zera 
zterowektora. Mimo to ˆ̺ jestdodatnio okre±lonym operatorem unormowanym do jedynki:

∫
d3x ˆ̺(t,x) =

∫
d3x |t,x〉〈t,x| = 1̂(1), (3.61)gdzie 1̂(1) to jedno
z¡stkowy operator identy
zno±
i. Powy»szy fakt jest tak zwanymrozkªadem jedynki i jest on to»samy z wersj¡ nierelatywisty
zn¡. Wobe
 warunku norma-liza
ji prawdopodobie«stwa w ka»dej 
hwili 
zasu mo»na mówi¢ o jego za
howaniu, a wi�
i o równaniu 
i¡gªo±
i g�sto±
i prawdopodobie«stwa:

∂t ˆ̺ = −div Ĵ , (3.62)gdzie Ĵ jest trójpr¡dem g�sto±
i prawdopodobie«stwa. Wektor ten mo»na zada¢ jakorozwi¡zanie powy»szego równania ró»ni
zkowego, wów
zas:
Ĵ (t,x) = − 1

4π

∫
d3x′ ∂tρ̂(t,x)

x− x′

|x− x′|3 (3.63)lub wykorzystuj¡
 fakt, »e e−ipx = div(ip e−ipx/p2) mo»na go wyrazi¢ w zmienny
hp�dowy
h w posta
i:
Ĵ (t,x) =

∫
d3p

(2π)3
√

2p0

∫
d3p′

(2π)3
√

2p′0
(p0 − p′0)

p− p′

(p− p′)2
|p〉〈p′| ei(p−p′)·x. (3.64)30



G�sto±¢ trójpr¡du Ĵ zale»y nieliniowo od 
zteropr�dko±
i U w stopniu bardziej zªo»o-nym ni» nieliniowa zale»no±¢ przestrzennej 
z�±
i dowolnego niezerowego 
zterowektoraod 
zteropr�dko±
i ukªadu odniesienia. G�sto±¢ prawdopodobie«stwa wraz z jej trójpr¡-dem tworz¡ razem kwazi
zterowektor 
zteropr¡du Ĵ µ(x, U) b�d¡
y funk
j¡ zmienny
h
zasoprzestrzenny
h oraz 
zteropr�dko±
i ukªadu odniesienia.Mimo, »e 
zteropr¡d g�sto±
i prawdopodobie«stwa odpowiadaj¡
y operatorowi poªo»enia
Q̂ nie jest kowariantny to w teorii operatora poªo»enia wyst�puje równie» kowariantnag�sto±¢ pewnego abstrak
yjnego 
zteropr¡du posta
i:

ĵµ(x) = φ̂(x)|0〉i←→∂µ 〈0|φ̂(x) = |x̃〉i←→∂µ 〈x̃|. (3.65)W
ze±niej byªa ju» rozwa»ona zerowa skªadowa takiego 
zterowektora, gdzie byªo wykaza-ne, »e nie jest ona równa ˆ̺. Trudno kategory
znie rozstrzygn¡¢ 
zy ta zerowa skªadowa jestdodatnio okre±lonym operatorem 
zy nie (prawdopodobnie nie jest). Operator kowarian-tnej g�sto±
i 
zteropr¡du ĵµ speªnia równanie 
i¡gªo±
i:
∂µĵ

µ(x) = 0, (3.66)na mo
y równania Kleina-Gordona speªnianego przez pole φ̂(x). Ponadto opisuje onrozkªad pewnego unormowanego ªadunku, gdy»:
∫

Ω

∗dxµ ĵµ(x) = 1̂(1), (3.67)gdzie Ω to dowolna trójwymiarowa hiperpowierz
hnia przestrzennopodobna. Niezale»no±¢
aªki od tej hiperpowierz
hni wynika z równania 
i¡gªo±
i, natomiast jej jednostkowawarto±¢ jest konsekwen
j¡ nast�puj¡
ego faktu:Fakt 1 G�sto±
i ˆ̺ = Ĵ0 oraz ĵ0 opisuj¡ rozkªady ªadunków o tej samej (jednostkowej)warto±
i, tzn.: ∫
d3xĴ0(t,x) =

∫
d3xĵ0(t,x). (3.68)Dowód: Lewa strona równania rozpisana w zmienny
h p�dowy
h wyra»a si� nast�puj¡
o:

L =

∫
d3x

∫
d3p

(2π)32p0

∫
d3p′

(2π)32p′0

√
2p02p′0|p〉〈p′|ei(p−p′)x, (3.69)natomiast prawa:

P =

∫
d3x

∫
d3p

(2π)32p0

∫
d3p′

(2π)32p′0
(p0 + p′0)|p〉〈p′〉ei(p−p′)x. (3.70)Zamieniaj¡
 kolejno±¢ 
aªkowania (przy zaªo»eniu, »e mo»na tutaj tak post¡pi¢)6, powykonaniu 
aªki po x zgodnie z wzorem:

∫
d3x

(2π)3
ei(p−p′)x = δ(3)(p− p′), (3.71)6Zamiana kolejno±
i 
aªkowania jest tu mo»liwa na mo
y twierdzenia Fubiniego-Lebesgue'a, którezakªada tylko istnienie jednej z 
aªek iterowany
h. Aby mó
 zastosowa¢ tutaj powy»sze twiedzenie na-le»y najpierw obli
zy¢ elementy ma
ierzowe operatorów, 
o sprowadza zagadnienie do 
aªek z funk
jimierzalny
h w sensie Lebesgue'a. 31



obydwie strony (L i P) przybior¡ identy
zn¡ posta¢. �Na podstawie powy»szego faktu mo»na przypusz
za¢, »e operatory g�sto±
i 
ztero-pr¡dów ĵµ(x) i Ĵµ(x, U), lokalnie ró»ne w ka»dym ukªadzie odniesienia, wy
aªkowane poobszara
h makroskopowy
h powinny przyjmowa¢ zbli»one warto±
i. Ponadto kowariantnyoperator ĵµ mo»e by¢ u»yty do wyra»enia operatora poªo»enia w zadanym ukªadzie wspóª-rz�dny
h:Fakt 2
Q̂(t) =

∫
d3x x Ĵ0(t,x) =

∫
d3x x ĵ0(t,x). (3.72)Dowód: Wykazanie powy»szego faktu przebiega analogi
znie do dowodu faktu 1, z wy-korzystaniem rozpisanej tam lewej (3.69) i prawej (3.71) strony. Lewa i prawa stronarównania obe
nie dowodzonego faktu ró»ni si� od tamty
h tylko wyst�powaniem 
zynnika

x w 
aªka
h. Z tego powodu potrzebny b�dzie wzór:
∫

d3x

(2π)3
x ei(p−p′)x = −iei(p0−p′0)t

∂

∂p′
δ(3)(p− p′). (3.73)Przy jego pomo
y mo»na najpierw obli
zy¢ 
aªk� po x. Obli
zenie nast�pnej 
aªki, tymrazem po p′, b�dzie wymagaªo ró»ni
zkowania po tej zmiennej. Mo»na ograni
zy¢ si�do ró»ni
zkowania 
zynników, które s¡ ró»ne dla obu stron dowodzonej równo±
i. W tensposób lewa strona zawiera nast�puj¡
y zró»ni
zkowany 
zynnik:

∂

∂p′

[
2
√
p0p
′
0

]

p′=p

=
p

p0
,za± prawa strona 
zynnik:

∂

∂p′
[
p0 + p′0

]
p′=p

=
p

p0
.Równo±¢ powy»szy
h 
zynników ozna
za identy
zno±¢ wyra»e« 
aªkowy
h prawej i lewejstrony dowodzonego równania. �Fakt ten pokazuje, »e ªadunki7 zadane g�sto±
iami ĵµ i Ĵµ, opró
z tego, »e maj¡ tak¡sam¡ warto±¢, równie» posiadaj¡ taki sam moment rozkªadu w ka»dym ukªadzie iner-
jalnym. Momenty kwadrupolowe ty
h dwó
h rozkªadów ju» si� jednak nie pokrywaj¡.Ponadto fakt 2 u±wiadamia ponad wszelk¡ w¡tpliwo±¢ konie
zno±¢ niekowariantnego 
ha-rakteru operatora poªo»enia.3.4 Uogólnienia operatora poªo»enia3.4.1 Operator poªo»enia we wspóªrz�dny
h krzywoliniowy
hMo»na teraz przyst¡pi¢ do uogólniania de�ni
ji operatora poªo»enia opartego na kowar-iantnej g�sto±
i abstrak
yjnego 
zteropr¡du ĵµ. W pierwszym kroku warto zapisa¢ opera-tor poªo»enia w jawnej zale»no±
i od ukªadu odniesienia, tzn. od 
zteropr�dko±
i Uµ tego7Nie 
hodzi o
zywi±
ie o ªadunki elektry
zne, ale o prawdopodobie«stwo opisywane przez Ĵµ orazpewien abstrak
yjny ªadunek opisywany przez ĵµ. 32



ukªadu oraz od 
zasu wªasnego tego ukªadu równego τ = xµU
µ. Posta¢ ta jest prostymuogólnieniem faktu 2 :̂

Qµ(τ, U) =

∫

xαUα=τ

∗dxν xµ
[
φ̂(x)|0〉i←→∂ν 〈0|φ̂(x)

]
, (3.74)przy 
zym wyst�puj¡
y tu operator ró»ni
zkowania dziaªa tylko w obr�bie nawiasu kwa-dratowego dzi�ki 
zemu Q̂0 = τ . Powy»sza formuªa na operator poªo»enia jest ju» do±¢ogólna, gdy» nie wyró»nia »adnej reprezenta
ji przestrzeni Fo
ka oraz wykorzystuje tylkopodstawowe wielko±
i kowariantne. Formuª� t� mo»na jesz
ze uogólni¢ na pewn¡ klas�krzywoliniowy
h wspóªrz�dny
h 
zasoprzestrzeni. Nie
h {qµ}3µ=0 ozna
zaj¡ krzywolinio-we wspóªrz�dne okre±lone na 
aªej 
zasoprzestrzeni takie, »e równanie q0 = const za-daje nieograni
zon¡ hiperpowierz
hni� przestrzennopodobn¡ Ωq0 . Hiperpowierz
hnia taparametryzowana jest trzema pozostaªymi wspóªrz�dnymi {qk}3k=1. W kwantowym opisie
z¡stek wspóªrz�dnym tym powinny odpowiada¢ operatory hermitowskie. W wyniku pro-stego uogólnienia wzoru (3.74) mo»na zaproponowa¢ nast�puj¡
¡ posta¢ ty
h operatorówwspóªrz�dny
h:

Q̂µ(q0) =

∫

q0=const

∗dqν qµ
[
φ̂(q)|0〉i←→∂ν 〈0|φ̂(q)

]
. (3.75)Wyst�puje tutaj skierowana trójforma obj�to±
i posta
i:

∗dqν = − 1

3!

√
−gεν

αβγdq
α ∧ dqβ ∧ dqγ, (3.76)gdzie g jest wyzna
znikiem tensora metry
znego we wspóªrz�dny
h qµ.Ostate
znie wi�
 operator poªo»enia mo»e by¢ traktowany jako operator wspóªrz�d-ny
h krzywoliniowy
h {qk}3k=1 na pewnej hiperpowierz
hni Ω. Do realiza
ji tego podej-±
ia potrzebna jest opera
ja ró»ni
zkowania ∂n = nµ∂µ w kierunku jednostkowego wek-tora nµ normalnego do hiperpowierz
hni Ω i skierowanego w przyszªo±¢. Dzi�ki niemumo»na zde�niowa¢ p�d kanoni
zny pola na hiperpowierz
hni Ω:

π̂
∣∣
Ω

= ∂nφ̂
∣∣
Ω
. (3.77)Równie» istotny b�dzie element8 obj�to±
i na tej hiperpowierz
hni:

d3q =
√
|G|dq1dq2dq3, (3.78)gdzieG jest wyzna
znikiem tensora metry
znego hiperpowierz
hniΩ wyra»onym we wspóª-rz�dny
h qk. Operator poªo»enia mo»na teraz zapisa¢ w formie:

Q̂k(Ω) =

∫

Ω

d3q qki
[
φ̂|0〉〈0|π̂ − π̂|0〉〈0|φ̂

]
. (3.79)Posta¢ ta pokazuje expli
ite trójwymiarowy 
harakter operatora poªo»enia. Ponadto dajeona poten
jaln¡ mo»liwo±¢ uogólnienia rozwa»anej teorii na 
zasoprzestrze« zakrzywion¡z grawita
j¡.Nale»y pami�ta¢, »e u»ywane tutaj wspóªrz�dne musz¡ by¢ okre±lone globalnie, gdy»tylko globalnie g�sto±¢ prawdopodobie«stwa mo»e by¢ zast¡piona przez g�sto±¢ zwi¡zan¡8Zamiast elementu obj�to±
i mo»na rozwa»a¢ jej antysymetry
zn¡ form� ró»ni
zkow¡, jednak dzi�kiorienta
ji zadanej przez ponumerowane wspóªrz�dne nie ma potrzeby rozró»niania ty
h obiektów.33



z kowariantnym 
zteropr¡dem ĵµ. Je»eli |q〉 ozna
za uogólniony stan wªasny (unormo-wany do delty Dira
a) operatora Q̂ 9to wspomniany operator g�sto±
i prawdopodobie«-stwa na Ω mo»na przedstawi¢ w posta
i:
ˆ̺Ω(q) = |q〉〈q|. (3.80)3.4.2 Wielo
z¡stkowe operatory poªo»eniaW rozdziale tym byªy ju» rozwa»ane wielo
z¡stkowe funk
je falowe w reprezenta
ji he-terowariantnej. Ni
 wi�
 nie stoi na przeszkodzie, aby zde�niowa¢ wielo
z¡stkowe opera-tory poªo»enia. Zostanie to tutaj zrobione dla dowolnej n-
z¡stkowej przestrzeni Fo
ka napodstawie trywialnej analogii z przestrzeni¡ jedno
z¡stkow¡. W ustalonym ukªadzie iner-
jalnym stan wªasny rozwa»anego operatora mo»na wyrazi¢ za pomo
¡ heterowariantny
hoperatorów krea
ji i anihila
ji:

∣∣t(1),x(1); t(2),x(2); . . . ; t(n),x(n)

〉
=

1√
n!
â†t(1),x(1)

â†t(2),x(2)
. . . â†t(n),x(n)

|0〉. (3.81)Przy jego pomo
y n-
zasowy10 i n-
z¡stkowy operator poªo»enia mo»na wyrazi¢ w posta
i:
Q̂k1k2... kn(t1, t2, . . . , tn) =

∫
d3x(1)

∫
d3x(2) . . .

∫
d3x(n) x

k1

(1)x
k2

(2) . . . x
kn

(n)

·
∣∣t(1),x(1); t(2),x(2); . . . ; t(n),x(n)

〉〈
t(1),x(1); t(1),x(1); . . . ; t(n),x(n)

∣∣. (3.82)Powy»szy wzór analogi
znie do teorii jedno
z¡stkowej daje si� wyrazi¢ za pomo
¡ kowa-riantny
h stanów:
∣∣x̃(1), x̃(2), . . . x̃(n)

〉
=

1√
n!
φ̂(−)(x(1))φ̂(−)(x(2)), . . . φ̂(−)(xn)|0〉. (3.83)Operator poªo»enia mo»e by¢ teraz zapisany w posta
i:

Q̂k1k2... kn(t1, t2, . . . , tn) =

∫
d3x(1)

∫
d3x(2) . . .

∫
d3x(n) x

k1

(1)x
k2

(2) . . . x
kn

(n)

·
∣∣x̃(1), x̃(2), . . . x̃(n)

〉
i
←→
∂t1 i
←→
∂t2 . . . i

←→
∂tn

〈
x̃(1), x̃(2), . . . x̃(n)

∣∣. (3.84)W równo
zasowej reprezenta
ji heterowariantnej (t1 = t2 = . . . = tn) rozwa»any opera-tor poªo»enia (w obrazie S
hrödingera) jest po prostu mno»eniem przez zsymetryzowanyilo
zyn odpowiedni
h wspóªrz�dny
h:
{Q̂k1k2... kn}Ψ = x

(k1

(1)x
k2

(2) . . . x
kn)
(n) , (3.85)przy 
zym nawias okr¡gªy ozna
za symetryza
j� wska¹ników, konie
zn¡ w rozwa»anejteorii nierozró»nialny
h bozonów.Dla stanów wielo
z¡stkowy
h mo»na tak»e okre±li¢ g�sto±¢ prawdopodobie«stwa i po-mo
ni
z¡ kowariantn¡ g�sto±¢ ĵµ1µ2... µn oraz poda¢ uogólnienie na krzywoliniowe ukªadywspóªrz�dny
h w peªnej analogii do teorii jedno
z¡stkowej. Post�powanie to nie b�dzietutaj jednak wykonywane.9Zbiór trze
h wspóªrz�dny
h krzywoliniowy
h o
zywi±
ie nie tworzy »adnego trójwektora, ale mimoto jest on tutaj ozna
zany wytªusz
zonym drukiem.10Cz¡stki mog¡ by¢ zlokalizowane tylko w okre±lony
h 
hwila
h, nale»y zatem rozwa»a¢ dowolne kon-�gura
je 
zasów lokaliza
ji n 
z¡stek. 34



Rozdziaª 4Zespolone pole skalarne - naªadowane
z¡stki bezspinoweTeoria zespolonego pola skalarnego jest bardzo podobna do omówionej w poprzednimrozdziale teorii pola rze
zywistego. Gªówna ró»ni
a polega na tym, »e w tej teorii operatorpola φ̂(x) nie jest operatorem hermitowskim, w zwi¡zku z tym jego rozkªad na fale pªaskiejest tro
h� zmody�kowany:
φ̂(x) =

∫
d3p

(2π)32p0
[â(p)e−ip·x + b̂†(p)eip·x], (4.1)gdzie wyst�puje operator krea
ji anty
z¡stki b̂†(p). Operator ten speªnia takie samezwi¡zki komuta
yjne jak operator â†(p), z którym zreszt¡ komutuje. Wida¢ zatem, »erozwa»ana teoria opisuje dwa typy 
z¡stek, z który
h jedne nazywane s¡ po prostu 
z¡st-kami, a drugie anty
z¡stkami. Omawiane typy 
z¡stek ró»ni¡ si� tylko znakiem ªadunkuelektry
znego i dlatego obiekty zwi¡zane z 
z¡stkami b�d¡ ozna
zane indeksem +, a zwi¡-zane z anty
z¡stkami indeksem −. W ten sposób peªna przestrze« Hilberta-Fo
ka rozpadasi� na produkt tensorowy przestrzeni 
z¡stek i anty
z¡stek:

H = H+ ⊗H−, (4.2)przy 
zym przestrzenieH± s¡ identy
zne1 jak przestrze« Fo
ka rze
zywistego pola skalarne-go. Poªo»eniowe heterowariantne operatory anihila
ji 
z¡stek i krea
ji anty
z¡stek mo»nazde�niowa¢ tutaj nast�puj¡
o:
ât,x =

√
2
√
m2 −△φ̂(+)(x) , b̂†t,x =

√
2
√
m2 −△φ̂(−)(x), (4.3)gdzie φ̂(+) to 
z�±¢ anihiluj¡
a pola φ̂, a φ̂(−) to 
z�±¢ kreuj¡
a pola. Wyst�puj¡
e w ty
hwzora
h opera
je wy
i¡gania pierwiastków (dodatni
h) mi�dzy innymi z minus laplasjanunale»y rozumie¢ w kontek±
ie przedstawienia fourierowskiego pola.1Chodzi tutaj o identy
zno±¢ stosowany
h realiza
ji ty
h przestrzeni, gdy» abstrak
yjnie wszystkieprzestrzenie Hilberta o niesko«
zonej (przeli
zalnej) li
zbie wymiarów s¡ izomor�
zne.35



4.1 Operatory poªo»enia 
z¡stki i anty
z¡stkiPrzy pomo
y heterowariantny
h operatorów anihila
ji ât,x, zde�niowany
h przez pierw-sze równanie w (4.3) mo»na wyrazi¢ operator poªo»enia 
z¡stki w formie:
Q̂+(t) =

∫
d3x x â†t,x|0〉〈0|ât,x, (4.4)natomiast operator poªo»enia anty
z¡stki wyra»a si� przy pomo
y heterowariantny
h ope-ratorów b̂t,x:

Q̂−(t) =

∫
d3x x b̂†t,x|0〉〈0|b̂t,x. (4.5)Operator Q̂+ ma formalnie tak¡ sam¡ posta¢ jak w teorii pola rze
zywistego, zatem mo»eby¢ wyra»ony w posta
i:̂

Q+(t) =

∫
d3x x φ̂†(t,x)|0〉i←→∂t 〈0|φ̂(t,x). (4.6)Poniewa» Q̂− ró»ni si� od Q̂+ tylko zamian¡ operatorów typu â na operatory typu b̂ tomo»e by¢ on zapisany w formie:

Q̂−(t) =

∫
d3x x φ̂(t,x)|0〉i←→∂t 〈0|φ̂†(t,x). (4.7)�atwo zauwa»y¢, »e gdyby pole φ̂ byªo hermitowskie to operator Q̂− byªby równy operato-rowi Q̂+. W reprezenta
ji heterowariantnej (w obrazie S
hrödingera) rozwa»ane operatorypoªo»enia s¡ o
zywi±
ie operatorami mno»enia przez x.Uogólnienie operatorów Q̂± dla krzywoliniowy
h wspóªrz�dny
h na hiperpowierz
hniprzestrzennopodobnej przebiega tak samo, jak w teorii pola rze
zywistego. Równie» ana-logi
znie wprowadza si� tutaj wielo
z¡stkowe operatory poªo»enia. Ze wzgl�du na wiern¡analogi� do poprzedniego rozdziaªu powy»sze uogólnienia nie b�d¡ tutaj odr�bnie rozwa-»ane.4.2 Propozy
ja uogólnienia operatora poªo»eniana teori� z oddziaªywaniemW rozdziale o hermitowskim polu skalarnym nie byªo proponowane pewne bardziejspektakularne, ale i kontrowersyjne uogólnienie operatora poªo»enia na teori� oddziaªu-j¡
y
h pól kwantowy
h. Do tego 
elu najlepiej nadaje si� posta¢ operatora poªo»eniazapisana z u»y
iem p�du kanoni
znego pola π̂(x):

Q̂+(t) = i

∫
d3x x

[
φ̂†(t,x)|0〉〈0|π̂(t,x)− π̂†(t,x)|0〉〈0|φ̂(t,x)

]
. (4.8)Ewentualne wykorzystanie w teorii z oddziaªywaniem posta
i Q̂+, zawieraj¡
ej p�d kano-ni
zny poparte jest przez nast�puj¡
y zwi¡zek komuta
yjny:

[φ̂(t,x), π̂(t,x′)] = δ(3)(x− x′), (4.9)36



który jest sªuszny nawet w teorii z oddziaªywaniem, a prawa strona tego zwi¡zku ma
harakter heterowariantny. Wszystkie wielko±
i wyst�puj¡
e we wzorze (4.8) maj¡ ra
j�bytu w peªnej teorii oddziaªuj¡
y
h pól kwantowy
h. Ponadto posta¢ tego wzoru zapewnianiezale»no±¢ operatora poªo»enia od 
e
howania.Interpreta
ja operatora Q̂+ uogólnionego na teori� z oddziaªywaniem jest istotnieutrudniona istnieniem w takiej teorii zjawiska krea
ji par 
z¡stka - anty
z¡stka, a wi�
w isto
ie zjawiska zmiany li
zby 
z¡stek danego rodzaju. Zjawisko krea
ji par za
hodziw 
zasoprzestrzeni, uzasadnionym jest zatem o
zekiwanie, »e istnieje pewien opis tegozjawiska, oparty na poj�
ia
h 
zasoprzestrzenny
h, taki
h jak poªo»enie i 
zas. Nie jestwyklu
zone, »e takiego opisu dostar
zaj¡ nam: operator poªo»enia wprowadzony wzorem(4.8) oraz jego wielo
z¡stkowe analogony.
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Rozdziaª 5Pole Dira
a - elektrony i pozytony
5.1 Kwantowanie kanoni
zne i przestrze« Fo
kaW relatywisty
znej me
hani
e kwantowej 
z¡stki o spinie 1/2 opisywane s¡ bispinoro-wym polem ψ̂(x), które stanowi 
zterokomponentowy zbiór skalarny
h pól niehermitow-ski
h (zespolony
h) o spe
jalny
h reguªa
h transforma
yjny
h. Pole ψ̂(x) speªnia równa-nie Dira
a, które mo»na zapisa¢ w posta
i kowariantnej nast�puj¡
o:

γ̂µi∂µψ̂(x) = mψ̂(x), (5.1)gdzie m jest mas¡ kwantów pola (
z¡stek), a {γ̂µ}3µ=0 to zbiór kowariantny
h ma
ierzy(4x4) Dira
a speªniaj¡
y
h poni»sze zwi¡zki antykomuta
yjne:
{γ̂µ, γ̂ν} = 2gµν . (5.2)Z równania Dira
a i zwi¡zków antykomuta
yjny
h ma
ierzy gamma wynika, »e ka»daskªadowa pola ψ̂ speªnia równanie Kleina-Gordona. Na tej podstawie mo»na dokona¢kowariantnej1 trójwymiarowej transforma
ji Fouriera pola ψ̂ opisanej w dodatku N4 i wy-razi¢ to pole za pomo
¡ transforma
ji odwrotnej:

ψ̂(x) =

∫
d3p

(2π)32p0

[ ˆ̃ψ(p) e−ip·x − ˆ̃ψ(−p) eip·x
]
, (5.3)przy 
zym 
aªkowanie przebiega tylko po dodatniej powªo
e masy tzn. p0 = +

√
m2 + p2.Transformata Fouriera ˆ̃

ψ(p) pola Dira
a speªnia równanie:
γ̂µpµ

ˆ̃ψ(p) = m ˆ̃ψ(p). (5.4)5.1.1 Bispinorowe bazy rozwi¡za« równania Dira
aWygodnie jest przedstawi¢ operator ˆ̃ψ(p) w dowolnej bazie podprzestrzeni taki
h bi-spinorów u, które speªniaj¡ algebrai
zne równanie:
(γ̂µpµ −m)u(p) = 0. (5.5)Poniewa» rz¡d ma
ierzy stoj¡
ej tutaj po lewej stronie wynosi 2 (nawet gdy m = 0) torozwa»ana podprzestrze« jest dwuwymiarowa (w sensie zespolonym). Mo»na wybra¢ dwabispinory bazowe tej podprzestrzeni, które zale»¡ od p. Poni»ej zostan¡ zaproponowanedwie takie bazy.1W przypadku pola Dira
a podawana transforma
ja nazywana jest kowariantn¡, a nie inwariantn¡ zewzgl�du na bispinorow¡ natur� tego pola. 39



Bispinorowa baza wªasnaW 
elu zde�niowania bazy pierwszego rodzaju nale»y wyró»ni¢ pewien unormowany
zterowektor przestrzennopodobny nµ (n2 = −1) 2. W konstruk
ji tej bazy u»ywanab�dzie tylko ortogonalna do 
zterop�du 
z�±¢ wektora nµ:
n⊥

µ(p) = nµ −
n · p
m2

pµ.Bispinory bazowe z de�ni
ji speªniaj¡ równanie (5.5). W 
elu i
h dookre±lenia mo»naza»¡da¢, aby byªy one wektorami wªasnymi ma
ierzy rzutu spinu na kierunek n⊥

µ , którato ma
ierz ma posta¢:
ŝn =

1

2
γ̂5γ̂

µn⊥

µ , (5.6)gdzie γ̂5 = iγ̂0γ̂1γ̂2γ̂3. Podana ma
ierz komutuje z ma
ierz¡ wyst�puj¡
¡ w równaniuDira
a. Ma
ierz ta posiada dwie podwójne warto±
i wªasne +1/2 i -1/2, które mog¡ by¢warto±
iami indeksu sn porz¡dkuj¡
ego bispinory bazy. W 
elu bardziej bezpo±redniegookre±lenia tej bazy wygodnie jest wprowadzi¢ operator projek
ji na rozwi¡zania równaniaDira
a o okre±lonym sn:
Π̂(p,±1/2) =

1± γ̂5γ̂
µn⊥

µ

2

m+ γ̂νpν

2m
. (5.7)Operator ten jest poprawnym operatorem rzutowym o ±ladzie 1, ale nie jest on hermitow-ski. Ostate
znie mo»na wi�
 okre±li¢ elementy bazy przez podanie ma
ierzy rzutowej naka»dy z ni
h. Dla dodatniej powªoki masy p0 > 0 bispinory te ozna
zmy liter¡ u:

u(p, sn)←→ Π̂(p, sn), (5.8)za± dla ujemnej powªoki masy liter¡ v:
v(p, sn)←→ Π̂(−p,−sn), (5.9)gdzie p0 > 0, a strzaªka ozna
za odpowiednio±¢ mi�dzy wektorem oraz ma
ierz¡ rzutow¡na kierunek tego wektora. Do peªnej jednozna
zno±
i (pomijaj¡
 dowolno±¢ faz) okre±leniaelementów bazy potrzebne s¡ jesz
ze warunki i
h normaliza
ji:

u(p, sn)u(p, s′n) = δsns′n ; v(p, sn)v(p, s
′
n) = −δsns′n, (5.10)gdzie u = u†γ̂0 to sprz�»enie dirakowskie. Mo»liwo±¢ narzu
enia taki
h warunków normali-za
yjny
h wynika z faktu, »e bispinory sprz�»one u, v s¡ lewostronnymi wektorami wªa-snymi ty
h samy
h ma
ierzy, który
h wektory wªasne to niesprz�»one bispinory u, v.Ponadto bispinory dodatniej i ujemnej powªoki masy s¡ ortogonalne (w sensie dirakow-skim):

u(p, sn)v(p, s′n) = 0, (5.11)
o ozna
za, »e ª¡
znie bispinory te tworz¡ dla ka»dego p baz� peªnej 
zterowymiarowejprzestrzeni bispinorów. Niestety zde�niowana baza nie jest ortonormalna w sensie zwy-kªego ilo
zynu skalarnego ze sprz�»eniem hermitowskim, tzn. ilo
zynu typu u†v. Sytua
ja2W przypadku m = 0 nale»aªoby dodatkowo wyró»ni¢ wektor 
zasopodobny, najlepiej ortogonalny dowektora nµ. 40



ta jest konsekwen
j¡ niehermitowsko±
i ma
ierzy, dla który
h u(p, sn) i v(p, sn) s¡ wekto-rami wªasnymi oraz niekowariantnego 
harakteru zwykªego ilo
zynu bispinorów.W prakty
e w konkretnej reprezenta
ji ma
ierzy Dira
a mo»na otrzyma¢ przykªadowobispinor u(p,+1/2) wybieraj¡
 niezerow¡ kolumn� ma
ierzy Π̂(p,+1/2), a nast�pnie nor-malizuj¡
 j¡. Normaliza
j� mo»e usprawni¢ wykorzystanie wzoru Π̂ Π̂ = γ̂0Π̂, gdziewyst�puje sprz�»enie dirakowskie ma
ierzy zde�niowane analogi
znie do sprz�»enia dira-kowskiego bispinorów. Wprowadzona baza zªo»ona z wektorów u(p, sn), v(p, sn) nie ma
aªkowi
ie kowariantnego 
harakteru, gdy» zale»y od wyboru wektora n, ale w zamian zato posiada prost¡ interpreta
j� �zy
zn¡, odwoªuj¡
¡ si� do poj�
ia spinu.Cykli
zna baza bispinorowaZe wzgl�du na mniejsz¡ swobod� w wyborze i wi�ksz¡ ilo±¢ zwi¡zków ortonormalno±
iwygodniej jest stosowa¢ inn¡ ni» powy»sza baz�, która b�dzie nazywana baz¡ 
ykli
zn¡.Dzi�ki nadaniu elementom tej bazy wymiaru odwrotno±
i pierwiastka dªugo±
i jest onadobrze okre±lona nawet dla m = 0. Do okre±lenia tej bazy potrzebne s¡ 
ztery bispinory
u0

(1), u
0
(2), v

0
(1), v

0
(2), które b�d¡ peªniªy rol� wektorów 
ykli
zny
h. Zakªadamy, »e bispinoryte s¡ wektorami wªasnymi ma
ierzy γ̂0:

γ̂0u
0
(a) = +u0

(a) , γ̂0v
0
(a) = −v0

(a), (5.12)oraz, »e s¡ ortonormalne:
u0 †

(a)u
0
(b) = v0 †

(a)v
0
(b) = δab, (5.13)gdzie indeksy a, b przyjmuj¡ warto±¢ 1 lub 2. Ortogonalno±¢ wektorów typu u do wektorówtypu v jest zagwarantowana równaniami wªasnymi (5.12). Zde�niowane bispinory s¡zadane z dokªadno±
i¡ do transforma
ji unitarnej, tzn. »e dwie wersje (primowan¡ i nieprimowan¡) taki
h bispinorów mo»na wzajemnie przeksztaª
a¢ na siebie przy pomo
ypewny
h dwó
h dwuwymiarowy
h ma
ierzy unitarny
h Ru

ab, R
v
ab zgodnie z wzorami:

u′0(a) =

2∑

b=1

Ru
ab u

0
(b) , v′0(a) =

2∑

b=1

Rv
ab v

0
(b). (5.14)Elementy 
ykli
znej bazy spinowej w wyró»nionym ukªadzie de�niujemy jako odwrotnelorentzowskie p
hni�
ia bispinorów 
ykli
zny
h z 
zteropr�dko±
i¡ p/m tzn.:

u(a)(p) =
√

2m Ŝ−1(p/m) u0
(a) , v(a)(p) =

√
2m Ŝ−1(p/m) v0

(a), (5.15)przy 
zym 
zynnik √2m zostaª dodany po to, aby usun¡¢ osobliwo±¢ dla m = 0. Ma-
ierz Ŝ( ) jest ma
ierz¡ p
hni�
ia lorentzowskiego bispinorów zale»n¡ od 
zteropr�dko±
i.Na podstawie wzorów zawarty
h w dodatku N5 otrzymujemy nast�puj¡
e równania naelementy bazy 
ykli
znej:
u(a)(p) =

m+ γ̂µpµ√
m+ p0

u0
(a) , v(a)(p) =

m− γ̂µpµ√
m+ p0

v0
(a), (5.16)przy 
zym jak zwykle jest przyj�te, »e p0 = +

√
m2 + p2. Baza ta wbrew pozorom niema kowariantnego 
harakteru, gdy» wyró»nia ukªad odniesienia, w którym p = (m, 0).Z powy»szego powodu rozwa»an¡ baz� mo»na nazywa¢ bardziej pre
yzyjnie 
ykli
zn¡ baz¡spo
zynkow¡. Warto równie» zauwa»y¢, »e bispinory u(1), u(2), v(1), v(2) nie s¡ w ogólno±
i41



wektorami wªasnymi operatora ŝn. Zwi¡zki ortonormaliza
yjne dla bazy 
ykli
znej maj¡podobn¡ posta¢ jak dla poprzedniej:
u(a)(p)u(b)(p) = 2mδab ; v(a)(p)v(a)(p) = −2mδab, (5.17)gdzie indeksy a, b przyjmuj¡ warto±¢ 1 lub 2. Ponadto bispinory bazy 
ykli
znej speªniaj¡rela
je:

u†(a)(p)u(b)(p) = 2p0δab,

v†(a)(p)v(b)(p) = 2p0δab,

u†(a)(p0,p)v(b)(p0,−p) = 0.

(5.18)Cykli
zna baza spo
zynkowa okre±lona jest z dokªadno±
i¡ do transforma
ji unitarnejtypu (5.14), która nie zale»y od p. W dalszej 
z�±
i rozdziaªu stosowana jest wyª¡
znie
ykli
zna baza spo
zynkowa bispinorów.5.1.2 Zwi¡zki antykomuta
yjneZ klasy
znego formalizmu lagran»owskiego wynika, »e p�dem kanoni
znie sprz�»onympola jest wielko±¢ iψ̂†(x) 3. Ozna
za to, »e w wyniku zastosowania metody kanoni
znegokwantowania dla fermionów otrzymuje si� nast�puj¡
e reguªy antykomuta
yjne:
{ψ̂A(t,x), ψ̂†B(t,x′)} = δ(3)(x− x′)δAB ;

{ψ̂A(t,x), ψ̂B(t,x′)} = 0 ;

{ψ̂†A(t,x), ψ̂†B(t,x′)} = 0 ;

(5.19)gdzie A i B s¡ 
zterowarto±
iowymi indeksami bispinorowymi. Ze zwi¡zków ty
h wynikaj¡antykomutatory dla transformaty Fouriera pola na powªo
e masy:
{ ˆ̃
ψA(p),

ˆ̃
ψB(p′)} = 0 ;

{ ˆ̃ψ†A(p), ˆ̃ψ†B(p)} = 0 ;
(5.20)oraz:

{ ˆ̃
ψA(p),

ˆ̃
ψ†B(p′)} =

{
(2π)32p0(p0δAB +m βAB + p ·αAB)δ(3)(p− p′) gdy ǫ(p0) = ǫ(p′0)
0 gdy ǫ(p0) = −ǫ(p′0),(5.21)gdzie wyst�puje niekowariantna wersja ma
ierzy Dira
a β̂ = γ̂0, α̂ = γ̂0γ̂ oraz funk-
ja znakowa signum ǫ( ). Wyprowadzenie ty
h zwi¡zków wymaga zastosowania równaniaDira
a oraz 
aªkowania przez 
z�±
i. Zªo»ona posta¢ algebrai
zna ostatniego antykomu-tatora jest spowodowana istnieniem tylko dwó
h spinorowy
h stopni swobody w 
ztero-komponentowym obiek
ie ˆ̃ψ(p). Rozkªad ˆ̃ψ(p) w 
ykli
znej bazie bispinorów zna
znieuprasz
za sytua
j�. Transformat� Fouriera pola na dodatniej powªo
e masy, peªni¡
¡ rol�bispinorowego operatora anihila
ji, mo»na przedstawi¢ w posta
i:

ˆ̃ψ(p) =
2∑

a=1

b̂a(p) u(a)(p), (5.22)3Jest to prawd¡, gdy u»ywana jest niesymetry
zna zespolona g�sto±¢ lagran»janu L = ψ(iγ̂µ∂µ−m)ψ.42



gdzie b̂1,2(p) s¡ operatorami anihila
ji elektronu o 
zterop�dzie p i okre±lonym staniespinowym. Transformata Fouriera pola na ujemnej powªo
e masy, która jest operatoremkrea
ji pozytonu mo»e by¢ rozªo»ona analogi
znie:
− ˆ̃
ψ(−p) =

2∑

a=1

d̂†a(p) v(a)(p), (5.23)gdzie d̂†a(p) peªni rol� operatora krea
ji pozytonu. Na podstawie antykomutatora (5.21)oraz zwi¡zków ortogonaliza
yjny
h elementów bazy 
ykli
znej mo»na otrzyma¢ antyko-mutatory operatorów anihila
ji i krea
ji:
{b̂a(p), b̂†b(p′)} = (2π)32p0δ

(3)(p− p′)δab;

{d̂a(p), d̂
†
b(p
′)} = (2π)32p0δ

(3)(p− p′)δab;
(5.24)a pozostaªe antykomutatory wynosz¡ zero.Dzi�ki nowym ozna
zeniom kwantowe pole Dira
a mo»na wyrazi¢ w posta
i:

ψ̂(x) =

2∑

a=1

∫
d3p

(2π)32p0

[
b̂a(p) u(a)(p) e

−ip·x + d̂†a(p) v(a)(p) e
ip·x

]
. (5.25)Pierwszy 
zªon tego operatora zawieraj¡
y tylko dodatnie 
z�sto±
i stanowi kowariantnybispinorowy operator anihila
ji elektronu w reprezenta
ji poªo»eniowej i jest ozna
zanyjako ψ̂(+)(x). Drugi 
zªon, który b�dzie ozna
zany przez ψ̂(−)(x) to poªo»eniowy kowarian-tny operator krea
ji pozytonu. Skªadowe (komponenty) ty
h operatorów bispinorowy
hw bazie 
ykli
znej b�d¡ ozna
zane jako ψ̂

(a)
(±)(x) i s¡ one zde�niowane nast�puj¡
o:

ψ̂
(a)
(+)(x) =

∫
d3p

(2π)32p0
b̂a(p) e

−ip·x , ψ̂
(a)
(−)(x) =

∫
d3p

(2π)32p0
d̂†a(p) e

+ip·x. (5.26)Ponadto przydatne oka»¡ si� tzw. komponenty 
ykli
zne peªnego pola Dira
a o posta
i:
ψ̂(a)(x) = ψ̂

(a)
(+)(x) + ψ̂

(a)
(−)(x). (5.27)Wprowadzony
h jednoskªadnikowy
h komponent nie nale»y myli¢ z bispinorowymi skªa-dowymi w bazie 
ykli
znej, które nie maj¡ bezpo±redniego zastosowania w tej pra
y.5.1.3 Stany Fo
ka i i
h funk
je faloweInwariantna i heterowariantna reprezenta
ja p�dowaWprowadzone w poprzednim paragra�e operatory krea
ji i anihila
ji umo»liwiaj¡ zde-�niowanie fermionowej przestrzeni Fo
ka. Jednowymiarowa podprzestrze« stanu pró»ni,reprezentowana przez unormowany wektor |0〉, zde�niowana jest jak dla pola skalarnegojako wspólne j¡dro wszystki
h operatorów anihila
ji. Przy pomo
y wektora pró»ni i ope-ratorów krea
ji wprowadza si� stany wielo
z¡stkowe. W reprezenta
ji p�dowej jedno
z¡st-kowe stany elektronu konstruuje si� nast�puj¡
o:

|Ψ+〉(1) =

2∑

a=1

∫
d3p

(2π)32p0
Φ̃

(a)
+ (p)b̂†a(p)|0〉, (5.28)43



gdzie Φ̃
(1)
+ (p), Φ̃

(2)
+ (p) to dwie komponenty kowariantnej funk
ji falowej elektronu w repre-zenta
ji p�dowej wyra»one w 
ykli
znej bazie spo
zynkowej. Komponenty te traktowaneª¡
znie tworz¡ bispinorow¡ kowariantn¡ funk
je falow¡:

Φ̃+(p) =
2∑

a=1

Φ̃
(a)
+ (p) u(a)(p) = 〈0| ˆ̃ψ(p)|Ψ+〉(1). (5.29)W 
elu podania matematy
znie ±
isªej realiza
ji jedno
z¡stkowej przestrzeni Hilberta-Fo
ka elektronów H(1)

+ najwygodniej jest stosowa¢ niezale»ne dwie komponenty 
ykli
znetego bispinora. Wspomnian¡ przestrze« mo»na zde�niowa¢ jako zbiór klas par funk
ji
Φ̃

(1)
+ (p), Φ̃

(1)
+ (p), dla który
h istnieje nast�puj¡
a 
aªka Lebesgue'a:

‖Ψ+‖2 =
2∑

a=1

∫
d3p

(2π)22p0

Φ̃
∗(a)
+ (p)Φ̃

(a)
+ (p), (5.30)przy 
zym w obr�bie danej klasy dwie pary funk
ji mog¡ ró»ni¢ si� tylko na zbiorzemiary zero. Powy»sza 
aªka jest kwadratem normy jedno
z¡stkowego stanu elektronui jest niezmiennikiem dla funk
ji bispinorowej, dlatego podana de�ni
ja jest niezale»na odukªadu iner
jalnego.Stan jedno
z¡stkowy pozytonu wygodnie jest reprezentowa¢ w posta
i:

|Ψ−〉(1) =

2∑

a=1

∫
d3p

(2π)32p0
Φ̃
∗(a)
− (p)d̂†a(p)|0〉, (5.31)gdzie wyst�puje zespolone sprz�»enie komponent pozytonowej funk
ji falowej Φ̃

(a)
− (p).Dzi�ki temu sprz�»eniu istnieje prosty wzór na peªn¡ bispinorow¡ funk
j� falow¡ pozytonu:

Φ̃−(p) =
2∑

a=1

Φ̃
(a)
− (p) v(a)(p) =(1) 〈Ψ−| − ˆ̃ψ(−p)|0〉. (5.32)Funk
je falowe Φ̃±(p) s¡ kowariantne, a operatory b̂a(p), d̂a(p) maj¡ pod pewnymiwzgl�dami 
harakter zbli»ony do kowariantnego4. Heterowariantne odpowiedniki ty
hobiektów z de�ni
ji powinny speªnia¢ nast�puj¡
e kryteria: funk
ja wagowa wyst�pu-j¡
a w ilo
zynie skalarnym wyra»onym za pomo
¡ heterowariantny
h funk
ji falowy
hpowinna wynosi¢ jeden, a antykomutator heterowariantny
h operatorów anihila
ji i kre-a
ji powinien by¢ unormowany do ilo
zynu delty Dira
a i Krone
kera5. Okazuje si�, »eheterowariantne operatory anihila
ji w reprezenta
ji p�dowej nale»y wprowadzi¢ w peªnejanalogii do teorii pola skalarnego w posta
i:

b̂p,a =
b̂a(p)√

2p0

, d̂p,a =
d̂a(p)√

2p0

, (5.33)podobnie jak heterowariantne funk
je falowe:
Ψ̃

(a)
± (p) =

Φ̃
(a)
± (p)√
2p0

. (5.34)4Chodzi tutaj o sposób wyst�powania zmiennej p w zwi¡zka
h komuta
yjny
h (5.24).5Omawiana normaliza
ja nie jest stosowana w stosunku do pot�g 
zynnika 2π, który zwykle wyst�pujewraz z p�dem, poniewa» 2π/|p| jest dªugo±
i¡ fali de Broglie'a.44



Inwariantna i heterowariantna reprezenta
ja poªo»eniowaTeraz zostanie omówiona najwa»niejsza dla zagadnienia operatora poªo»enia repre-zenta
ja poªo»eniowa. Bispinorowe kowariantne funk
je falowe elektronu lub pozytonuw reprezenta
ji poªo»eniowej najpro±
iej jest wprowadzi¢ jako niezmienni
ze trójwymia-rowe transformaty Fouriera:
Φ±(x) =

∫
d3p

(2π)22p0
Φ̃±(p) e∓ip·x, (5.35)gdzie znak plus ozna
za funk
j� falow¡ elektronu, a znak minus - pozytonu. Przy pomo
ytakiej bispinorowej kowariantnej funk
ji jedno
z¡stkowy stan elektronu mo»na wyrazi¢w formie:

|Ψ+〉(1) =

∫

Ω

∗dxµ ψ̂(+)(x)γ̂µΦ+(x)|0〉, (5.36)gdzie Φ+(x) to kowariantna bispinorowa funk
ja falowa elektronu, któr¡ mo»na trady
yj-nie przedstawi¢ w posta
i:
Φ+(x) = 〈0|ψ̂(+)(x)|Ψ+〉(1). (5.37)Podobnie wygl¡daj¡ wzory dla pozytonu (anty
z¡stki elektronu):

|Ψ−〉(1) =

∫

Ω

∗dxµ Φ−(x)γ̂µψ̂(−)(x)|0〉 , Φ−(x) =(1) 〈Ψ−|ψ̂(−)(x)|0〉. (5.38)Bispinorowe funk
je falowe speªniaj¡ zwykªe równanie Dira
a oraz ponadto pierwiastkowerównanie Kleina-Gordona (w dowolnym ukªadzie iner
jalnym):
i∂tΦ±(x) = ±

√
m2 −△Φ±(x), (5.39)poniewa» zawieraj¡ one tylko 
z�sto±
i okre±lonego znaku. Ilo
zyn skalarny dwó
h sta-nów jednoelektronowy
h lub jednopozytonowy
h w reprezenta
ji kowariantnej funk
jibispinorowej ma prost¡ posta¢:

(1)〈Ψ1|Ψ2〉(1) =

∫

Ω

∗dxµ Φ1(x)γ̂µΦ2(x) =

∫
d3x Φ†1(t,x)Φ2(t,x), (5.40)gdzie Φ1,Φ

†
1 s¡ dirakowsko i hermitowsko sprz�»onymi bispinorowymi funk
jami falo-wymi. Ilo
zyn ten ma tak¡ sam¡ form� jak w teorii nierelatywisty
znej. Mo»na byprzypusz
za¢, »e reprezenta
ja bispinorowa Φ±(x) jest poszukiwan¡ reprezenta
j¡ hete-rowariantn¡, jednak mimo pozorów tak nie jest. Fakt, »e rozwa»ana reprezenta
ja jestkowariantna o
zywi±
ie nie jest wystar
zaj¡
ym tego dowodem. Wyja±nienie zagadnieniajest do±¢ subtelne i odwoªuje si� do przestrzeni dopusz
zalny
h falowy
h funk
ji bispi-norowy
h o okre±lonej 
z�sto±
i. Wi¡z polegaj¡
y na wyst�powaniu w funk
ja
h Φ±(x)tylko dodatni
h albo tylko ujemny
h 
z�sto±
i zmniejsza dwukrotnie li
zb� bispinorowy
hstopni swobody. Stosowanie funk
ji falowej o zale»ny
h komponenta
h mo»e prowadzi¢do nieporozumie« lub przynajmniej trudno±
i, np. nie ka»da mierzalna z kwadratemfunk
ja 
zterokomponentowa F (x) mo»e by¢ warunkiem po
z¡tkowym dla jakiejkolwiekfunk
ji Φ±(x). Drugi argument (po±rednio zwi¡zany z pierwszym) opiera si� na posta
iantykomutatora operatorów anihila
ji i krea
ji elektronu:

{ψ̂(+) A(x), ψ̂†(+) B(x′)} = (δABi∂t + iαAB · ∇+ βABm)i∆(+)(x− x′), (5.41)45



gdzie ∆(+)( ) jest wprowadzon¡ w
ze±niej funk
j¡ Wightmana o dodatni
h 
z�sto±
ia
h,a ▽k = −∂k. Wida¢, »e powy»szy antykomutator, nawet dla t′ = t, nie jest ilo
zynemdelt Dira
a i Krone
kera, zatem nie jest speªniony jeden z postulatów dla reprezenta
jiheterowariantnej. Kolejny argument na to, »e operator x nie jest operatorem poªo»eniaw reprezenta
ji Φ±(x), oparty na posta
i operatora pr�dko±
i, opisany jest w rozdzialepierwszym.Powy»sze argumenty ±wiad
z¡ o tym, »e dla konstruk
ji reprezenta
ji heterowariant-nej (i nie tylko dla niej) wskazane jest wprowadzenie dwukomponentowej funk
ji falowejzamiast funk
ji Φ±(x) o 
ztere
h zale»ny
h skªadowy
h. Zadanie to mo»na wykona¢ tak,jak w reprezenta
ji p�dowej przy pomo
y 
ykli
zny
h komponent bispinorów Φ±(x), któres¡ po prostu kowariantn¡ transformat¡ Fouriera komponent Φ̃
(a)
(±):

Φ
(a)
± (x) =

∫
d3p

(2π)22p0
Φ̃

(a)
± (p) e∓ip·x. (5.42)Komponenty Φ

(1)
± (x),Φ

(2)
± (x) s¡ niezale»ne i mog¡ by¢ traktowane ª¡
znie jako dwuele-mentowe funk
je falowe elektronów lub pozytonów w reprezenta
ji poªo»eniowej i w bazie
ykli
znej. Konsystentnie w ten sam sposób byªy ju» w
ze±niej wprowadzone komponetny
ykli
zne poªo»eniowy
h operatorów anihila
ji i krea
ji:

ψ̂
(a)
(+)(x) =

∫
d3p

(2π)22p0
b̂a(p) e

−ip·x , ψ̂
(a)
(−)(x) =

∫
d3p

(2π)22p0
d̂†a(p) e

+ip·x. (5.43)Dzi�ki tym operatorom komponenty funk
ji falowy
h w bazie 
ykli
znej mo»na wyrazi¢bezpo±rednio:
Φ

(a)
+ (x) = 〈0|ψ̂(a)

(+)(x)|Ψ+〉 , Φ
(a)
− (x) = 〈Ψ−|ψ̂(a)

(−)(x)|0〉. (5.44)Do kompletu potrzebne s¡ jesz
ze bazowe bispinory 
ykli
zne ũ(a)(x), ṽ(a)(x) w reprezenta-
ji poªo»eniowej, które s¡ niezale»nymi (w sensie spinowy
h stopni swobody) klasy
znymirozwi¡zaniami równania Dira
a:
ũ(a)(x) =

∫
d3p

(2π)22p0
u(a)(p) e

−ip·x , ṽ(a)(x) =

∫
d3p

(2π)22p0
v(a)(p) e

+ip·x. (5.45)Mówi¡
 pre
yzyjnie s¡ to uogólnione rozwi¡zania, b�d¡
e skomplikowanymi dystrybu-
jami. Fakt ten nie dyskredytuje jednak obiektów ũ(a)(x), ṽ(a)(x), poniewa» w zastosowa-nia
h wyst�puj¡ one zawsze pod znakiem 
aªki. Przykªadowo bispinorowa funk
ja falowaelektronu wyra»a si� za pomo
¡ swoi
h komponent nast�puj¡
o:
Φ+(x) =

2∑

a=1

∫

Ω

∗dyµ Φ
(a)
+ (x− y)i←→∂yµ ũ(a)(y), (5.46)gdzie←→∂yµ =

−−−→
∂/∂yµ−←−−−∂/∂yµ. Wyst�powanie 
aªki pokazuje, »e wyodr�bnienie niezale»ny
hstopni swobody bispinorowej funk
ji falowej elektronu ma 
harakter nielokalny. W po-dobnej posta
i mo»na wyrazi¢ wektor stanu odpowiadaj¡
y funk
ji Φ+(x):

|Ψ+〉 = −
2∑

a=1

∫

Ω

∗dxµ Φ
(a)
+ (x)i

←→
∂µ ψ̂

†(a)
(+) (x)|0〉. (5.47)46



Ostatnie dwa równania najpro±
iej jest dowie±¢ wyra»aj¡
 wyst�puj¡
e pod znakiem 
aªkiobiekty w zmienny
h p�dowy
h, a nast�pnie przeksztaª
i¢ 
aªe wyra»enie do posta
i b�-d¡
ej de�ni
j¡ lewej strony. Post�powanie to jest zreszt¡ analogi
zne jak w przypadkupola skalarnego. Istotna nowo±¢ polega tylko na istnieniu dodatkowy
h dwó
h spinowy
hstopni swobody. Ilo
zyn skalarny dwó
h stanów jedno
z¡stkowy
h wyra»ony w reprezen-ta
ji Φ(a)(x) ma form�:
〈Ψ1±|Ψ2±〉 = ±

2∑

a=1

∫

Ω

∗dxµ Φ
∗(a)
1± (x)i

←→
∂µ Φ

(a)
2±(x), (5.48)bardzo podobn¡ jak dla pola skalarnego, a jedyn¡ ró»ni
¡ jest wyst�powanie dwó
h modówindeksowany
h za pomo
¡ a.Bispinorowe pole Dira
a ψ̂(x) mo»e by¢ rozpatrywane jako zbiór dwó
h pól {ψ(a)

(+)(x)+

ψ
(a)
(−)(x)}2a=1, dzi�ki 
zemu reprezenta
j� heterowariantn¡ dla 
z¡stek o spinie 1/2 mo»nawprowadzi¢ w peªnej analogii do pola skalarnego. Heterowariantny operator anihila
jielektronu w punk
ie x w 
hwili t i w stanie spinowym a nale»y zatem zde�niowa¢ nast�-puj¡
o:

b̂t,x;a =

√
2
√
m2 −△ ψ̂

(a)
(+)(t,x) =

∫
d3p

(2π)3
b̂p,a e

−ip·x, (5.49)gdzie b̂p,a to heterowariantny operator anihila
ji elektronu w reprezenta
ji p�dowej. Iden-ty
znie wygl¡da równanie de�niuj¡
e poªo»eniowy operator anihila
ji pozytonu d̂t,x;a.Dwuskªadnikow¡ heterowariantn¡ funk
j� falow¡ elektronu (+) lub pozytonu (−) mo»nakonsekwentnie zde�niowa¢ równaniem:
Ψ

(a)
± (t,x) =

√
2
√
m2 −△ Φ

(a)
± (x) =

∫
d3x

(2π)3
Ψ̃

(a)
± (p) e∓ip·x, (5.50)gdzie Φ

(a)
± (x) to komponenty 
ykli
zne kowariantnej funk
ji falowej, a Ψ̃

(a)
± to komponentyheterowariantnej funk
ji falowej w reprezenta
ji p�dowej. Ilo
zyn skalarny dwó
h stanówwyra»ony za pomo
¡ niezale»ny
h komponent funk
ji heterowariantnej przyjmuje posta¢:

〈Ψ1±|Ψ2±〉 =

2∑

a=1

∫
d3x Ψ

∗(a)
1± (t,x)Ψ

(a)
2±(t,x), (5.51)przy 
zym o
zywi±
ie ilo
zyn ten nie zale»y od 
zasu, 
o wynika z unitarno±
i ewolu
ji
zasowej stanów.5.2 Operator poªo»enia i g�sto±¢ prawdopodobie«stwaZnajomo±¢ poªo»eniowej reprezenta
ji heterowariantnej, w sz
zególno±
i heterowarian-tny
h operatorów anihila
ji b̂t,x;a oraz d̂t,x;a determinuje posta¢ operatora poªo»eniaelektronu:

Q̂+(t) =

2∑

a=1

∫
d3x x b̂†t,x;a|0〉〈0|b̂t,x;a. (5.52)�atwo zauwa»y¢, »e g�sto±¢ prawdopodobie«stwa wyst�puj¡
a pod 
aªk¡ nie zale»y odwyboru 
ykli
znej bazy spo
zynkowej, ze wzgl�du na to, »e transforma
ja unitarna (5.14)47



nie zale»y od zmiennej p. Operator poªo»enia pozytonu jest analogi
zny:
Q̂−(t) =

2∑

a=1

∫
d3x x d̂†t,x;a|0〉〈0|d̂t,x;a. (5.53)Kieruj¡
 si� do±¢ wiern¡ analogi¡ z polem skalarnym mo»na bez konie
zno±
i dowoduprzepisa¢ fakt 1 dla przypadku elektronu, 
o prowadzi do nowej posta
i operatora poªo-»enia:

Q̂+(t) =

2∑

a=1

∫
d3x x ψ̂

†(a)
(+) (t,x)|0〉i←→∂t 〈0|ψ̂(a)

(+)(t,x), (5.54)gdzie ψ̂(1,2)
(+) (t,x) s¡ 
ykli
znymi komponentami kowariantnego operatora anihila
ji elek-tronu ψ̂(+)(x). We wzorze tym wyst�puje zerowa skªadowa kwazi
zterog�sto±
i pewnegoabstrak
yjnego, unormowanego do jedno±
i, ªadunku:

̂µ+(t,x) =

2∑

a=1

ψ̂
†(a)
(+) (t,x)|0〉i←→∂µ 〈0|ψ̂(a)

(+)(t,x), (5.55)który speªnia równanie 
i¡gªo±
i. Obiekt ̂µ+(t,x) jest analogonem 
zterog�sto±
i ĵµ(x)
z¡stki skalarnej, ale nie jest on kowariantny. Zatem zde�niowany operator poªo»eniaelektronu w posta
i (5.54) nie jest wyra»ony przy pomo
y obiektów kowariantny
h, anitak elementarny
h wielko±
i jak pole Dira
a ψ̂(x) 
zy jego p�d kanoni
zny iψ̂†(x). Okazujesi�, »e rozwa»any operator poªo»enia nie mo»e by¢ przeksztaª
ony do posta
i:
Q̂+(t) 6=

∫
d3x x ψ̂†(t,x)|0〉〈0|ψ̂(t,x). (5.56)O nie za
hodzeniu powy»szej równo±
i ±wiad
zy kolejna to»sama forma operatora poªo-»enia, wynikaj¡
a z poni»szego faktu.Fakt 3 Nast�puj¡
e dwie posta
ie operatora g�sto±
i prawdopodobie«stwa poªo»enia elek-tronu s¡ równowa»ne:

ˆ̺+(t,x) =
2∑

a=1

b̂†t,x;a|0〉〈0|b̂t,x;a = ψ̂†FW (t,x)|0〉〈0|ψ̂FW (t,x), (5.57)gdzie ψ̂FW (t,x) jest transforma
j¡ Foldy'ego-Wouthuysena pola Dira
a okre±lon¡ w danymukªadzie nast�puj¡
o6:
ψ̂FW (t,x) = ÛFW ψ̂(t,x) gdzie ÛFW =

m+ Ê + iγ̂ · ∇√
2Ê(m+ Ê)

, (5.58)przy 
zym ▽k = −∂k oraz Ê = +
√
m2 −△.Dowód: Pierwsz¡ posta¢ operatora g�sto±
i prawdopodobie«stwa nale»y traktowa¢ jakode�ni
j�, wynikaj¡
¡ z podanej konstruk
ji reprezenta
ji heterowariantnej. Druga posta¢b�d¡
a konsekwen
j¡ proponowanego przez Foldy'ego i Wouthuysena operatora mean6Wi�
ej sz
zegóªów na temat transforma
ji Foldy'ego-Wouthuysena znajduje si� w dodatku N6.48



position w kontek±
ie transforma
ji unitarnej ÛFW podlega dowodowi. Najwygodniejwykona¢ ten dowód rozpisuj¡
 obie posta
ie ˆ̺+ przy pomo
y rozkªadu fourierowskiego.Uzyskane w ten sposób wyra»enia 
aªkowe b�d¡ identy
zne, je»eli prawdziwy jest wzór:
u†FW (a)(p) uFW (b)(p

′) =
√

2p0

√
2p′0δab, (5.59)gdzie uFW (a) to transforma
je Foldy'ego-Wouthuysena bispinorów u(a), wyra»one w zmien-ny
h p�dowy
h. W pierwszym kroku dowodu powy»szej równo±
i warto obli
zy¢ ilo
zynma
ierzy wyst�puj¡
y
h w de�ni
ja
h ÛFW i u(a), tzn.:

(m+ p0 + γ̂ · p)(γ̂µpµ +m) = p0(m+ p0)(γ̂0 + 1) + γ̂ · pp0(γ̂0 − 1). (5.60)�atwo zauwa»y¢, »e bispinory 
ykli
zne u0
(a) wyst�puj¡
e w de�ni
ja
h u(a), s¡ wekto-rami wªasnymi powy»szej ma
ierzy. Fakt ten po uwzgl�dnieniu mianowników w de�ni-
ja
h ÛFW i u(a) prowadzi do wzoru:

uFW (a)(p) =
√

2p0 u
0
(a), (5.61)sk¡d ju» na mo
y ortonormalno±
i u0

(1) i u0
(2) wynika prawdziwo±¢ (5.59). Sªuszno±¢ tegowzoru ozna
za równo±¢ obu wyra»e« 
aªkowy
h na ˆ̺+. �Rozwa»ony fakt ozna
za, »e skonstruowany na podstawie heterowariantnej reprezenta
jipoªo»eniowej operator poªo»enia Q̂ jest to»samy operatorowi mean position Foldy'ego-Wouthuysena7. Z drugiej strony reprezenta
ja Foldy'ego-Wouthuysena jest równie» hete-rowariantna na mo
y antykomutatora:

{ψ̂FW
(+) A(t,x), ψ̂† FW

(+) B(t,x′)} =
1

2
(δAB + βAB)δ(3)(x− x′), (5.62)który jest unormowany i diagonalny w reprezenta
ji Dira
a.Podobnie jak w przypadku pola skalarnego równie» dla pola Dira
a mo»na rozwa»a¢niekowariantny 
zteropr¡d g�sto±
i prawdopodobie«stwa Ĵ µ

+ . Jest on zde�niowany przezzadanie zerowej skªadowej i równanie 
i¡gªo±
i:
Ĵ 0

+ = ˆ̺ , ∂µĴ µ
+ = 0. (5.63)Obiekt ten jest nie
o sztu
zny i o
zywi±
ie nie jest on równy abstrak
yjnemu kwazi
zte-ropr¡dowi ̂µ+.Operator poªo»enia pozytonu mo»na teraz, kieruj¡
 si� analogi¡ z elektronem, przed-stawi¢ dwojako:

Q̂−(t) =

∫
d3x x ˆ̺−(t,x) =

∫

t=const

∗dxµ x ̂µ−(x), (5.64)gdzie g�sto±¢ prawdopodobie«stwa wynosi:
ˆ̺−(t,x) =

2∑

a=1

d̂†t,x;a|0〉〈0|d̂t,x;a =
∑

A

ψ̂FW
A (t,x)|0〉〈0|ψ̂†FW

A (t,x), (5.65)a abstrak
yjny kwazi
zteropr¡d:
̂µ−(t,x) =

2∑

a=1

ψ̂
(a)
(−)(t,x)|0〉i←→∂µ 〈0|ψ̂†(a)

(−) (t,x). (5.66)7Ten za± jest równowa»ny operatorowi wprowadzonemu przez Pry
e'a oraz Newtona i Wignera.49



Równie» dla fermionów mo»na wprowadzi¢ wielo
z¡stkowe operatory poªo»enia wedªugtej samej pro
edury 
o dla 
z¡stek bezspinowy
h. Wielo
z¡stkowe operatory poªo»eniaelektronów i pozytonów b�d¡ zgodnie z zakazem Pauliego antysymetry
zne. Niestety niejest mo»liwe proste uogólnienie wprowadzonego w tym paragra�e operatora poªo»eniana wspóªrz�dne krzywoliniowe pewnej hiperpowierz
hni przestrzennopodobnej. Powy»szatrudno±¢ jest konsekwen
j¡ tego, »e nie udaªo si� wyrazi¢ operatora poªo»enia za pomo
¡elementarny
h obiektów polowy
h, 
o nie ozna
za, »e takie przedstawienie nie istnieje.Pod tym wzgl�dem obie
uj¡
a wydaje si� by¢ reprezenta
ja spinorowa bispinorowego polaDira
a, która posiada naturalny podziaª bispinorowy
h stopni swobody na dwie grupy.Spinorowy opis pola Dira
a nie jest jednak analizowany w tej pra
y.Na zako«
zenie tego rozdziaªu warto podkre±li¢, »e 
aªy wprowadzony w nim formalizmjest dobrze okre±lony dla m = 0. Bezmasowe pole Dira
a posiada dwa mody spinowe:polaryza
ja lewoskr�tna i prawoskr�tna. Teoria bezmasowy
h fermionów oparta na jednejtylko skr�tno±
i zostaªa podana w rozdziale uzupeªniaj¡
ym.
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Rozdziaª 6Pole wektorowe z mas¡ - 
z¡stki Pro
a
6.1 Kwantowanie kanoni
zneKlasy
zne 
zterowektorowe (rze
zywiste) pole Pro
a Aµ(x) opisywane jest nast�puj¡
¡g�sto±
i¡ lagran»janu:

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ, (6.1)gdzie tensor nat�»enia tego pola Fµν zde�niowany jest równaniem:
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (6.2)Ponadto w niniejszym rozdziale przyj�te jest zaªo»enie , »e masa jest ostro wi�ksza odzera.Wynikaj¡
e z lagran»janu równanie pola przyjmuje posta¢:

∂µF
µν(x) +m2Aν(x) = 0. (6.3)Zró»ni
zkowanie po po
hodnej 
zasowej pola Pro
a prowadzi do de�ni
ji p�du kanoni
z-nego tego pola:

πµ =
∂L

∂(∂tAµ)
= F µ0. (6.4)�atwo zauwa»y¢, »e tylko przestrzenna 
z�±¢ p�du kanoni
znego jest ró»na od zera:

πk = F k0 =: Ek, (6.5)gdzie zde�niowany trójwektor jest formalnym analogonem nat�»enia pola elektry
znego.Skªadowa A0 nie posiada p�du kanoni
znego, 
o mo»na wytªuma
zy¢ faktem, »e jest onana mo
y równa« pola 
aªkowi
ie okre±lona przez π:
A0 =

1

m2
∇ · π, (6.6)przy 
zym ∇ = (−∂k). Z powy»szego powodu skªadow¡ A0 nazywa si� 
zasem mianemniedynami
znego stopia swobody.Formalizm kwantowania kanoni
znego umo»liwia zast¡pienie klasy
zny
h wielko±
i

A,E przez hermitowskie operatory uogólnione Â, Ê, które speªniaj¡ nast�puj¡
e rów-no
zasowe zwi¡zki komuta
yjne:
[Âk(t,x), Êl(t,x′)] = −iδklδ(3)(x− x′);

[Âk(t,x), Âl(t,x′)] = 0;

[Êk(t,x), Êl(t,x′)] = 0.

(6.7)51



Na podstawie ty
h komutatorów i operatorowej wersji równania (6.6) mo»na otrzyma¢równo
zasowe zwi¡zki komuta
yjne z zerow¡ skªadow¡ pola Pro
a:
[Â(t,x), Â0(t,x′)] = −i 1

m2∇δ(3)(x− x′);

[Â0(t,x), Â0(t,x′)] = 0.
(6.8)Równanie Pro
a (6.3) warto jest teraz zapisa¢ w równowa»nej formie przy u»y
iu samegotylko 
zterowektorowego operatora Âµ:

(� +m2)Âµ(x) = 0 , ∂µÂ
µ(x) = 0. (6.9)Pierwsze z ty
h równa« ozna
za, »e ka»da skªadowa pola Pro
a speªnia równanie typuKleina-Gordona. Powy»szy fakt umo»liwia wykonanie kowariantnej trójwymiarowej trans-forma
ji Fouriera pola Pro
a, a w sz
zególno±
i transforma
ji odwrotnej:

Âµ(x) =

∫
d3p

(2π)32p0

[
ˆ̃Aµ(p) e−ip·x + ˆ̃A†µ(p) eip·x

]
, (6.10)gdzie ˆ̃Aµ(p) jest transformat¡ Fouriera pola Âµ(x), a zerowa skªadowa p wynosi tyle 
ozwykle, tzn.: p0 = +

√
m2 + p2. Z drugiego równania w (6.9) wynika ortogonalno±¢transformaty Fouriera pola Pro
a i 
zterowektora p:

p · ˆ̃A(p) = 0. (6.11)Fakt ten umo»liwia zapisanie ˆ̃Aµ(p) w bazie trze
h wektorów εµ
(l) przestrzennopodobny
hi ortogonalny
h do p, tzn. taki
h, »e:

ε(l) · ε(k) = −δlk , p · ε(l) = 0. (6.12)Wspomniany rozkªad przybiera form�:
ˆ̃Aµ(p) =

3∑

l=1

â(l)(p)εµ
(l)(p), (6.13)gdzie â(l)(p) to operatorowe wspóª
zynniki tego rozkªadu nazywane dalej operatoramianihila
ji 
z¡stki o 
zterop�dzie p i stanie spinowym s
harakteryzowanym przez warto±¢ l.Na podstawie zwi¡zków (6.7) i (6.8) mo»na znale¹¢ zwi¡zki komuta
yjne dla operatorówanihila
ji i krea
ji na powªo
e masy:

[â(l)(p), â†(k)(p′)] = (2π)32p0δ
(3)(p− p′)δlk, (6.14)a pozostaªe równo
zasowe komutatory wynosz¡ zero.Ostate
znie fourierowski rozkªad pola Pro
a ma posta¢:

Âµ(x) =

3∑

l=1

∫
d3p

(2π)32p0

[
â(l)(p)εµ

(l)(p) e
−ip·x + â†(l)(p)εµ

(l)(p) e
ip·x

]
. (6.15)Powy»sze przedstawienie pola Âµ w drodze bezpo±redniego ra
hunku umo»liwia znalezie-nie ogólnego komutatora dla dowolny
h skªadowy
h pola Pro
a:

[
Âµ(x), Âν(x′)

]
= −

(
gµν +

1

m2
∂µ∂ν

)
i∆(x− x′) = −P̂ µν

⊥ i∆(x− x′), (6.16)52



gdzie P̂ µν
⊥ to operator rzutu na przestrze« ortogonaln¡ do 
zterop�du1, za± ∆( ) jestfunk
j¡ Pauliego-Jordana zde�niowan¡ nast�puj¡
o:

i∆(x) =

∫
d3p

(2π)32p0

(
e−ip·x − e+ip·x

)
. (6.17)Przy pomo
y operatorów anihila
ji â(l)(p) i krea
ji â†(l)(p) de�niuje si� stan pró»ni i 
aª¡przestrze« Fo
ka. Nie ma potrzeby przyta
za¢ ty
h de�ni
ji ze wzgl�du na do±¢ wiern¡analogi� w stosunku do poprzedni
h rozdziaªów. Powy»sza analogia ty
zy si� równie»konstruk
ji ró»nego rodzaju funk
ji falowy
h.6.1.1 Cykli
zna baza spinowaWybór bazy spinowej {ε(l)}3l=1 speªniaj¡
ej warunki (6.12) 
harakteryzuje si� du»ymstopniem dowolno±
i. Dowolno±¢ ta wyst�puje oddzielnie dla ka»dego p i sprowadza si�do trójwymiarowy
h obrotów, tzn. »e obrót (mog¡
y by¢ funk
j¡ p) przestrzennopodob-ny
h wektorów bazy zadaje równie» baz� spinow¡. O
zywi±
ie rozs¡dnie jest ograni
za¢si� tylko do baz 
i¡gªy
h 
zy nawet ró»ni
zkowalny
h wzgl�dem p. Niestety takie ogra-ni
zenie nie zmienia faktu, »e baza spinowa zadana jest z dokªadno±
i¡ 
o do obrotuparametryzowanego przez p. Zale»no±¢ tego obrotu od p mo»e istotnie utrudni¢ konstruk-
je operatora poªo»enia lub innymi sªowy u
zyni¢ j¡ niejednozna
zn¡. Okazuje si� jednak,»e mo»na wprowadzi¢ pewn¡ spe
jaln¡ klas� baz spinowy
h, które s¡ w sz
zególny spo-sób symetry
zne wzgl�dem transforma
ji Lorentza, a i
h dowolno±¢ ograni
za si� tylkodo staªej ma
ierzy obrotu i wyboru kierunku 
zasopodobnego. Idea wprowadzenia taki
hbaz opiera si� na okre±leniu danej bazy ε(l)(q) dla pewnego wyró»nionego 
zterop�du q.Ustalony z góry 
zterop�d q b�dzie nazywany dalej wektorem 
ykli
znym, natomiast zbiórwektorów {ε(l)(q)} - elementami 
ykli
znymi bazy. Elementy bazy spinowej dla dowolnego

p mo»na okre±li¢ poprzez p
hni�
ie lorentzowskie elementów 
ykli
zny
h:
εµ
(l)(p) = Λµ

ν(q → p)εν
(l)(q), (6.18)gdzie Λµ

ν(q → p) jest ma
ierz¡ przeksztaª
enia, które w ukªadzie zwi¡zanym2 z q jestp
hni�
iem lorentzowskim przeksztaª
aj¡
ym q w p. Odniesienie do ukªadu spo
zynko-wego wzgl�dem q jest konie
zne ze wzgl�du na to, »e p
hni�
ia lorentzowskie nie tworz¡grupy. Z tego samego faktu wynika jednozna
zno±¢ wektora 
ykli
znego dla danej bazy,która b�dzie nazywana baz¡ 
ykli
zn¡. Dowolno±¢ bazy 
ykli
znej polega nie tylko nawyborze wektora 
ykli
znego q, ale równie» na swobodzie obrotowej jej elementów, tzn.»e dwie dowolne bazy 
ykli
zne ε(l)(p) i ε′(l)(p) speªniaj¡ rela
j�:
ε(l)(p) = Rlkε(k)(p), (6.19)gdzie wyst�puje sumowanie po k, a Rlk jest ma
ierz¡ ortogonaln¡.W okre±lonym ukªadzie iner
jalnym najpro±
iej jest za wektor 
ykli
zny przyj¡¢ nast�-puj¡
y 
zterop�d spo
zynkowy q = (m, 0). Powy»szy wybór b�dzie obowi¡zywaª w tymrozdziale, a oparta na nim baza 
ykli
zna b�dzie nazywana 
ykli
zn¡ baz¡ spo
zynkow¡.W danym ukªadzie iner
jalnym 
ykli
zna baza spo
zynkowa przyjmuje posta¢:

εµ
(l)(p) = Λµ

ν(p̃/m)εν
(l)(m, 0) = (Λ−1)µ

ν(p/m), εν
(l)(m, 0), (6.20)1Operator P̂µν

⊥ mo»e by¢ nazywany transwersalnym tensorem metry
znym. Operator ten byª wpro-wadzony ju» w pierwszej 
z�±
i pra
y.2Przez ukªad zwi¡zany z q rozumie si� tutaj ukªad spo
zynkowy wzgl�dem q, tzn. taki »e q0 = m.53



gdzie Λµ
ν(p̃/m) jest ma
ierz¡ p
hni�
ia lorentzowskiego z 
zteropr�dko±
i¡ o warto±
i:

(p̃µ/m) = (p0/m,−p/m).6.2 G�sto±¢ prawdopodobie«stwa i operator poªo»eniaW pierwszym kroku konstruk
ji wygodnie jest zde�niowa¢ trzy heterowariantne ope-ratory anihila
ji 
z¡stki w punk
ie 
zasoprzestrzennym:
â(l)

x =

∫
d3p

(2π)32p0

√
2p0 â

(l)(p) e−ip·x, (6.21)przy 
zym de�ni
ja ta obowi¡zuje w danym ukªadzie iner
jalnym i w 
ykli
znej spinowejbazie spo
zynkowej. Posta¢ operatorów â
(l)
x dla 
z¡stek Pro
a jest analogi
zna jak w przy-padku 
z¡stek skalarny
h i elektronów. Rozwa»ane operatory speªniaj¡ postulowany dlaoperatorów heterowariantny
h równo
zasowy zwi¡zek komuta
yjny:

[â
(l)
t,x, â

(k)
t,x′] = δ(3)(x− x′)δlk. (6.22)Za pomo
¡ operatorów â

(l)
x mo»na nast�puj¡
o zde�niowa¢ g�sto±¢ prawdopodobie«stwapoªo»enia 
z¡stki Pro
a:

ˆ̺(t,x) =

3∑

l=1

â
†(l)
t,x |0〉〈0|â(l)

t,x. (6.23)Nale»y teraz wykaza¢, »e zde�niowana wielko±¢ ˆ̺ nie zale»y od wyboru konkretnej 
y-kli
znej bazy spo
zynkowej. W tym 
elu warto zauwa»y¢ na podstawie (6.19), »e zwi¡zekmi�dzy heterowariantnymi poªo»eniowymi operatorami anihila
ji zde�niowany
h w do-wolny
h dwó
h 
ykli
zny
h baza
h spo
zynkowy
h odpowiednio ε′(l)(p) i ε(l)(p) jest na-st�puj¡
y:
â′

(l)
t,x = Rlkâ

(k)
t,x , â

(k)
t,x = â′

(l)
t,xR

lk, (6.24)gdzie zastosowana jest konwen
ja suma
yjna Einsteina dla wska¹ników ªa
i«ski
h, nato-miast ma
ierz Rlk jest ortogonalna. Z ortogonalno±
i ma
ierzy Rlk wynika automaty
znierówno±¢:
3∑

l=1

â′
†(l)
t,x |0〉〈0|â′ (l)t,x =

3∑

l=1

â
†(l)
t,x |0〉〈0|â(l)

t,x, (6.25)która dowodzi niezale»no±¢ g�sto±
i prawdopodobie«stwa od wyboru bazy spinowej w ra-ma
h klasy 
ykli
zny
h baz spo
zynkowy
h. Niezale»no±¢ ˆ̺ od 
ykli
znej bazy spo
zynko-wej sugeruje, »e g�sto±¢ prawdopodobie«stwa mo»na zapisa¢ w formie niewykorzystuj¡
ej»adnej bazy spinowej. Powy»sz¡ my±l realizuje nast�puj¡
y fakt:Fakt 4 G�sto±¢ prawdopodobie«stwa zde�niowana równaniem (6.23) jest równowa»na na-st�puj¡
ej posta
i:
ˆ̺(t,x) = ÂFW (t,x)|0〉 · 〈0|ÂFW (t,x), (6.26)gdzie kropka ozna
za skalarny ilo
zyn trójwektorów, a ÂFW jest transforma
j¡ Foldy'ego--Wouthuysena pola Pro
a3:

Âµ
FW (t,x) =

√
2Ê Λµ

ν

(
ǫ̂ i∂/m

)
Âν(t,x), (6.27)gdzie Ê = +

√
m2 −△, ǫ̂ = i∂t/Ê, natomiast Λµ

ν( ) jest ma
ierz¡ p
hni�
ia Lorentzazale»¡
¡ od 
zteropr�dko±
i.3Transforma
ja FW pola Pro
a jest sz
zegóªowo zde�niowana w dodatku N6.54



Dowód: W pierwszym kroku warto jawnie wyli
zy¢ transformat� FM pola Pro
a wyko-rzystuj¡
 fourierowski rozkªad (6.15) tego pola w 
ykli
znej bazie spo
zynkowej. Dzi�kitemu, »e w de�ni
ji (6.20) elementów 
ykli
znej bazy spo
zynkowej wyst�puje odwrotna -ni» w de�niji transforma
ji FW - ma
ierz p
hni�
ia Lorentza, mo»na bez trudu otrzyma¢wzór:
ÂFW (t,x) =

3∑

l=1

(â
(l)
t,x + â

†(l)
t,x )ε(l)(m, 0). (6.28)Wstawienie powy»szej posta
i ÂFW do prawej strony dowodzonej równo±
i oraz skorzy-stanie z ortonormalno±
i wektorów ε(l)(m, 0) sprowadza praw¡ stron� (6.26) do lewej. �Poniewa» analogi
zny do powy»szego fakt jest prawdziwy dla 
z¡stek o spinie 1/2, tonasuwa si� wniosek, »e reprezenta
je typu Foldy'ego-Wouthuysena s¡ 
harakterysty
znymireprezenta
jami dla g�sto±
i prawdopodobi«stw i operatorów poªo»enia. Z równania (6.28)i z zupeªno±
i trójbazy {ε(l)}3l=1 wynika nast�puj¡
a reguªa komuta
yjna dla anihiluj¡
eji kreuj¡
ej 
z�±
i transformaty FW pola Pro
a:

[
ÂFW

(+)k(t,x), ÂFW
(−)l(t,x

′)
]

= δ(3)(x− x′)δkl. (6.29)Reguªa ta jest zgodna z najsilniejszym warunkiem na reprezenta
j� heterowariantn¡, jak¡jest niew¡tpliwie reprezenta
ja Foldy'ego-Wouthuysena.Znajomo±¢ g�sto±
i prawdopodobie«stwa determinuje posta¢ operatora poªo»enia:
Q̂(t) =

∫
d3x x ̺(t,x) =

∫
d3x x

[
ÂFW |0〉 · 〈0|ÂFW

]
. (6.30)Powy»sz¡ de�ni
j� operatora poªo»enia odwoªuj¡
¡ si� do transformaty FW mo»na rów-nowa»nie przeksztaª
i¢ do nie
o innej posta
i.Fakt 5 Operator poªo»enia 
z¡stki Pro
a Q̂(t) zde�niowany równaniem (6.30) jest rów-nowa»ny poni»szemu operatorowi:

Q̂(t) =

∫
d3x x

[
ÂS · |0〉i←→∂t 〈0|ÂS

]
, (6.31)gdzie ÂS jest spo
zynkow¡ warto±
i¡ pola Pro
a zde�niowan¡ nast�puj¡
o:

Âµ
S(t,x) = Λµ

ν

(
ǫ̂ i∂/m

)
Âν(t,x). (6.32)Dowód: Spo
zynkowa warto±¢ pola Pro
a ÂS ró»ni si� od reprezenta
ji ÂFW tylko
zynnikiem √

2Ê, a wi�
 ró»ni
a jest taka sama jak pomi�dzy polem skalarnym φ̂ i jegoheterowariantnym odpowiednikiem. Zatem dowód jest identy
zny jak w przypadku polaskalarnego4. �Operator poªo»enia 
z¡stki Pro
a mo»na jesz
ze przeksztaª
a¢ na ró»ne sposoby, naprzykªad do posta
i wykorzystuj¡
ej bespo±rednio jedynie podstawowe wielko±
i polowe,takie jak Âµ. Niestety w przedstawienia
h powy»szego typu 
aªka de�niuj¡
a operatorpoªo»enia b�dzie zawieraªa zamiast wektora x zna
znie bardziej skomplikowany obiekt.W 
elu znalezienia zwi¡zków komuta
yjny
h dla operatora Q̂ najwygodniej b�dziewprowadzi¢ heterowariantn¡ funk
j� falow¡ w przedstawieniu p�dowym, a dokªadniejw p�dowej reprezenta
ji typu Foldy'ego-Wouthuysena. Dla prostoty najwygodniej jest4Chodzi o dowód faktu 2. 55



skorzysta¢ z obrazu S
hrödingera. Dla dowolnego jedno
z¡stkowego stanu |Ψ〉(1) polaPro
a de�niujemy nast�puj¡
¡ wektorow¡ funk
j� falow¡:
Ψ̃

FW
(t,p) = 〈0| ˆ̃AFW (t,p)|Ψ〉(1), (6.33)gdzie ˆ̃

AFW (t,p) jest zwykª¡ transformat¡ Fouriera (zmienny
h przestrzenny
h) pola Â(t,x).W reprezenta
ji Ψ̃
FW

(t,p) operator poªo»enia ma posta¢
{Q̂}Ψ̃F W = i

∂

∂p
. (6.34)Wiedz¡
, »e w rozwa»anej reprezenta
ji operator 
zterop�du jest po prostu mno»eniemprzez pµ, ªatwo otrzyma¢ zwi¡zki komuta
yjne poªo»enia i 
zterop�du:

[Q̂k, Q̂l] = 0 ; [Q̂k, p̂l] = iδkl ; [Q̂k, Ĥ] = ip̂k/Ĥ. (6.35)Speªnione jest zatem kolejne kryterium poprawno±
i operatora poªo»enia 
z¡stki Pro
a.
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Rozdziaª 7Bezmasowe pole wektorowe - fotony
7.1 Kowariantne kwantowanie kanoni
zneW bie»¡
ym paragra�e zostanie rozpatrzone hermitowskie 
zterowektorowe pole kwan-towe speªniaj¡
e równanie d'Alemberta:

�Âµ(x) = 0. (7.1)Pole Âµ(x) opisuje 
zteropoten
jaª pola elektromagnety
znego pod warunkiem, »e jestw jaki± sposób uwzgl�dniony kowariantny warunek 
e
howania Lorentza. Wspomnia-nym warunkiem jest wi¡z Gupty-Bleulera na �zy
zne stany kwantowego 
zteropoten
jaªu,który b�dzie zde�niowany dalej.Podstaw¡ dalszy
h rozwa»a« jest kowariantny fourierowski rozkªad pola:
Âµ(x) =

3∑

λ=0

∫
d3p

(2π)22p0

[
â(λ)(p) εµ

(λ)(p) e
−ip·x + â†(λ)(p) εµ

(λ)(p) e
ip·x

]
, (7.2)gdzie p0 = +|p|. Wyst�puj¡
e tutaj operatory krea
ji i anihila
ji speªniaj¡ nast�puj¡
ereguªy komuta
yjne na dodatnim sto»ku ±wietlnym (p2 = 0, p0 > 0)1:

[â(λ)(p), â†(λ
′)(p′)] = −(2π)32p0δ

(3)(p− p′)gλλ′

, (7.3)a pozostaªe komutatory wynosz¡ zero. Baza wektorów polaryza
yjny
h εµ
(λ) jest unormo-wana do tensora metry
znego:

ε(λ) · ε(λ′) = gλλ′ . (7.4)Ponadto dla ustalenia uwagi zakªada si�, »e 
zterowektor falowy (p�d) pµ le»y w pªasz-
zy¹nie wektorów εµ
(0)(p), ε

µ
(3)(p) i pomi�dzy nimi, tzn.:

p · ε(1)(p) = 0 , p · ε(2)(p) = 0 , p · ε(3)(p) < 0. (7.5)7.1.1 Struktura rozszerzonej przestrzeni Fo
kaPeªna przestrze« Fo
ka F jest zbudowana przy pomo
y 
zteroelementowego zbioruoperatorów krea
ji {â†(λ)}3λ=0 i stanu pró»ni |0〉, zde�niowanego standardowo. Przestrze«ta jest niesko«
zenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ wyposa»on¡ w form� póªtorali-niow¡ 〈 | 〉, b�d¡
¡ odpowiednikiem ilo
zynu skalarnego. Forma ta traktowana jako forma1Termin sto»ek ±wietlny jest tu odpowiednikiem powªoki masy.57



kwadratowa nie jest dodatnio okre±lona na F , poniewa» mody â†(0)(p) posiadaj¡ ujemnykwadrat, o 
zym przekonuje nast�puj¡
e równanie:
〈0|â(0)(p)â†(0)(p)|0〉 = −(2π)32p0δ

(3)(p− p′). (7.6)Przestrze« F nie jest wi�
 przestrzeni¡ Hilberta. Fizy
zny stan |Ψ〉 pola Âµ(x) winienspeªnia¢ nast�puj¡
y warunek konie
zny:
〈Ψ|∂µÂ

µ(x)|Ψ〉 = 0, (7.7)przy 
zym równo±¢ za
hodzi dla dowolnego x. Warunek konie
zny mo»na zamieni¢ nasilniejszy liniowy warunek Gupty-Bleulera, który dla pola hermitowskiego ma posta¢:
∂µÂ

µ
(+)(x)|Ψ〉 = 0, (7.8)gdzie Âµ

(+)(x) jest anihiluj¡
¡ 
z�±
i¡ pola, która posiada dodatnie 
z�sto±
i. Powy»szywarunek zapisany w zmienny
h p�dowy
h przyjmuje posta¢:
[
â(0)(p)− â(3)(p)

]
|Ψ〉 = 0, (7.9)gdzie p jest dowolne (w rama
h dodatniego sto»ka ±wietlnego). Warunek Gupty-Bleulerade�niuje �zy
zn¡ przestrze« stanów S, bed¡
¡ podprzestrzeni¡ peªnej przestrzeni F .Struktura peªnej przestrzeni Fo
ka F oraz przestrzeni stanów �zy
zny
h S kwantowego
zteropoten
jaªu jest dosy¢ subtelna. W analizie powy»szy
h przestrzeni pomo
ne b�d¡nast�puj¡
e operatory krea
ji:

â†+(p) =
â†(0)(p) + â†(3)(p)√

2
, â†−(p) =

â†(0)(p)− â†(3)(p)√
2

. (7.10)Nowe operatory krea
ji s¡ liniowo niezale»n¡ kombina
j¡ swoi
h pierwowzorów i dlate-go wraz z â†(1)(p), â†(2)(p) generuj¡ peªn¡ przestrze« Fo
ka F . Ponadto speªniaj¡ onenietypowe zwi¡zki komuta
yjne:
[â±(p), â†±(p′)] = 0 , [â±(p), â†∓(p′)] = −(2π)32p0δ

(3)(p− p′). (7.11)Rozwa»ane operatory kreuj¡ abstrak
yjne fotony o polaryza
ja
h b�d¡
y
h wektoramizerowymi, w sz
zególno±
i operator â†−(p) kreuje foton o polaryza
ji równolegªej do p.Z warunku (7.9) i reguª komuta
yjny
h (7.11) mo»na wywnioskowa¢, »e �zy
zne wektorystanów nie zawieraj¡ modów â†+(p). Fakt ten ozna
za, »e �zy
zna przestrze« stanów kwan-towego 
zteropoten
jaªu pola elektromagnety
znego jest generowana przez mody â†(1)(p),
â†(2)(p), â†−(p). Przestrze« ta jest pseudohilbertowska, poniewa» niezerowe mody â†−(p)maj¡ zerow¡ pseudonorm� i dlatego rozwa»ana przestrze« jest ozna
zana przez S, a nieprzez H. Je»eli przez O± ozna
zymy przestrzenie liniowe stanów fotonowy
h o wekto-ra
h polaryza
ji le»¡
y
h na sto»ku ±wietlnym, generowane odpowiednio przez â†±(p), toprzestrze« Fo
ka mo»e by¢ formalnie przedstawiona w posta
i:

F = S ⊗O+. (7.12)Nale»y odnotowa¢, »e wyst�puj¡
e w tym równaniu przestrzenie F ,S maj¡ 
harakterinwariantny, niezale»ny od wyboru wektorów bazowy
h ε(λ) ani od wyboru 
e
howania(w rama
h 
e
howania Lorentza). Powy»szy fakt wynika mi�dzy innymi z kowariantno±
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warunku Gupty-Bleulera (7.8). W prze
iwie«stwie do absolutny
h (inwariantny
h) prze-strzeni F i S przestrze« O+ mo»e zale»e¢ od wyboru bazy polaryza
yjnej, natomiastprzestrze« O−, zwi¡zana z polaryza
j¡ wzdªu» ±wietlnego wektora falowego ma z 
aª¡pewno±
i¡ inwariantny 
harakter.Poniewa» przestrze« S zawiera mody â†+(p) o zerowej normie, to warto jest wydzieli¢w pewien sposób te mody z przestrzeni stanów, otrzymuj¡
 wªa±
iw¡ przestrze« Hilberta
H generowan¡ przez â†(1)(p), â†(2)(p). Dzi�ki temu zabiegowi przestrze« stanów polawektorowego mo»na wyrazi¢ w formie:

S = H⊗O−. (7.13)O
zywi±
ie wydzielenie wªa±
iwej przestrzeni Hilberta z przestrzeni stanów zale»y odwyboru bazy polaryza
yjnej, a w konsekwen
ji od wyboru 
e
howania. Przykªadowowybór ε(0)(p) = e(0), gdzie e(0) jest wektorem bazowym osi 
zasu w pewnym ukªa-dzie iner
jalnym, sprowadza si� do 
e
howania Coulomba (
e
howania promieniowania):
Â0

∣∣
H

= 0,∇ · Â
∣∣
H

= 0 we wspomnianym ukªadzie. Wida¢ zatem, »e istnienie podprze-strzeni O− podªu»ny
h fotonów zerowy
h jest potrzebne w przestrzeni stanów S tylko dozapewnienia niezmienni
zo±
i ze wzgl�du na wybór 
e
howania.7.1.2 Warunek konie
zny dla obserwabli �zy
zny
hDowolna obserwabla Ô bed¡
a hermitowskim operatorem pewnej wielko±
i �zy
znejnie mo»e w »aden sposób zale»e¢ od 
e
howania. Powy»szy fakt ozna
za miedzy innymito, »e operator Ô przeksztaª
a stany �zy
zne w stany �zy
zne. Zatem dla �zy
znegostanu |Ψ〉 ∈ S winna za
hodzi¢ równo±¢:
∂µÂ

µ
(+)(x) Ô|Ψ〉 ≡ 0. (7.14)Prawdziwo±¢ powy»szego równania mo»na zagwarantowa¢ nakªadaj¡
 na Ô warunek:

∀|Ψ〉∈S
[
∂µÂ

µ
(+)(x) , Ô

]
|Ψ〉 ≡ 0 ∧ 〈Ψ|

[
∂µÂ

µ
(−)(x) , Ô

]
≡ 0. (7.15)Powy»sza zale»no±¢ jest kwantowome
hani
znym warunkiem niezale»no±
i obserwabli Ôod 
e
howania. Stosuj¡
 ten warunek dla operatora projek
ji na stan pró»ni |0〉〈0| mo»nasi� przekona¢, »e nie wolno narzu
i¢ silniejszego warunku na obserwable »¡daniem, abykomutatory [

∂µÂ
µ
(±)(x), Ô

] wynosiªy zero. Fakt ten jest konsekwen
j¡ tego, »e przestrze«
S jest pseudohilbertowska. Warunek (7.15) powinien o
zywi±
ie za
hodzi¢ równie» dlaoperatora poªo»enia.W kwantowaniu metod¡ Gupty-Bleulera swobodzie 
e
howania podlegaj¡ wektorystanu, a nie bezpo±rednio operator pola Âµ(x). Ponadto swoboda zwi¡zana z 
e
ho-wania w przypadku kwantowym jest zna
znie szersza ni» w teorii klasy
znej. Rozwa»mymianowi
ie nast�puj¡
¡ transforma
j� (uogólnionego 
e
howania2) stanu |Ψ〉 ∈ S:

|Ψ′〉 = |Ψ〉+
∫

Ω

∗dxµ χ(x)i
←→
∂µ ∂ · Â(x)|Φ〉, (7.16)2Zwykªe 
e
howanie polegaªoby na podziaªaniu operatorem przesuni�
ia, odpowiadaj¡
ym stanowio zerowej 
zterodywergen
ji, na stan |Ψ〉. Transforma
ja (7.16) jest jednak ogólniejsza ze wzgl�du nadowolno±¢ stanu |Φ〉. 59



gdzie χ(x) jest dowoln¡3 
aªkowaln¡ z kwadratem funk
j¡ speªniaj¡
¡ równanie d'Alember-ta, a |Φ〉 jest zupeªnie dowolnym stanem �zy
znym. Poniewa» operatory ∂ · Â(+)(x),
∂ · Â(−)(x) komutuj¡, to zde�niowana transforma
ja okre±la stan �zy
zny oraz nie zmie-nia ilo
zynu skalarnego dowolny
h dwó
h stanów �zy
zny
h. Dzi�ki warunkowi (7.14)ªatwo zauwa»y¢, »e transforma
ja typu (7.16) nie zmienia równie» warto±
i elementówma
ierzowy
h obserwabli �zy
zny
h poli
zony
h na stana
h �zy
zny
h. Omówione wªa-sno±
i ±wiad
z¡ o tym, »e stany |Ψ′〉 i |Ψ〉 opisuj¡ ten sam stan pola elektromagnety
z-nego z t¡ tylko ró»ni
¡, »e mog¡ wykorzystywa¢ inne 
e
howanie odpowiedni
h elementówma
ierzowy
h 
zteropoten
jaªu. Zatem transforma
ja 
e
howania w posta
i (7.16) zadajerela
j� równowa»no±
i w pseudohilbertowskiej przestrzeni S za
hodz¡
¡ pomi�dzy dwomastanami:

|Ψ′〉 ≈ |Ψ〉. (7.17)Rela
ja ” ≈ ” wyzna
za w przestrzeni stanów klasy równowa»no±
i. W obr�bie danejklasy wybór konkretnego reprezentanta nie odgrywa pod wzgl�dem wielko±
i �zy
zny
h»adnej roli.7.2 G�sto±¢ prawdopodobie«stwa i operator poªo»enia7.2.1 Wst�pne próbyPróba wykorzystania bazy 
ykli
znejW niniejszym paragra�e zastosowana b�dzie 
ykli
zna baza spinowa zde�niowanaw wyró»nionym ukªadzie wspóªrz�dny
h nast�puj¡
o:
εµ
(λ)(p) = Λµ

ν(q → p)εν
(λ)(q), (7.18)gdzie q jest wybranym wektorem 
ykli
znym (
zterop�dem), a Λµ

ν (q → p) jest ma
ierz¡p
hni�
ia lorentzowskiego w rozwa»anym ukªadzie, które przeksztaª
a q w p. Cztery hete-rowariantne poªo»eniowe operatory anihila
ji, mo»na zde�niowa¢, tak jak w poprzedni
hrozdziaªa
h wzorem:
â

(λ)
t,x =

∫
d3p

(2π)32p0

√
2p0 â

(λ)(p) e−ip·x. (7.19)Wprowadzone operatory speªniaj¡ nast�puj¡
e reguªy komuta
yjne:
[â

(λ)
t,x , â

†(λ′)
t,x′ ] = −gλλ′

δ(3)(x− x′), (7.20)a pozostaªe równo
zasowe komutatory wynosz¡ zero. Mo»na teraz rozwa»y¢ nast�puj¡
¡propozy
j� operatora g�sto±
i prawdopodobie«stwa i w konsekwen
ji propozy
je operatorapoªo»enia fotonu:
ˆ̺I(t,x) = −gλλ′ â

†(λ)
t,x |0〉〈0|â(λ′)

t,x , Q̂I(t) =

∫
d3x x ˆ̺I(t,x). (7.21)Mo»na wykaza¢, »e ±rednia warto±¢ g�sto±
i ˆ̺I(t,x) dla stanów �zy
zny
h jest nieujemna,za± wkªad do elementów ma
ierzowy
h tej g�sto±
i po
hodz¡
y od stanów z przestrzeni O−3Funk
ja χ(x) mo»e by¢ nawet zespolona, przy 
zym i tak odgrywa rol� tylko jej 
z�±¢ χ(+)(x) z do-datnimi 
z�sto±
iami. 60



jest równy zero. Operatory ˆ̺I , Q̂I nie zale»¡ zatem od 
e
howania, ale zale»¡ od wyboruwektora 
ykli
znego q bazy 
ykli
znej. W przypadku bezmasowy
h fotonów nie istnieje»aden wyró»niony w danym ukªadzie iner
jalnym 
zterop�d q i dlatego przedstawionakonstruk
ja operatora poªo»enia jest niejednozna
zna (zale»na od q). Niejednozna
zno±¢operatora Q̂I dyskwali�kuje go jako kandydata na operator poªo»enia.Próba wykorzystania heterowariantnego operatora polaZwi¡zek komuta
yjny anihiluj¡
ej 
z�±
i pola Âµ
(+)(x) oraz 
z�±
i kreuj¡
ej Âν

(−)(x) jestnast�puj¡
y:
[Âµ

(+)(x), Â
ν
(−)(x

′)] = −gµνi∆(+)(x− x′), (7.22)gdzie ∆(+)(x − x′) jest funk
j¡ Wightmana o dodatni
h 
z�sto±
ia
h. Wida¢, »e nawetrówno
zasowy komutator operatorów Âµ
(±)(x) nie jest �unormowany� do delty Dira
a.Je»eli heterowariantny operator pola Â(x) zostanie zde�niowany nast�puj¡
o:

Âµ(x) =

√
2
√
m2 −△ Âµ(x), (7.23)to wów
zas b�dzie speªniony prosty równo
zasowy zwi¡zek komuta
yjny:

[
Âµ

(+)(t,x), Âν
(−)(t,x

′)
]

= −gµνδ(3)(x− x′). (7.24)Dzi�ki heterowariantnemu operatorowi pola mo»na zaproponowa¢ nast�puj¡
¡ posta¢ dlaoperatora poªo»enia:
Q̂II(t) = −

∫
d3x x Âµ|0〉〈0|Âµ = −

∫
d3x xÂµ|0〉i←→∂t 〈0|Âµ. (7.25)Powy»szy operator posiada satysfak
jonuj¡
e zwi¡zki komuta
yjne, ale mimo to ma dwie(zwi¡zane ze sob¡) wady. Podstawowy problem polega na tym, »e operator Q̂II nie speªniawarunku (7.15), 
o ozna
za, »e nie jest on obserwabl¡ �zy
zn¡, gdy» zale»y od swobody
e
howania. Ponadto g�sto±
i wyst�puja
e w 
aª
e (7.25) nie s¡ dodatnio okre±lone nawetna stana
h �zy
zny
h. Zatem operator Q̂II nie jest poszukiwanym operatorem poªo»eniafotonu.7.2.2 Uogólniona transforma
ja FW 
zteropoten
jaªuDoty
h
zas nie powiodªy si� wst�pne próby konstruk
ji operatora poªo»enia fotonuoparte na metoda
h, które funk
jonowaªy w przypadku masywny
h 
z¡stek Pro
a oraz
z¡stek o spinie mniejszym ni» 1. W niniejszym i w nast�pny
h dwó
h paragrafa
h nieb�d¡ podejmowane próby przeprowadzenia systematy
znej konstrukji operatora poªo»eniafotonu analogi
zne do wspomniany
h w
ze±niej, ale wprowadzona zostanie bezpo±redniaanalogia w stosunku do gotowy
h posta
i operatorów poªo»enia i g�sto±
i prawdopodo-bie«stwa zde�niowany
h w poprzedni
h rozdziaªa
h. Mianowi
ie przywoªane operatorywykorzystuj¡ tzw. spo
zynkow¡ warto±¢ pól oraz blisko z ni¡ zwi¡zan¡ transforma
j� typuFoldy'ego-Wouthuysena. Pozornie wydawa¢ by si� mogªo, »e dla 
zteropote
jaªu nie maj¡sensu takie transforma
je, gdy» nie istnieje ukªad iner
jalny w którym fotony spo
zywaj¡.Mimo to mo»na prakty
znie jednozna
znie okre±li¢ takie transforma
je. W tym 
elu na-le»y zde�niowa¢ umowny operator 
zteropr�dko±
i fotonu, który w termina
h pierwszejkwantyza
ji przyjmie posta¢:

Û(µ) = ǫ̂ i∇/µ , Û0(µ) =
√

1−△/µ2, (7.26)61



gdzie wyst�puje operator znaku 
z�sto±
i ǫ̂ = i∂t/
√
−△ i paramert µ o wymiarze masy.Przestrzenna 
z�±¢ umownej 
zteropr�dko±
i jest zde�niowana do±¢ naturalnie, gdy» jestona propor
jonalna do p�du. Bardziej dyskusyjna jest posta¢ zerowej skªadowej 
zte-ropr�dko±
i, która powy»ej zostaªa zde�niowana tak, aby zagwarantowa¢ jej normaliza-
j� do jedno±
i: Ûν(µ)Ûν(µ) = 1 dla µ > 0. Alternatywnie mo»na by zde�niowa¢ ze-row¡ skªadow¡ 
zteropr�dko±
i - analogi
znie do skªadowy
h przestrzenny
h - równaniem

Û ′0(µ) = ǫ̂ i∂t/µ =
√
−△/µ. Wów
zas 
zteropr�dko±¢ byªaby wektorem zerowym. Zasto-sowanie Û ′0 zamiast Û0 nie zmieniªoby przedstawiony
h tutaj ra
hunków, a nawet by jeupro±
iªo.Zostanie teraz zde�niowana transforma
ja Lorentza, która w danym ukªadzie iner
jal-nym jest p
hni�
iem o operatorow¡ 
zteropr�dko±¢ Ûν(µ), po 
zym zostanie wykonanagrani
a µ→ 0. Gdyby 
zteropr�dko±¢ byªa klasy
zna wystar
zyªoby u»y¢ wzorów4:
Â′0 = UµÂ

µ , Â′ = Â−U(1 + U0)
−1(Â0 + Â′0). (7.27)Bespo±rednie u»y
ie powy»szy
h wzorów uniemo»liwiªoby wykonanie przej±
ia grani
z-nego µ→ 0 ze wzgl�du na osobliwo±¢ Â′0. Mo»na jednak dopre
yzowa¢ de�ni
j� poszuki-wanej transforma
ji.De�ni
ja Uogólniona spo
zynkowa warto±¢ 
zteropoten
jaªu Âβ

S(t,x) w wyró»nionym ukªa-dzie wspóªrz�dny
h to wielko±¢ polowa speªniaj¡
a poni»sze warunki:1.
∀|Ψ〉,|Φ〉∈S 〈Ψ|Âβ

S(x)|Φ〉 = lim
µ→0
〈Ψ|Λβ

α

(
Û(µ)

)
Âα(x)|Φ〉 (7.28)2.

∂ · ÂS(x) ≡ ∂ · Â(x). (7.29)gdzie Λβ
α

(
Û(µ)

) s¡ wspóª
zynnikami transforma
ji Lorentza (7.27) zastosowanej dla umow-nej 
zteropr�dko±
i fotonu okre±lonej przez (7.26) i b�d¡
ej operatorem ró»ni
zkuj¡
ym.Wprowadzenie elementu ma
ierzowego w pierwszym równaniu pozwala usun¡¢ osobli-wo±¢ zwi¡zan¡ z Â0
S dzi�ki warunkowi Gupty-Bleulera. Natomiast punkt 2 likwiduje dwu-zna
zno±¢ Âβ

S b�d¡
¡ konsekwen
j¡ równania 〈Ψ|∂tÂ0(x)|Φ〉 = 〈Ψ|∇ · Â(x)|Φ〉. Jedyn¡alternatywn¡ posta¢ uogólnionej spo
zynkowej warto±
i 
zteropoten
jaªu mo»na zdeter-minowa¢ warunkiem znikania jego 
zterodywergen
ji zamiast warunku 2. Obydwie wersjerozwa»anej transforma
ji, jak wynika z dalszy
h ra
hunków, ró»ni¡ si� tylko zamian¡
∂tÂ0(x) na ∇ · Â(x). Wydaje si� jednak, »e przyj�ta konwen
ja jest bardziej naturalna5.Warto podkre±li¢, »e powy»sza dwuzna
zno±¢ nie odgrywa »adnej �zy
znej roli. Pewn¡trudno±¢ stanowi wyli
zenie skªadowej Â0

S, przy którym trzeba skorzysta¢ z fourierow-skiego rozwini�
ia pola. Pod znakiem 
aªki tego rozwini�
ia na mo
y warunku Gupty-Bleulera mo»na skorzysta¢ z reguªy d'Hospitala, 
o prowadzi do zerowej warto±
i Â0
S.Tak¡ sam¡ warto±¢ uzyskuje si� automaty
znie stosuj¡
 Û ′0(µ) zamiast Û0(µ). Obli
zenieprzestrzennej skªadowej uogólnionej spo
zynkowej warto±
i 
zteropoten
jaªu nie stwarzaju» problemu. Ostate
zny wynik obli
ze« jest nast�puj¡
y:

Â0
S(t,x) ≡ 0 , ÂS(t,x) = Â(t,x)−∇△−1∂tÂ0(t,x). (7.30)4Patrz dodatek N5.5Alternatywna wersja transforma
ji speªnia warunek 
e
howania Coulomba w posta
i operatorowej,
o nie jest w du
hu metody Gupty-Bleulera. 62



Posta¢ wektora ÂS przypomina bardzo 
e
howanie Coulomba, za
hodz¡ nawet 
harakte-rysty
zne dla tego 
e
howania zwi¡zki komuta
yjne:
[
Âk

S(x), Âl
S(x′)

]
= (δkl −△−1∂k∂l)i∆(x− x′), (7.31)gdzie ∆( ) jest funk
j¡ Pauli-Jordana. Mimo tego podobie«stwa do 
e
howania Coulombadywergen
ja wektora ÂS nie wynosi zero.Ponadto uogólniona spo
zynkowa warto±¢ 
zteropoten
jaªu speªnia warunek konie
zny(7.15) na obserwabl� �zy
zn¡, a nawet nie
o silniejszy warunek:

[
ÂS(x), ∂ · Â(±)(x

′)
]
≡ 0. (7.32)Mo»na teraz w standardowy sposób zde�niowa¢ transformat� typu Foldy'ego-Wouthuy-sena wzorem:

ÂFW =

√
2
√
−△ ÂS =

√
2(−△)−1/4Â +

√
2∇(−△)−3/4∂tÂ0. (7.33)7.2.3 Propozy
ja g�sto±
i prawdopodobie«stwa poªo»eniaDzi�ki temu, »e udaªo si� zde�niowa¢ transforma
j� typu Foldy'ego-Wouhuysena mo»nazde�niowa¢ g�sto±¢ prawdopodobie«stwa poªo»enia fotonu w peªnej analogii do g�sto±
iprawdopodobie«stwa inny
h 
z¡stek wprowadzony
h w tej 
z�±
i pra
y. Operator ten mamianowi
ie posta¢:

ˆ̺(t,x) = ÂFW (t,x)|0〉 · 〈0|ÂFW (t,x). (7.34)Powy»sza g�sto±¢ prawdopodobie«stwa jest z de�ni
ji nieujemna. Ponadto ˆ̺ na mo
y(7.32) speªnia dla dowolnego �zy
znego stanu |Ψ〉 nast�puj¡
y warunek niezale»no±
i odswobody 
e
howania:
∂ · Â(+)(x

′) ˆ̺(x)|Ψ〉 ≡ 0. (7.35)Nale»y jesz
ze sprawdzi¢ normaliza
j� prawdopodobie«stwa. Ra
hunek oparty na rozwi-ni�
iu fourierowskim prowadzi do wyra»enia:
∫
d3x ˆ̺ = 1̂(1) +

√
2

3∑

λ=0

∫
d3p

(2π)32p0

[
â†(λ)|0〉〈0|â− + â†−|0〉〈0|â(λ)

]
ε0
(λ), (7.36)gdzie â− jest operatorem anihila
ji fotonu 
e
howania okre±lonym równaniem (7.10), na-tomiast 1̂(1) jest jedno
z¡stkowym operatorem identy
zno±
i w peªnej przestrzeni Fo
ka

F , zde�niowanym nast�puj¡
o:
1̂(1) =

∑

λ,λ′

∫
d3p

(2π)32p0
gλλ′ â†(λ)|0〉〈0|â(λ′). (7.37)Pozornie wydaje si�, »e normaliza
ja ˆ̺ jest niedopusz
zalna, gdy» nie zapewnia jednostko-wej warto±
i prawdopodobie«stwa. Z �zy
znego punktu widzenia wa»ne s¡ tylko elementyma
ierzowe operatorów poli
zone na stana
h �zy
zny
h i w takim sensie prawdopodobie«-stwo poªo»enia jest unormowane do jedno±
i:

〈Ψ|
∫
d3x ˆ̺|Φ〉 = 〈Ψ|1̂(1)|Φ〉, (7.38)63



dla dowolny
h stanów �zy
zny
h |Ψ〉, |Φ〉. Powy»szy fakt jest prost¡ konsekwen
j¡ wa-runku Gupty-Bleulera. Normaliza
j� prawdopodobie«stwa mo»na te» sformuªowa¢ w nie
oinny sposób odwoªuj¡
 si� do rela
ji ” ≈ ” za
hodz¡
ej mi�dzy stanami ró»ni¡
ymi si�tylko swobod¡ 
e
howania: ∫
d3x ˆ̺|Φ〉 ≈ 1̂(1)|Φ〉. (7.39)Warto podkre±li¢, »e powy»sze subtelno±
i zwi¡zane z normaliza
j¡ prawdopodobie«stwaw ogóle nie wyst�puj¡ w metodzie kwantowania pola elektromagnety
znego, opartej - odsamego po
z¡tku - na 
e
howaniu Coulomba. Wbrew pozorom omawiany
h subtelno±
inie usunie zamiana operatora ∂tÂ0(x) na ∇ · Â(x) w wyra»eniu na transforma
j� FW,mimo »e wów
zas pole ÂFW (t,x) miaªoby zerow¡ dywergen
j�.Wprowadzona g�sto±¢ prawdopodobie«stwa speªnia zatem podstawowe trzy warunkikonie
zne: nie zale»y od swobody 
e
howania, jest nieujemna i unormowana do ��zy
znej�jedynki jedno
z¡stkowej.7.2.4 Propozy
ja operatora poªo»enia fotonuNa podstawie g�sto±
i prawdopodobie«stwa wprowadzonej w poprzednim paragra�emo»na zbudowa¢ nast�puj¡
y operator poªo»enia fotonu:

Q̂(t) =

∫
d3x x

[
ÂFW (t,x)|0〉 · 〈0|ÂFW (t,x)

]
. (7.40)W 
elu analizy tego operatora poªo»enia wygodnie jest wprowadzi¢ funk
j� falow¡ w re-prezenta
ji FW dla stanów jedno
z¡stkowy
h:

Ψ(t,x) = 〈0|ÂFW (t,x)|Ψ〉(1). (7.41)Powy»sza wektorowa funk
ja falowa posiada zerow¡ dywergen
j� i wyª¡
znie dodatnie
z�sto±
i. Mo»na pokaza¢, »e tak zde�niowana funk
ja falowa fotonu pokrywa si� z funk
j¡Landau'a-Peierlsa (1.49), je±li ograni
zymy si� wyª¡
znie do dodatni
h 
z�sto±
i.Posta¢ operatora Q̂ w reprezenta
ji Foldy'ego-Wouthuysena i obrazie S
hrödingera mo»naznale¹¢ na podstawie warunku:
{Q̂i}klΨl(t,x) = 〈0|Âk

FW (t,x)Q̂i(t)|Ψ〉(1). (7.42)W obli
zenia
h wykorzystany b�dzie komutator anihiluj¡
ej i kreuj¡
ej 
z�±
i transfor-maty FW 
zteropoten
jaªu:
[
Âk

(+)FW (t,x), Âl
(−)FW (t,x′)

]
=

(
δkl −△−1∂k∂l

)
δ(3)(x− x′). (7.43)Zastosowanie tego zwi¡zku prowadzi do równania:

{Q̂i}klΨl(t,x) =
(
δkl −△−1∂k∂l

)
xiΨl(t,x). (7.44)Przy u»y
iu reprezenta
ji p�dowej dla xi i operatorów ró»ni
zkuj¡
y
h, po uwzglednieniubez¹ródªowo±
i funk
ji falowej, mo»na otrzyma¢ nast�puj¡
¡ posta¢ reprezenta
ji opera-tora poªo»enia:

{Q̂i}kl = xiδkl +△−1δil∂k. (7.45)Otrzymana forma operatora poªo»enia zapewnia to, »e operator ten jest dobrze okre±lonyw dziedzinie wektorowy
h funk
ji bez¹ródªowy
h. Ponadto {Q̂i}kl wbrew pozorom jest64



operatorem hermitowskim w dziedzinie swojej okre±lono±
i, 
o jest ukryte poprzez wy-st�powanie indeksów ma
ierzowy
h. Hermitowsko±¢ rozwa»anego operatora poªo»enia niebudzi w¡tpliwo±
i na poziomie drugiej kwantyza
ji.Mo»na pokaza¢, »e wzór (7.45) na o.p. fotonu jest równowa»ny z wzorem podanymprzez Ba
ry'ego6:
{Q̂} = x +

p̂× Ŝ

p̂2
, (7.46)gdzie p̂ =

√
−△, a (Si)jk = −iεijk. Natomiast w nast�puj¡
ej reprezenta
ji funk
ji falowejfotonu:

ψ(t,x) = 〈0|ÂS(t,x)|Ψ〉(1), (7.47)posta¢ operatora Q̂ przybierze form� (1.36) podan¡ przez Pry
e'a.Reprezenta
ja (7.45) i jej p�dowy odpowiednik umo»liwia znalezienie wa»ny
h zwi¡z-ków komuta
yjny
h dla operatora poªo»enia. Najpro±
iej jest otrzyma¢ komutatory po-ªo»enia i 
zterop�du:
[Q̂i, p̂j] = iδij ; [Q̂i, Ĥ] = ip̂i/Ĥ. (7.48)Powy»sze zwi¡zki maj¡ zupeªnie satysfak
jonuj¡
¡ posta¢. Z komutatora poªo»enia i ha-miltonianu wynika operator pr�dko±
i fotonu, który jest prawidªowo unormowany do jed-no±
i, to jest do warto±
i pr�dko±
i ±wiatªa. Nie
o bardziej skomplikowany jest komutatorskªadowy
h operatora poªo»enia:
{
[Q̂i, Q̂j ]

}kl
= △−1(δ̂ki

⊥ δ
jl − δ̂kj

⊥ δ
il), (7.49)gdzie wyst�puje transwersalna delta Krone
kera δ̂ki

⊥ , która jest nast�puj¡
ym operatorem:
δ̂ki
⊥ = δki −△−1∂k∂i. (7.50)Element ma
ierzowy komutatora skªadowy
h poªo»enia poli
zony dla dwó
h jedno
z¡st-kowy
h stanów wyra»a si� nast�puj¡
o:

〈Ψ|[Q̂i, Q̂j]|Φ〉 =

∫
d3x (Ψ∗ i△−1Φj −Ψ∗ j△−1Φi), (7.51)lub przy u»y
iu ilo
zynu wektorowego w formie:

〈Ψ|Q̂× Q̂|Φ〉 =

∫
d3x Ψ∗ × (△−1Φ). (7.52)Okazaªo si� zatem, »e skªadowe operatora poªo»enia fotonu nie komutuj¡. Wszystko wska-zuje na to, »e najprawdopodobniej nie istnieje poprawny operator poªo»enia fotonu o ko-mutuj¡
y
h skªadowy
h, 
o jest konsekwen
j¡ wyst�powania wi�zu dla wektorowej funk
jifalowej polegaj¡
ym na zerowaniu si� jej dywergen
ji. Z tego powodu nieprzemienno±¢wspóªrz�dny
h w przypadku fotonu nie depre
jonuje jesz
ze operatora poªo»enia. Ope-rator Q̂(t) mo»na interpretowa¢ jako operator poªo»enia efektywnego, dla którego nieistniej¡ uogólnione stany wªasne wszystki
h skªadowy
h jedno
ze±nie. W tym sensie pro-blem lokaliza
ji fotonu le»y nie tyle w samym poj�
iu operatora poªo»enia 
o w fun-damentalny
h ograni
zenia
h naªo»ony
h na stany. Z reguª komuta
yjny
h skªadowy
h6Mimo, »e Ba
ry podaª ten wzór w nieodpowiedniej reprezenta
ji funk
ji falowej.65



operatora poªo»enia wynika, »e fotony nie mog¡ by¢ dowolnie dobrze zlokalizowane w ka»-dym kierunku jedno
ze±nie. Wedªug publika
ji [6℄ istniej¡ natomiast stany o wykªadni
zejlokaliza
ji fotonów.Na zako«
zenie warto podkre±li¢, »e operator poªo»enia fotonu Q̂(t) jest skonstruowanyanalogi
znie do operatorów inny
h 
z¡stek i opiera si� na transforma
ji typu Foldy'ego--Wouthuysena. Poniewa» istniej¡ tylko dwie takie transforma
je, które s¡ �zy
znie równo-wa»ne, to mo»na mówi¢ o jednozna
zno±
i operatora poªo»enia. W zasadzie dyskutowanabyªa dwuzna
zno±¢ nie transforma
ji FW, a tzw. uogólnionej warto±
i spo
zynkowej 
zte-ropoten
jaªu ÂS, zatem warto zapisa¢ operator poªo»enia przy pomo
y tego obiektu:
Q̂(t) =

∫
d3x x

[
ÂS(t,x) · |0〉i←→∂t 〈0|ÂS(t,x)

]
. (7.53)Pole ÂS jest w prakty
e równowa»ne wektorowemu poten
jaªowi pola elektromagnety
z-nego w 
e
howaniu Coulomba. Fakt ten nie ozna
za jednak zªamania 
e
howania, gdy»
aªy niniejszy rozdziaª byª formuªowany w rama
h metody Gupty-Bleulera, która nie wy-ró»nia »adnego 
e
howania w obr�bie kowariantnego 
e
howania Lorentza.
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Rozdziaª 8Krótkie podsumowanieW niniejszym podsumowaniu zostanie podana synteza wiadomo±
i o operatorze poªo-»enia dla 
z¡stek o spinie s ∈ {0, 1/2, 1}. Wspomniane 
z¡stki w rama
h kwantowej teoriipola mo»na opisywa¢ kilkuelementowym zbiorem pojedyn
zy
h pól {Φ̂n(x)} o warto±-
ia
h operatorowy
h, posiadaj¡
ym odpowiednie reguªy transforma
yjne. Li
zba ty
hpól dla 
z¡stek bezspinowy
h wynosi jeden, a dla 
z¡stek o spinie 1/2 i 1 
ztery, przy
zym te 
ztery skªadowe s¡ w pewien sposób zale»ne. Do zbudowania operatora poªo-»enia potrzebne s¡ tzw. spo
zynkowe warto±
i pól Φ̂S
n zde�niowane w danym ukªadzieiner
jalnym przez p
hni�
ie lorentzowskie ty
h pól �z operatorow¡ 
zteropr�dko±
i¡�, 
omo»na formalnie wyrazi¢ wzorem:

Φ̂S
n(t,x) =

∑

k

Snk

(
Λ(û)

)
Φ̂k(t,x), (8.1)gdzie Snk

(
Λ( )

) jest ma
ierz¡, wedªug której transformuje si� dane pole pod wpªywemtransforma
ji Lorentza opisywanej ma
ierz¡ Λµ
ν( ), zale»¡
¡ w przypadku p
hni�¢ tylkood 
zteropr�dko±
i. W tym wypadku jest u»yta nast�puj¡
a 
zteropr�dko±¢, b�d¡
a ope-ratorem ró»ni
zkuj¡
ym:

ûµ = ǫ̂ i∂µ/m, (8.2)gdzie m jest mas¡ kwantów danego pola, a ǫ̂ jest operatorem znaku 
z�sto±
i okre±lonymnast�puj¡
o:
ǫ̂ = i∂t/

√
m2 −△. (8.3)Dzi�ki spo
zynkowej warto±
i pól operator poªo»enia 
z¡stki (o dodatni
h 
z�sto±
ia
h)wyra»a si� wzorem:

Q̂+(t) =
1

(2m)2s−2[s]

∑

n

∫
d3x x Φ̂†Sn (t,x)|0〉i←→∂t 〈0|Φ̂S

n(t,x), (8.4)przy 
zym 
zynnik masowy stoj¡
y przed znakiem sumy równa si� jeden dla bozonów(s = 0, 1), natomiast dla fermionów (s = 1/2) wynosi (2m)−1, gdy» [s] ozna
za funk
j�entier od warto±
i spinu danej 
z¡stki.Je»eli pola Φ̂n(x) opisuj¡ 
z¡stki naªadowane elektry
znie, to potrzebny jest równie»operator poªo»enia anty
z¡stki:
Q̂−(t) =

1

(2m)2s−2[s]

∑

n

∫
d3x x Φ̂S

n(t,x)|0〉i←→∂t 〈0|Φ̂†Sn (t,x). (8.5)67



Do wyra»enia g�sto±
i prawdopodobie«stwa poªo»enia potrzebne s¡ transformaty typuFoldy'ego-Wouthuysena rozwa»any
h pól, które mo»na prosto zde�niowa¢ przy pomo
yspo
zynkowy
h warto±
i ty
h pól:
Φ̂FW

n =

√
2Ê

(2m)s−[s]
Φ̂S

n , (8.6)gdzie Ê =
√
m2 −△. Operator g�sto±
i prawdopodobie«stwa poªo»enia 
z¡stki wyra»asi� wzorem:

ˆ̺+(t,x) =
∑

n

Φ̂†FW
n (t,x)|0〉〈0|Φ̂FW

n (t,x). (8.7)Analogi
znie wyra»a si� g�sto±¢ prawdopodobie«stwa anty
z¡stki:
ˆ̺−(t,x) =

∑

n

Φ̂FW
n (t,x)|0〉〈0|Φ̂†FW

n (t,x). (8.8)Wprowadzone operatory Q̂± s¡ równowa»ne operatorom poªo»enia wprowadzonymró»nymi metodami przez Pry
e'a, Newtona i Wignera oraz Foldy'ego i Wouthuysena.Autorzy 
i nie wprowadzili rozró»nienia operatora poªo»enia dla 
z¡stek i anty
z¡stek,wobe
 
zego jako operator poªo»enia podali sum� Q̂+ + Q̂−.Transforma
ja (8.6), a zatem operator poªo»enia i jego g�sto±¢ prawdopodobie«stwa,zostaªa okre±lona równie» dla 
z¡stek bezmasowy
h. Cel ten zostaª zrealizowany przypomo
y odpowiedniego przej±
ia grani
znego. Zagadnienie jednozna
zno±
i wyniku tegoprzej±
ia grani
znego wymaga pewnego komentarza. Istniej¡ dwa mo»liwe sposoby prze-prowadzania tego przej±
ia. Pierwszy sposób wy
hodzi z teorii o niezerowej masie, w ra-ma
h której, je±li to mo»liwe, dokonuje si� formalnego przej±
ia grani
znego m → 0 wewzorze (8.6). Drugi sposób wy
hodzi z teorii bezmasowej, w rama
h której wprowadza si�umowny 
zynnik masowy µ zast�puj¡
y m we wzorze (8.6). Po wprowadzeniu 
zteropr�d-ko±
i zale»nej od umownej masy wykonuje si� przej±
ie grani
zne µ → 0. W przypadku
z¡stki skalarnej obydwa przej±
ia grani
zne nie nastr�
zaj¡ trudno±
i i s¡ zgodne. Dlafermionów równie» istniej¡ obydwie grani
e, ale prowadz¡ one do jako±
iowo ró»ny
h wyni-ków. Dla pola Dira
a grani
a typu m→ 0 prowadzi do o.p. o komutuj¡
y
h skªadowy
h.Wynik ten nale»y jednak traktowa¢ jako matematy
zn¡ 
iekawostk�, gdy» bezmasowe fer-miony s¡ opisywane polem Weyla, a nie Dira
a. W przypadku pola Weyla grani
a µ→ 0prowadzi do o.p. typu Borna-Infelda, którego skªadowe nie komutuj¡. W przypadkufotonów obydwa sposoby wykonania przej±
ia grani
znego s¡ �zy
znie równowa»ne, tzn.to»same dla stanów �zy
zny
h. Uzyskany w wyniku przej±
ia grani
znego o.p. fotonujest operatorem typu Borna-Infelda o nieprzemienny
h skªadowy
h. Reasumuj¡
 mo»napowiedzie¢, »e z uwzgl�dnieniem prosty
h kryteriów �zy
zny
h, uogólnienie transforma
jiFoldy'ego-Wouthuysena na 
z¡stki bezmasowe jest jednozna
zne.Dla pola skalarnego podano uogólnienie operatora poªo»enia na krzywoliniowe wspóª-rz�dne qk przestrzennopodobnej hiperpowierz
hni Ω. Uzyskany uogólniony operator poªo-»enia Q̂k(Ω) zale»y od hiperpowierz
hni Ω (w zast�pstwie 
zasu). Innym uogólnieniem jestwprowadzenie wielo
z¡stkowy
h operatorów poªo»enia. N-
z¡stkowy operator poªo»enia
Q̂i1i2... iN mo»na wprowadzi¢ dla 
z¡stek o dowolnym spinie, przy 
zym dla fermionów b�-dzie on antysymetry
zny ze wzgl�du na zamian� wska¹ników, a dla bozonów symetry
zny.Operator poªo»enia byª w tej pra
y konstruowany na kanwie tzw. heterowariantny
hoperatorów anihila
ji i krea
ji wyra»ony
h w 
ykli
znej bazie spo
zynkowej. Heterowa-riantne operatory krea
ji i anihila
ji okazaªy si� by¢ skªadowymi kreuj¡
ej i anihiluj¡
ej68




z�±
i pola w reprezenta
ji Foldy'ego-Wouthuysena. Kreuj¡
e i anihiluj¡
e 
z�±
i opera-tora Φ̂FW
n speªniaj¡ proste równo
zasowe zwi¡zki przemienno±
i dla zaw�»onego 2s + 1elementowego zbioru indeksów {σ} dla 
z¡stek i indeksów {ρ} dla anty
z¡stek1:

{
Φ̂FW

(+)σ(t,x), Φ̂†FW
(+)σ′(t,x′)

}
s

= δσσ′δ(3)(x− x′);{
Φ̂†FW

(−)ρ (t,x), Φ̂FW
(−)ρ′(t,x

′)
}

s
= δρρ′δ

(3)(x− x′);
(8.9)gdzie { , }s dla bozonów jest komutatorem, a dla fermionów antykomutatorem. Nale»yu±
i±li¢, »e w przypadku fotonów nale»y zast¡pi¢ delt� Krone
kera delt¡ transwersaln¡:

δ̂⊥ij = δij −△−1∂i∂j , (8.10)za± w przypadku bezmasowy
h lewoskr�tny
h fermionów operatorem rzutu na dodatnielub ujemne 
z�sto±
i:
δ̂
(±)
KL =

1

2
δKL ±

iσKL · ∇
2
√
−∆

. (8.11)Operator Φ̂FW
n mo»e równie» sªu»y¢ do wprowadzania heterowariantny
h funk
ji fa-lowy
h. Nie
h stany |Ψ±〉 b�d¡ jedno
z¡stkowymi stanami odpowiednio 
z¡stki i an-ty
z¡stki, wów
zas stanom tym b�d¡ odpowiadaªy nast�puj¡
e heterowariantne funk
jefalowe:

Ψn+(t,x) = 〈0|Φ̂FW
n (t,x)|Ψ+〉 , Ψn−(t,x) = 〈Ψ−|Φ̂FW

n (t,x)|0〉. (8.12)W reprezenta
ji heterowariantnej funk
ji falowej elementy ma
ierzowe operatora poªo»eniawyra»aj¡ si� zawsze nast�puj¡
o:
〈Ψ|Q̂|Φ〉 =

∑

n

∫
d3x Ψ∗nxΦn, (8.13)wobe
 
zego w rozwa»anej reprezenta
ji operator poªo»enia ma z reguªy prost¡ posta¢:

{Q̂}Ψ = x. (8.14)Powy»sza reguªa nie jest prawdziwa dla fotonu i bezmasowego jednoskr�tnego fermionu2,który
h operatory poªo»enia maj¡ bardziej zªo»one formy:
{Q̂i

fot.}kl = xiδkl −△−1δil∂k, {Q̂lew.fer.} = x +
∇

2∆
− iσ

2
√
−∆

. (8.15)Podobnie przedstawia si� zagadnienie przemienno±
i skªadowy
h operatora poªo»enia.Dla 
z¡stek o niezerowej masie, a tak»e bezmasowej 
z¡stki skalarnej, skªadowe operatorapoªo»enia komutuj¡:
[Q̂k, Q̂l] = 0; (8.16)natomiast dla fotonów i jednoskr�tny
h fermionów nie komutuj¡. Przykªadowo komutatorskªadowy
h poªo»enia fotonu ma posta¢:

{
[Q̂i, Q̂j ]

}kl
= △−1(δ̂ki

⊥ δ
jl − δ̂kj

⊥ δ
il). (8.17)1Zaw�»one indeksy odnosz¡ si� do niezerowy
h skªadowy
h transforma
ji FW pola. Dla pola wek-torowego 
hodzi o indeksy przestrzenne, a dla pola Dira
a o indeksy górny
h lub dolny
h skªadowy
hw reprezenta
ji Dira
a.2Przypadek lewoskr�tny
h fermionów bezmasowy
h zostaª opisany w rozdziale uzupeªniaj¡
ym, napi-sanym po obronie nieniejszej pra
y. 69



Brak przemienno±
i skªadowy
h poªo»enia fotonu i jednoskr�tnego fermionu, ozna
za nie-istnienie dla ty
h 
z¡stek uogólniony
h stanów zlokalizowany
h. Fakt ten jest konse-kwen
j¡ wyst�powania wi�zu dla polaryza
ji ty
h 
z¡stek. Chodzi tutaj o polaryza
j�poprze
zn¡ dla fotonów i okre±lony zwrot polaryza
ji podªu»nej dla bezmasowy
h fermio-nów.Operator poªo»enia, podobnie jak i jego stany wªasne, nie jest wielko±
i¡ kowariantn¡i zale»y od ukªadu odniesienia. Podobnie wygl¡da zagadnienie g�sto±
i prawdopodobie«-stwa oraz g�sto±
i 
zteropr¡du prawdopodobie«stwa poªo»enia.Jednym z kryteriów poprawno±
i operatora poªo»enia s¡ uniwersalne reguªy komuta-
yjne tego operatora z 
zterop�dem:
[Q̂k, p̂l] = iδkl ; [Q̂k, Ĥ] = ip̂k/Ĥ ; (8.18)gdzie Ĥ = p̂0 jest jedno
z¡stkowym hamiltonianem. Posta¢ drugiego komutatora jestzgodna z klasy
zn¡ de�ni
j¡ pr�dko±
i.Na tym zostanie zako«
zona analiza zagadnienia operatora poªo»enia w relatywisty
z-nej me
hani
e kwantowej.
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Rozdziaª 9Uzupeªnienie: bezmasowe fermionyjednoskr�tneNiniejszy rozdziaª jest uzupeªnieniem pra
y magisterskiej i zostaª napisany po jej obro-nie. Doty
zy on bezmasowy
h 
z¡stek o spinie 1/2 z wyró»nionym zwrotem polaryza
jipodªu»nej. Teoria 
z¡stek o spinie 1/2 i dowolnej polaryza
ji opisana jest w rozdzialepi¡tym i jest dobrze okre±lona równie» dla przypadku m = 0. Zatem w takiej teoriiistnieje formalny operator poªo»enia o komutuj¡
y
h skªadowy
h, który w standardowejreprezenta
ji funk
ji falowej ma posta¢:
{Q̂} = x +

p̂× Ŝ

p̂2

(
1− β̂ α̂ · p̂

p̂

)
, (9.1)gdzie p̂ =

√
−△, a Ŝ = α̂× α̂/4i. Powy»szy wzór mo»na tro
h� upro±
i¢ wykorzystuj¡
podziaª na dodatnie i ujemne 
z�sto±
i:

{Q̂±} = x + (1∓ β̂)
p̂× Ŝ

p̂2
= x + (1∓ β̂)

( ip̂

2p̂2
∓ iα̂

2p̂

)
. (9.2)Wprowadzenie wyró»nienia lewoskr�tnej lub prawoskr�tnej polaryza
ji fermionów bezma-sowy
h komplikuje zagadnienie operatora poªo»enia.9.1 Równanie WeylaPunktem wyj±
ia teorii 
z¡stek o spinie 1/2 jest równanie Dira
a. Równanie to dla

m = 0 przybiera posta¢:
i∂tψ = iα̂ ·∇ψ. (9.3)W zwykªym równaniu Dira
a (m 6= 0) wyst�puje dodatkowo ma
ierz β̂, kóra tak jakma
ierze α̂i ma wymiar 4x4. Brak ma
ierzy β̂ sprawia, »e algebra Dira
a sprowadza si�do warunku:
{α̂i, α̂j} = 2δij ; (9.4)który mo»na realizowa¢ ju» przy pomo
y ma
ierzy wymiaru 2x2. Standardowym wyboremma
ierzy α̂i s¡ z dokªadno±
i¡ do znaku ma
ierze Pauliego (α̂i → ±σ̂i). Wybór znakuw powy»szym przyporz¡dkowaniu oraz wybór okre±lonej klasy realiza
ji ma
ierzy Pauliego71



de
yduje o skr�tno±
i 
z¡stki opisywanej rozwa»anym równaniem. Zostanie przyj�ty znakplus oraz nast�puj¡
a realiza
ja ma
ierzy Pauliego1:
σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 i
−i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
. (9.5)Ma
ierze te speªniaj¡ poni»szy zwi¡zek komuta
yjny2:

[σ̂k, σ̂l] = −2iεklnσ̂n. (9.6)Forma tego zwi¡zku implikuje nast�puj¡
¡ posta¢ operatora spinu:
ŝ = −1

2
σ̂. (9.7)Wprowadzony wybór znaków oraz posta
i ma
ierzy Pauliego odpowiada fermionom lewo-skr�tnym, tzn. takim dla który
h spin jest antyrównolegªy do p�du. Do niedawna pano-waªo przekonanie, »e w przyrodzie wyst�puj¡ jedynie lewoskr�tne fermiony bezmasowe.Powy»sza teza opieraªa si� na zaªo»eniu zerowej masy neutrin. Wspóª
zesne do±wiad
zeniaprzemawiaj¡ jednak za niezerow¡ mas¡ neutrin.Je»eli σ̂0 ozna
za¢ b�dzie ma
ierz jednostkow¡, to równanie bezmasowy
h lewoskr�t-ny
h fermionów przyjmie ostate
znie kwazikowariantn¡ posta¢:

σ̂µ∂µϕ = 0. (9.8)Jest to tzw. równanie Weyla na pole spinorowe ϕ o dwó
h skªadowy
h. Spinory tegotypu transformuj¡ si� przy zmianie ukªadu iner
jalnego zgodnie z zespolon¡ reprezenta
j¡grupy Lorentza:
ϕ′ =

1 + σ̂µUµ√
2(1 + U0)

ϕ, (9.9)gdzie Uµ jest 
zteropr�dko±
i¡ primowanego ukªadu odniesienia.9.2 Kwantowanie kanoni
znePro
edura kwantowania kanoni
znego oparta na g�sto±
i lagran»janu L = ϕ†σ̂µi∂µϕprowadzi do zwi¡zków antykomuta
yjny
h dla operatorów pola Weyla ϕ̂. Jedyny ró»nyod zera jedno
zasowy antykomutator ma posta¢:
{
ϕ̂K(t,x), ϕ̂†L(t,x′)

}
= δ(3)(x− x′)δKL; (9.10)gdzie K i L to dwuwarto±
iowe indeksy spinorowe. Z powy»szego równania wynikaj¡zwi¡zki antykomuta
yjne dla kowariantnej transformaty Fouriera pola ˆ̃ϕ(p) na powªo
ezerowej masy (p2 = 0). Jedyny nietrywialny antykomutator tego typu ma posta¢:

{
ˆ̃ϕK(p), ˆ̃ϕ†L(p′)

}
= (2π)32p0(p0δKL + p · σKL)δ(3)(p− p′) dla ǫ(p0) = ǫ(p′0). (9.11)1Wprowadzona posta¢ ma
ierzy Pauliego wynika z pewnej konstruk
ji i ró»ni si� od bardziej popularnejrealiza
ji znakiem drugiej ma
ierzy.2Znak wyst�puj¡
y po prawej stronie tego zwi¡zku okre±la jedn¡ z dwó
h klas mo»liwy
h typówma
ierzy Pauliego. 72



Rozwa»ana transformata Fouriera pola speªnia zwykªe równanie algebrai
zne:
σ̂µpµ

ˆ̃ϕ(p) = 0. (9.12)Wygodnie jest wprowadzi¢ spinor bazowy u(p) speªniaja
y analogi
zne równanie:
σ̂µpµu(p) = 0, (9.13)przy 
zym warto ograni
zy¢ si� do nieujemny
h p0 oraz przyj¡¢ nast�puj¡
y waruneknormaliza
yjny:
u†(p)u(p) = 2p0. (9.14)Z równania (9.13) wynika ponadto warunek ortogonalno±
i posta
i:
u†(p)u(p̃) = 0, (9.15)gdzie p̃ ozna
za 
zterop�d o prze
iwnym trójp�dzie wzgl�dem p. Spinory u(p), u(p̃) tworz¡zatem ortogonaln¡ baz� spinorów, a pierwszy z ni
h speªnia równanie Weyla w reprezen-ta
ji p�dowej. Umo»liwia to zapisanie operatora pola w posta
i nast�puj¡
ej superpozy
jifal pªaski
h:

ϕ̂(x) =

∫
d3p

(2π)32p0

[
b̂(p)u(p)e−ip·x + d̂†(p)u(p)eip·x

]
, (9.16)gdzie zostaª wprowadzony operator anihila
ji fermionu b̂(p) i operator krea
ji antyfermionu

d̂†(p)3. Mo»na wykaza¢, »e operatory te speªniaj¡ typowe zwi¡zki antykomuta
yjne:
{
b̂(p), b̂†(p′)

}
= (2π)32p0δ

(3)(p− p′);{
d̂(p), d̂†(p′)

}
= (2π)32p0δ

(3)(p− p′);
(9.17)a pozostaªe antykomutatory wynosz¡ zero.W dalszy
h rozwa»ania
h doty
z¡
y
h operatora poªo»enia oka»e si� przydatny anty-komutator dla anihiluj¡
ej (kreuj¡
ej) 
z�±
i pola. Na podstawie zwi¡zku (9.11) mo»naotrzyma¢ nast�puja
¡ posta¢ takiego antykomutatora:

{
ϕ̂(+)K(x), ϕ̂†(+)L(x′)

}
= (δKLi∂t + iσKL ·∇)i∆(+)(x− x′); (9.18)gdzie ∆(+)( ) jest funk
j¡ Wightmana o dodatni
h 
z�sto±
ia
h.9.3 Uogólniona transforma
ja Foldy'ego-WouthuysenaPodobnie jak w przypadku fotonów równie» dla bezmasowy
h fermionów mo»na przypomo
y przej±
ia grani
znego zastosowa¢ wzór na transforma
je Foldy'ego-Wouthuysenastosowany dla pól z niezerow¡ mas¡ kwantów. Czynno±¢ ta wymaga wprowadzenia ope-ratora 
zteropr�dko±
i ûα(µ) zale»nego od umownej masy µ fermionu. Zostanie tutajzastosowana taka sama posta¢ 
zteropr�dko±
i jak w przypadku fotonów4. Uogólnion¡transforma
j� FW dla pola Weyla mo»na zde�niowa¢ wzorem:

ϕ̂FW = lim
µ→0

4
√
−∆√
µ

1 + σ̂αûα(µ)√
1 + û0(µ)

ϕ̂. (9.19)3W przypadku 
z¡stek oboj�tny
h nale»y zast¡pi¢ operator d̂†(p) operatorem b̂†(p), 
o ozna
za uto»-samienie fermionu z antyfermionem.4Dla fotonów rozwa»ana byªa równie» alternatywna posta¢ 
zteropr�dko±
i, której zastosowanie takjak w niniejszym rozdziale nie zmienia wyników ra
hunków.73



Powy»szy wzór poza wyst�powaniem przej±
ia grani
znego i 
harakterysty
znej dla polaWeyla reguªy transforma
yjnej ró»ni si� od wzoru dla fermionów z mas¡ jedynie brakiem
zynnika 1/
√

2. Warto±¢ 
zynnika li
zbowego zostaª dobrany tak, aby zapewni¢ unitar-no±¢ rozwa»nej transforma
ji. Wykonanie przej±
ia grani
znego na mo
y równania Weylai reguªy de Hospitala prowadzi do trywialnego wyniku:
ϕ̂FW ≡ ϕ̂. (9.20)O
zywi±
ie transforma
ja b�d¡
a identy
zno±
i¡ nie prowadzi tak jak w przypadku polaDira
a do »adnej separa
ji skªadowy
h pola Weyla. Niemo»liwo±¢ zbudowania takiej sepa-ra
ji jest konsekwen
j¡ trywialnej posta
i ma
ierzy σ̂1 ≡ 1 5oraz niewyst�powania w teoriipola Weyla 
zynnika o wymiarze dªugo±
i, jaki stanowiªaby masa.9.3.1 Operator poªo»eniaTrywialna posta¢ uogólnionej transforma
ji Foldy'ego-Wouthuysena prowadzi do pro-stego przepisu na operator poªo»enia 
z¡stki:

Q̂+ =

∫
d3x x ϕ̂†|0〉〈0|ϕ̂. (9.21)Jak wida¢ powy»szy operator jest momentem rozkªadu g�sto±
i prawdopodobie«stwa po-ªo»enia 
z¡stki, która jest zadana wzorem:

ˆ̺+ = ϕ̂†|0〉〈0|ϕ̂. (9.22)Aby otrzyma¢ operator poªo»enia Q̂− anty
z¡stki i operator g�sto±
i prawdopodobie«stwajej poªo»enia ˆ̺− wystar
zy we wzora
h (9.21) i (9.22) zamieni¢ miejs
ami operatory ϕ̂†i ϕ̂.Dalsz¡ analiz� operatora poªo»enia wygodnie jest przeprowadzi¢ w standardowej re-prezenta
ji funk
ji falowej, która dla danego stanu jedno
z¡stkowego |Ψ+〉(1) ma posta¢:
Ψ+(x) = 〈0|ϕ̂(x)|Ψ+〉(1). (9.23)Taka funk
ja falowa jest kowariantnym polem spinorowym na 
zasoprzestrzeni. Funk
ja

Ψ+ posiada jedynie dodatnie 
z�sto±
i wobe
 
zego speªnia nast�puj¡
e równania:
i∂tΨ+ = iσ̂ ·∇Ψ+ = +

√
−∆Ψ+. (9.24)Dla stanów anty
z¡stek mo»na wprowadzi¢ analogi
zn¡ funk
j� falow¡ Ψ− o ujemny
h 
z�-sto±
ia
h. Poniewa» wªasno±
i tej funk
ji w stosunku do funk
ji o dodatni
h 
z�sto±
ia
hró»ni¡ si� w zasadzie tylko znakiem, to nie ma potrzeby jej oddzielnego rozpatrywania.W dalszy
h rozwa»ania
h wyst�powa¢ b�dzie jedynie funk
ja o dodatni
h 
z�sto±
ia
h,wobe
 
zego opusz
zanie indeksu �+� nie powinno prowadzi¢ do nieporozumie«.W 
elu znalezienia jawnej posta
i operatora poªo»enia w reprezenta
ji funk
ji falowej

Ψ nale»y skorzysta¢ z formuªy de�niuj¡
ej:
{Q̂i}KLΨL = 〈0|ϕ̂KQ̂

i|Ψ〉, (9.25)5Ma
ierz γ̂0 z teorii Dira
a nie ma takiej wªasno±
i.74



w której wykorzystano reguª� suma
yjn¡ dla spinorowego indeksu L. Praw¡ stron� po-wy»szej formuªy, po u»y
iu wzoru na o.p., mo»na przeksztaª
i¢ wykorzystuj¡
 komutator(9.18). W ra
hunka
h ty
h wygodnie jest u»y¢ nast�puj¡
ego wzoru na funk
j� Wight-mana w zerowej 
hwili 
zasu:
i∆(+)(0,x) =

1

2
√
−∆

δ(3)(x). (9.26)Wst�pne przeksztaª
enia prowadz¡ do wzoru:
{Q̂i}KLΨL =

1

2
xiΨK +

σk
KLi∂

k

2
√
−∆

xiΨL. (9.27)Przekomutowanie operatorów ró»ni
zkuj¡
y
h z xi (najpro±
iej w przedstawieniu p�do-wym) pozwala nada¢ o.p. posta¢:
{Q̂} = x +

∇

2∆
− iσ

2
√
−∆

. (9.28)Wida¢, »e opró
z standardowego x wprowadzony operator zawiera dodatkowe 
zªony.Okazuje sie, »e te 
zªony zapewniaj¡ parzysto±¢ o.p., polegaja
¡ na tym, »e dany operatornie zmienia znaku 
z�sto±
i funk
ji falowej. Parzysto±¢ operatora poªo»enia jest niezb�dna,je±li ma mie¢ sens jakakolwiek jedno
z¡stkowa interpreta
ja tego operatora. Na parzysto±¢operatora poªo»enia zwra
aª uwag� ju» S
hrödinger (patrz uj�
ie history
zne), a Ba
ry6 uzyskaª operator (9.28) jako parzyst¡ 
z�±¢ x. Warto zazna
zy¢, »e peªna zgodno±¢operatorów poªo»enia Ba
ry'ego z operatorami poªo»enia wprowadzanymi w tej pra
y mamiejs
e tylko w przypadku bezmasowy
h fermionów jednoskr�tny
h. Fakt ten wynikaz trywialno±
i uogólnionej transforma
ji Foldy'ego-Wouhuysena dla pola Weyla.Warto przeksztaª
i¢ jesz
ze posta¢ o.p. i wyrazi¢ go przy pomo
y operatora spinu:
{Q̂} = x +

p̂× ŝ

p̂2
. (9.29)Powy»sza posta¢ o.p. jest prawidªowa zarówno dla dodatni
h jak i ujemny
h 
z�sto±
i.Ponadto jest ona taka sama jak posta¢ operatora typu Borna-Infelda dla pola Dira
a,gdy poªo»ymy m = 0 i uto»samimy ma
ierze spinu o ró»ny
h wymiara
h. Rozpatrywan¡posta¢ o.p. mo»na równie» uzyska¢ opusz
zaj¡
 
zªon z ma
ierz¡ β̂ we wzorze (9.1) naoperator poªo»enia fermionu o komutuj¡
y
h skªadowy
h dla m = 0.Inn¡ równie wa»n¡ wªasno±
i¡ o.p. jest hermitowsko±¢. Na pierwszy rzut oka do-datkowe 
zªony operatora (9.28) wydaj¡ si� by¢ antyhermitowskie. Jednak na dziedziniefunk
ji falowy
h o dodatni
h 
z�sto±
ia
h rozwa»any operator jest hermitowski. Powy»szyfakt dowodzi posta¢ elementu ma
ierzowego o.p. dla dwó
h stanów:

〈Ψ1|Q̂|Ψ2〉 =

∫
d3x Ψ∗1xΨ2, (9.30)któr¡ mo»na uzyska¢ bezpo±rednio z wzoru (9.21) lub po±rednio na podstawie (9.27).Zatem z punktu widzenia elementów ma
ierzowy
h operator Q̂ sprowadza si� do mno»eniaprzez x, a pozostaªa jego 
z�±¢ odpowiada jedynie za �ob
inanie ujemny
h 
z�sto±
i�, dzi�ki
zemu o.p. dziaªa w dziedzinie funk
ji o dodatni
h 
z�sto±
ia
h. Zerowa warto±¢ elementu6Patrz wzór (1.46) lub pozyz
ja [3℄. 75



ma
ierzowego dla wspomnianej dodatkowej 
z�±
i o.p. wynika po prostu z ortogonalno±
ifunk
ji falowy
h o prze
iwny
h 
z�sto±
ia
h.Przestawienie (9.28) o.p. lub wzór (9.30) na jego elementy ma
ierzowe mo»e posªu»y¢do wyli
zenia komutatora o.p. z 
zterop�dem:
[Q̂k, Ĥ] = ip̂k/Ĥ; [Q̂k, p̂l] = iδkl. (9.31)Powy»sze zwi¡zki maj¡ uniwersaln¡ posta¢ i zawieraj¡ prawidªow¡ de�ni
j� operatorapr�dko±
i.Na zako«
zenie zostanie zbadane zagadnienie przemienno±
i skªadowy
h operatora po-ªo»enia bezmasowego fermionu lewoskr�tnego. Przy pomo
y (9.28) drog¡ bezpo±redniegora
hunku (korzystaja
ego z przestrzeni p�dów) mo»na otrzyma¢ nast�puja
y zwi¡zek ko-muta
yjny:

[
{Q̂k}, {Q̂l}

]
=
σ̂ki∂l − σ̂li∂k

2
√
−∆

3 − iεklnσ̂n

2∆
. (9.32)Powy»szy komutator mo»na zgrabnie zapisa¢ przy pomo
y ilo
zynu wektorowego:

{Q̂× Q̂} =
σ̂ × i∇
2
√
−∆

3 −
iσ̂

2∆
. (9.33)Rozwa»any komutator ma w
i¡» zªo»on¡ form�, ale jego elementy ma
ierzowe uprasz
zaj¡si� do prostszej posta
i:

〈Ψ1|Q̂× Q̂|Ψ2〉 =
1

2i

∫
d3x Ψ∗1σ̂∆−1Ψ2. (9.34)Uprosz
zenie elementu ma
ierzowego byªo mo»liwe dzi�ki temu, »e pole Weyla jest spola-ryzowane podªu»nie, dzi�ki 
zemu spin jest antyrównolegly do p�du.Okazuje si�, »e podobnie jak w przypadku fotonów ró»ne skªadowe wprowadzonegoo.p. nie komutuj¡. Powy»szy fakt ozna
za nieistnienie uogólniony
h stanów wªasny
ho.p. dla bezmasowy
h fermionów jednoskr�tny
h. To istotne ograni
zenie na lokaliza
j�jednoskr�tny
h fermionów nie depre
jonuje jednak operatora poªo»enia, a jedynie stanowio jego nietypowy
h wªasno±
ia
h.9.4 Wnioski o operatorze poªo»eniadla 
z¡stek bezmasowy
h ze spinemW niniejszej pra
y zostaª podany do±¢ ogólny wzór na operator poªo»enia. Wzór tenopiera si� na tzw. spo
zynkowej warto±
i pola (opisuj¡
ego dany rodzaj 
z¡stek) bliskozwi¡zanej z transforma
j¡ Foldy'ego-Wouthuysena. Odwoªanie do ukªadu spo
zynko-wego, w przypadku 
z¡stek bezmasowy
h o nietrywialny
h prawa
h transforma
yjny
h,taki
h jak fotony i bezmasowe fermiony, prowadzi do o
zywisty
h trudno±
i. Trudno±
i tezostaªy rozwi¡zane przy pomo
y spe
jalnego przej±
ia grani
znego. W wyniku przepro-wadzenia tego przej±
ia grani
znego uzyskano operatory poªo»enia fotonu i bezmasowegoobuskr�tnego oraz jednoskr�tnego fermionu . Operatory te posiadaj¡ wiekszo±¢ wªasno±
io.p. dla 
z¡stek z mas¡ , z wyj¡tkiem przemienno±¢i skªadowy
h. Na podstawie analizyprzeprowadzonej w tej pra
y, podpartej ró»nymi pra
ami naukowymi, mo»na stwierdzi¢,»e nie istnieje poprawny o.p. fotonu i bezmasowego jednoskr�tnego fermionu o komutu-j¡
y
h skªadowy
h. Natomiast bez problemów udaªo si� zde�niowa¢ o.p. bezmasowego76



obuskr�tnego o takiej wªasno±
i. Jednak»e warto pami�ta¢, »e nawet niekomutuj¡
e ope-ratory poªo»enia s¡ w sensie elementów ma
ierzowy
h i w odpowiedniej reprezenta
jizwykªym mno»eniem przez x. Fakt ten odzwier
iedla podstawow¡ intui
j� o.p. oraz ide�reprezenta
ji heterowariantnej, peªni¡
ej w tej pra
y rol� przedstawienia poªo»eniowegow mo»liwie najwierniejszym tego sªowa zna
zeniu.Warto zauwa»y¢, »e dla przypadku 
z¡stek bezmasowy
h istnieje mniej propozy
jioperatorów poªo»enia ni» w przypadku 
z¡stek z mas¡. Proponowane operatory poªo»eniafotonu i bezmasowego fermionu jednoskr�tnego pokrywaj¡ si� z operatorami podanymiprzez Pry
e'a i Ba
ry'ego. Autorzy 
i jednak wy
hodzili z o.p. typu S
hrödingera-Borna-Infelda, bez konie
zno±
i wykonywania prze±
ia grani
znego z operatorem typu Q̂. Mo»nazatem powiedzie¢, »e teoria operatora poªo»enia w przypadku bezmasowym jest mimoswojej trudno±
i do±¢ jednozna
zna.Reasumuj¡
 nale»y stwierdzi¢, »e 
z¡stki bezmasowe spolaryzowane poprze
znie lubpodªu»nie lewoskr�tnie albo prawoskr�tnie 
harakteryzuj¡ si� fundamentaln¡ nieozna
zo-no±
i¡ poªo»enia. Nie 
hodzi tutaj o nieozna
zono±¢ p�du i poªo»enia jak w zasadzienieozna
zono±
i Heisenberga, ale o niekre±lono±¢ samego tyko poªo»enia. Warto jednakzauwa»y¢ na podstawie komutatorów (9.34) i (8.17), »e omawiana nieokre±lono±¢ poªo»e-nia jest odwrotnie propor
jonalna do kwadratu energii. Spostrze»enie to sugeruje istnie-nie wysoko energety
zny
h stanów 
z¡stek o stosunkowo dobrej lokaliza
ji przestrzennej.Gª�bsza analiza tej sugestii wy
hodzi jednak poza ramy tej pra
y.
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