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Streszczenie

Celem niniejszej pracy jest zbadanie zagadnienia lokalizacji przestrzennej czastek w re-
latywistycznej teorii kwantowej. Pojecie lokalizacji jest tu rozumiane w sensie matema-
tycznego opisu potozenia czastki, a nie w sensie jej empirycznej detekeji w pewnym ob-
szarze przestrzennym. Praca ma zatem charakter teoretyczny, a jej gtéwnym zadaniem
jest podanie operatora potozenia dla czastek o spinach 0, 1/2 i 1. W konstrukeji powyz-
szych operatorow zwrocono szczegbdlna uwage na to, aby (o ile to mozliwe) ich sktadowe
komutowaly do zera. Wspomniane operatory potozenia winny byé¢ uogoélnieniem zwy-
ktego operatora potozenia, znanego z nierelatywistycznej mechaniki kwantowej, bedacego
w standardowej reprezentacji potozeniowej operacja mnozenia przez wspolrzedne prze-
strzenne.

Praca sktada sie z dwoch czesci, ktore prezentuja odrebne podejécia do zagadnienia
operatora potozenia. Podstawowe wyniki prezentowane w obu czesciach sg zgodne, ale r6z-
nig sie forma i stopniem ogo6lnosci. W pierwszej czesci pracy zaprezentowane sa propozycje
relatywistycznych operatoréw potozenia uksztattowane w toku historycznego rozwoju me-
chaniki kwantowej. Najbardziej og6lne wersje podanych w tej czesci operatoréow potozenia
opieraja sie na generatorach grupy Poincarego. Niestety wspomniane propozycje opera-
toréw potozenia nie sg dobrze okreslone w przypadku bezmasowych czastek z niezerowym
spinem. Ponadto do$¢ szczegbétowo rozpatrywane jest tutaj pojecie relatywistycznego
srodka masy-energii oraz jego zwiazek z operatorem potozenia. W kontekscie tych rozwa-
zan definiowane sa rézne wersje wlasnego momentu pedu blisko powigzanego 7z pojeciem
spinu. Wszystkie rozwazania prowadzone sa na poziomie operatorowym, a szczegllny
nacisk potozony jest na posta¢ podstawowych zwigzkoéw komutacyjnych omawianych ope-
ratorow.

Druga cze$¢ pracy zawiera konstrukcje operatora potozenia i gesto$ci prawdopodo-
bienstwa w ramach formalizmu drugiej kwantyzacji, a doktadnie kwantowej teorii pol
swobodnych. Konstrukcja ta opiera sie na pewnej szczegélnej dla operatora potozenia
reprezentacji, nazywanej tutaj reprezentacjqg heterowariantng z powodu jej nietypowych
i nielokalnych praw transformacyjnych wzgledem grupy Lorentza. W celu znalezienia
reprezentacji heterowariantnej stosowane sa heterowariantne potozeniowe operatory ani-
hilacji i kreacji, ktore z definicji powinny komutowaé¢ (badz antykomutowaé) do iloczynu
delt Kroneckera i Diraca. Aby uniknaé¢ niejednoznacznosci konstrukeji operatora potoze-
nia czastek obdarzonych spinem, zbiér baz spinowych zostatl ograniczony do wyr6znionej
(w danym ukladzie) przez transformacje Lorentza klasy cyklicznych baz spoczynkowych.
Konstrukcja operatora polozenia jest wykonywana oddzielnie dla pél (czastek) o spinach
0,1/21i1. Przy tej okazji przytoczone sg podstawy kanonicznego kwantowania tych pol, ze
szczegblnym uwzglednieniem konstruowania stanow Focka przy pomocy réznych funkcji
falowych. W tym kontekscie zostala dodatkowo przeanalizowana struktura rozszerzonej
przestrzeni Focka pola elektromagnetycznego, ktora to przestrzen nie posiada dodatnio
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okres$lonej normy. Zostat rowniez sformutowany warunek niezaleznosci obserwabli od swo-
body cechowania.

W przypadku pdl opisujacych czastki natadowane zostaty wprowadzone dwa typy ope-
ratora polozenia, operator Q+ dla czastek i operator Q_ dla antyczastek. Udalo sie
nada¢ skonstruowanym operatorom potozenia Qi forme wykorzystujaca tzw. spoczyn-
kowe wartosci pol. Operatory gestosci prawdopodobienistw zostaly wyrazone za pomoca
transformacji pol typu Foldy’ego-Wouthuysena. W konsekwencji powyzsza transformacja
stosowana najczesciej dla pola Diraca zostala wprowadzona réwniez dla pol skalarnych
i wektorowych, wtacznie z czteropotencjatem pola elektromagnetycznego.

Operatory potozenia dla czastek skalarnych po prostych modyfikacjach moga by¢
uog6lnione na krzywoliniowe wspotrzedne trojwymiarowej hiperpowierzchni przestrzen-
nopodobnej.

Ciekawostka jest fakt, ze definicje operatoréw potozenia Qi dla czastki skalarnej prze-
nosza sie na teorie oddzialujacych pol kwantowych, tzn. ze definicje te s najprawdo-
podobniej dobrze okreslone takze w tej teorii. Powyzsze uogolnienie pojecia operatora
potozenia traktowane jest tutaj jako propozycja, ktora nie zostata szczegoétowo przeanali-
zowana, w szczegOlnosci na poziomie renormalizacji.

Wz6r na operator potozenia zostal uog6lniony rowniez na przypadek czastek bezma-
sowych. Interesujacym elementem pracy jest propozycja operatora gestosci prawdopo-
dobienstwa i operatora potozenia fotonu. Operatory te zostaly wprowadzone w oparciu
0 uogolniong spoczynkowq wartoS¢ czteropotencjatu, ktora jak sie okazato jest praktycz-
nie réwnowazna cechowaniu Coulomba czteropotencjatu . Uzyskane operatory potozenia
i gestosci prawdopodobienstwa spelniaja podstawowe kryteria poprawnosci, z wyjatkiem
tego, ze sktadowe operatora poltozenia nie komutuja. Fakt ten jest konsekwencja nieist-
nienia stanoéw fotonowych dowolnie dobrze zlokalizowanych w kazdym kierunku.

Osobnego rozpatrzenia wymagat ponadto przypadek bezmasowych fermionéw o okre-
Slonej skretnosci. Teoria takich czastek zostala opisana w ostatnim uzupelniajacym roz-
dziale, ktory byl napisany po obronie pracy magisterskiej. Konstrukcja operatora po-
lozenia bezmasowego lewoskretnego fermionu byta przeprowadzona analogicznie jak dla
fotonu. W wyniku tej konstrukeji uzyskano operator potozenia o niekomutujacych sktado-
wych. Pod tym wzgledem operatory potozenia fotonu oraz bezmasowego jednoskretnego
fermionu sa wyjatkowe.
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Notacja 1 wazniejsze wzory

N 1. JEDNOSTKI

Stosowany jest uktad jednostek, w ktorych z definicji:
h:CZEQZ,U():l. (1)

Mimo to symbole A, ¢ sa czasami uzywane dla celow pogladowych, co nie powinno pro-
wadzi¢ do nieporozumien.

Podstawowg jednostka jest metr. Jednostki uktadu SI takie jak sekunda, kilogram, Amper
wyrazaja sie w metrach lub w metrach odwrotnych:

ls = ¢-1s = 2997924 58(00) - 10% m,
lkg = c¢/h-lkg = 2,842 78382(49) -10* m~, (2)
1A = \/uo/hc-1A = 6,304 585 35(54) - 10° m~".

W elektrodynamice uzywany jest uktad zrenormalizowany, w ktérym niejednorodne row-

nania Maxwella maja postac:
rot B=j— 0,E, (3)
divE = p.

N 2. OZNACZENIA CZASOPRZESTRZENNE

We wspotrzednych lorentzowskich (x#), gdzie p jak inne greckie wskazniki przyjmuje
wartodci 0,1, 2, 3, tensor metryczny ma postac:

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 0 -1
Wskazniki tacinskie 4, j, ... przyjmuja wartosci 1, 2, 3. Trojwektory sa oznaczane wythusz-

czong czcionka np.: (2') = x.

Stosowana jest konwencja sumacyjna Einsteina dla par powtarzajacych sie indeksow
greckich (jednego dolnego, a drugiego gornego) oraz dla par indeksow ltacinskich o dowol-
nym polozeniu:

a-b=a,b'=g,a'b",

> . 5
a-b=db =ab; = —a;b" = a'bt + a*b* + *b3. (5)
Dla calkowicie antysymetrycznych symboli Levi-Civity ? i 9% przyjete jest, ze:
50123 = —€0123 = _'_17 (6)
el = —gp3 = +1
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Skierowana trojforma objetosci jest zapisywana przy pomocy gwiazdki Hodge’a:
1
sdat = —gg”upgdx” A dx? A dz?. (7)

Zerowa sktadowa tego obiektu po uwzglednieniu orientacji zadanej przez numeracje wspot-
rzednych staje sie zwykta forma objetosci:

xdr® = do' A da? A da® = dPx. (8)
Operacje rézniczkowania sa oznaczane nastepujaco:
0, =0/0z" | O = g"o,. 9)
Wykorzystywana jest rowniez operacja rozniczkowania obustronnego:
— — «—
Oy =0y — 0. (10)
Ponadto uzywana jest nabla!, laplasjan i delambercjan:

V = (9") = (—0/0x%)
N =V? = 9,0 (11)
O0=0,0" =03 —A

N 3. OZNACZENIA W PRZESTRZENI HILBERTA.

Wektory stanu nalezace do przestrzeni Hilberta H oznaczane sa przez |¥). Uzy-
wana jest wiec notacja bra-ketowa Diraca. Wektorowi jednoczastkowego stanu odpowiada
w reprezentacji polozeniowej inwariantna funkcja falowa ®(x), a w reprezentacji pedowej
funkcja EI;(p), ktora rowniez nie zalezy od ukladu odniesienia. Ponadto zdefiniowane sg
heterowariantne funkcje falowe: ¥(x) w reprezentacji polozeniowej i Cf’(p) w reprezentacji
pedowej. Funkcje te transformuja sie w ztozony sposob przy zmianie inercjalnego uktadu
odniesienia.

Operatory i macierze oznaczane sy daszkami np.: a, b ) B; za$ ich sprzezenia her-
mitowskie krzyzykami af, IST, BT. Komutatory sa oznaczane przy pomocy nawiasow
kwadratowych i przecinka [, ], a antykomutatory przy pomocy nawiaséw klamrowych
i przecinka { , }.

Inwariantny schrodingerowski operator anihilacji czastki bezspinowej o czteropedzie
p oznaczany jest przez a(p), natomiast inwariantny heisenbergowski operator anihilacji
w reprezentacji polozeniowe] przez q§(+)(x). Heterowariantne odpowiedniki operatorow

a(p), éﬁ(_,_)(l’) to odpowiednio ap oraz a; x.
N 4. TRANSFORMACJE FOURIERA

Trojwymiarowa transformacja Fouriera oraz transformacja odwrotna:

W) = [ Exuie ™ v = [ SR uEer (12

! Niestandardowy znak nabli podyktowany jest ujemng sygnaturg wspotrzednych przestrzennych oraz
zadaniem, aby stanowila ona przestrzenng czes¢ czterowektora (0*) , a nie kowektora (9,,) .



Dla funkcji spetniajacych rownanie Kleina-Gordona stosowana jest inwariantna trojwymia-

rowa transformacja Fouriera?:

3(p) = /Q wde" e (p, +10,) O(x). (13)
i9,

Calkowanie przebiega tutaj po dowolnej trojwymiarowej przestrzennopodobnej hiperpo-
wierzchni Q 3. Transformacja odwrotna ma postaé:

¢@%=/é%%&ﬁ—wﬂdmﬁ@k””- (14)

Wystepuje tutaj 0-Diraca i funkcja znakowa signum €( ). Rownanie to mozna przeksztalcié
do postaci:

o) = [ ot [30)e = dl=p)e]. (15)

przy czym przyjmujemy, ze pg = ++/m? + p2.
N 5. TRANSFORMACJA LORENTZA - PCHNIECIA

Transformacja czterowektoréw
Wspoétrzedne czterowektora £ w nowym primowanym uktadzie inercjalnym poruszaja-
cym sie z czteropredkoscig U* wyrazaja sie nastepujaco za pomoca wspotrzednych w ukta-
dzie wyj$ciowym:
Ut +x
/0 / w 0
x” =Ua" xX =x————U. 16
K ’ 14+ U, ( )

Powyzszg transformacje nazywana pchnieciem lorentzowskim mozna zapisaé w postaci
macierzowej:

o = A (U)2”, (17)
gdzie sktadowe macierzy A* (U) wynosza odpowiednio:
U*U
0 _ _ k _ .k !
AL (U) = No(U) = Uy, M) =91 = T (18)
Rozwazang macierz mozna takze wyrazi¢ pojedynczym réwnaniem:
A“V(U) — gw, o uuul/ - (1 _I_ 2u0)(uugl/0 _I_ uuguo) + (]- + 2u0 _I_ 2“(2))9M09V07 (19)

1—|—UQ

przy czym czteropredko$¢ U zostata z prawej strony roOwnania oznaczona malg literg dla
skrocenia zapisu. Macierz transformacji Lorentza spetnia ogolne réwnanie:

N pog”” = Gpp- (20)

Macierz odwrotna do macierzy pchniecia Lorentza jest postaci:

A (U) = A, (D), (21)

iz

2Transformacja ta jest niezmiennicza na powltoce masy p? = m?.

3Przez termin hiperpowierzchnia rozumie sie w tej pracy ciggla nieograniczons w kazdym kierunku
powierzchnie.
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gdzie (UM) = (Uy, —U).

Transformacja bispinoréw Diraca
Bispinor ¥ w wyniku pchniecia lorentzowskiego do uktadu poruszajacego sie z cztero-
predkoscig U transformuje sie nastepujaco:

~

= 5U)Y, (22)
gdzie macierz S mozna wyrazi¢ przy pomocy macierzy Diraca A" 1 czteropredkosci U:

A 1+ A0y,0"

S(U) : (23)
V2(1+ Up)
Hermitowska macierz rozwazanej transformacji spetnia ogolny zwiagzek:
SArSTY = (A1 A, (24)

gdzie macierz (A71)* jest odwrotnoscig macierzy transformacji Lorentza dla czterowekto-
row, od ktorej zalezy zreszta macierz S. Odwrotno$é macierzy pchniecia lorentzowskiego
bispinoréw wyraza sie wzorem:

~

S7HU) = 5(U) = 45U )o- (25)

N 6. TRANSFORMACJE TYPU FOLDY’EGO-WOUTHUYSENA

Transformacja dla pola skalarnego
Dla pola skalarnego ¢(z) speliajacego rownanie Kleina-Gordona definiujemy w da-
nym ukladzie inercjalnym przeksztatcenie:

orw(t,x) = \/2/m? — A ¢(t, %), (26)

gdzie m jest masa wystepujaca w rownaniu Kleina-Gordona dla pola ¢(z). Przetransfor-
mowane pole ¢y () w niniejszej pracy jest nazywane heterowariantng postacia pola ska-
larnego lub reprezentacja Foldy’ego-Wouthuysena dla pola skalarnego. Latwo zauwazy¢,
ze nowa postac¢ pola skalarnego ma zmieniony wymiar w stosunku do jego pierwowzoru.
Trudno moéwi¢ o unitarnosci jakiejkolwiek transformacji pola skalarnego, ale spelniona
jest nastepujaca tozsamos¢ dla tzw. produktu skalarnego dwoch pol ¢(z) 1 p(z):

/Q w7 (2)i B oy () = £ / d*x 67V (1, %) o (¢, %), (27)

gdzie indeksy znakowe (&) oznaczaja cze$é danego pola o okre§lonym znaku czesto$ci®.

Transformacja FW pola Diraca
W pierwszym kroku zostanie zdefiniowana spoczynkowa postaé pola Diraca 1g(x) jako
pchniecie Lorentza pola Diraca 1(z) z czteropredkoscia U bedaca operatorem:

vs(z) = S(U) ¥(x), (28)

4Produkt skalarny pol o przeciwnych czestosciach jest réwny zeru.
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gdzie wspomniany operator czteropredkosci ma postac:
Ur = éid"/m, (29)

przy czym € jest operatorem znaku czestosci (energii). Transformacje Foldy’ego-Wouthuy-
sena pola Diraca w danym uktadzie inercjalnym mozna teraz zdefiniowa¢ nastepujaco:

Ve (t,x) = \/ E/ms(t, x), (30)

gdzie F = /m2 — A. Na podstawie (23) transformacje FW mozna wyrazi¢ bardziej
bezposrednio:
. . E+ BH
brw(t,x) = Upw (t,%) | Upw = —3 D (31)
2B (m + B)

gdzie wystepuje hamiltonian Diraca Hp = ié& -V + Bm, ktory jest tutaj zapisany za po-
moca niekowariantnej wersji macierzy Diraca § = 7y, & = 9py. Wprowadzony operator
Upw jest unitarny.

Transformacja pola wektorowego z masa

Niech pole Proca A*(x) spelnia rownanie Kleina-Gordona 7 masa m i posiada zerowa
czterodywergencje. Spoczynkowq wartos$é tego pola w danym uktadzie inercjalnym mozna
zdefiniowaé nastepujaco:

A4(t,x) = A (0) A" (1, %), (32)

gdzie A“V(U) jest macierza pchniecia lorentzowskiego z czteropredkoscia U, ktora jest
operatorem zdefiniowanym réwnaniem (29). Przyjmujac, ze operator znaku czestosci
wynosi € = 10,/ FE mozna na podstawie (16) wyliczy¢ sktadowe Ak i uzyskac:

1
E(m+ E)

Latwo jest przeksztalci¢ przestrzenna czesé spoczynkowego pola Proca do nastepujacej

postaci:

As=TA+—1 _vx(vxaA). (34)
E~ ' E(m+E)

Transformacje Foldy-Wouthuysena pola Proca mozna teraz zdefiniowa¢ rownaniem:

AFW t X V AS t X (35)

ktore prowadzi do wzoru:

\/7
AFW_fA+f(m+ )V(V A). (36)

Spelniona jest nastepujaca tozsamo$¢ dla tzw. produktu skalarnego dwoéch pol Proca
Al A
57 v *
_/Q*dx“A(:I:)I/ZﬁﬂA/(:I:) = :t/d3X A FW A/FW. (37)
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Transformacja czteropotencjalu, a cechowanie Coulomba
Swobodne pole elektromagnetyczne moze byé opisane czteropotencjatem A*(x), kto-
rego delambercjan i czterodywergencja wynosza zero. Niech umowny operator czteropred-
kosci bedzie postaci:
U* () = €i0"/p, (38)

gdzie € = i0;//—/\, a u jest parametrem o wymiarze masy. Uogolniong spoczynkowq
warto$¢ czteropotencjalu mozna zdefiniowaé¢ w zadanym uktadzie nastepujaco:

A%(t,x) = lim A% (U () A°(t,%). (39)
pu—0
Rachunek oparty na (16) prowadzi do wzorow:

A =0 | Agz—AVx(VxA). (40)

Prawa strona drugiej réwnosci jest wyrazeniem na potencjal wektorowy Acou. w cecho-
waniu Coulomba, tzn. ze:

AS = ACoul.- (41)

Warto wiedzieé¢, ze powyzsza identyczno$é ma miejsce tylko w klasycznej teorii pola.
Transformacja czteropotencjatu wzorowana na transformacji Foldy’ego-Wouthuysena jest
tutaj definiowana nastepujaco:

AFW = \/ —A AS = \/ —A ACoul AV X (V X A) (42)
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Rozdzial 1

Historia zagadnienia operatora
polozenia

Historia zagadnienia relatywistycznego operatora potozenia jest dtuga i ciekawa. Wielu
autorow podato rézne nierébwnowazne propozycje takich operatoréw. Niektore prace, takie
jak WIGHTMANA [25], sa obszerne i wykorzystuja zaawansowane metody teorii reprezen-
tacji grup.

1.1 Pierwszy etap rozwoju mechaniki kwantowej

Szczegblna teoria wzglednodci zostala podana przez Alberta EINSTEINA w 1905 roku,
za$ pelne sformutowanie mechaniki kwantowej nastapito ponad dwadziescia lat pdzniej.
Macierzowa mechanika kwantowa powstata w 1925 roku gltéwnie za sprawa Wernera HEI-
SENBERGA, wspolpracujacego z Nielsem BOHREM'. W tym samym roku Max BORN
i Pascual JORDAN wraz z HEISENBERGIEM oraz niezaleznie Paul A.M. DIRAC wprowadzili
kwantowy zwigzek nieprzemiennos$ci pedu i polozenia:

ip — pq = ih. (1.1)

W roku 1926 N. BORN oraz N. WIENER znaleZli prosta reprezentacje tego zwiazku, w kto-
rej operator potozenia ¢ jest mnozeniem przez ¢, a p jest operatorem rézniczkujacym
—ihd/0q. W tym samym roku Erwin SCHRODINGER opublikowal swoje stynne rownanie
falowe. Kwadrat modulu wystepujacej w nim funkcji falowej SCHRODINGER traktowatl
jako pewng funkcje wagowa opisujaca czastke w przestrzeni. Ponadto podal On rownanie
ciggtosci odpowiadajace tej funkcji wagowej. Jednak jawna probabilistyczng interpretacje
tej funkcji podal BORN. Sformutowal On réwniez podstawy kwantowej teorii rozprasza-
nia. Potozeniowa interpretacja BORNA byta szybko uogélniona dla pedu i innych wielkosci
przez Wolfganga PAULIEGO (w 1926 r.). W zasadzie na tym si¢ konczy historia niere-
latywistycznego operatora potozenia, ktérego teoria jest do§é prosta?. Pewne trudnosci
koncepcyjne moze sprawiaé jedynie zasada nieoznaczono$ci HEISENBERGA podana w 1927
roku.

!Przedstawione tutaj informacje o rozwoju podstaw mechaniki kwantowej byly opracowane na pod-
stawie ksiazki Friedricha HUNDA The history of Quantum Theory [16].

2Mowa tu o aspektach fizycznych, gdyz w pelni §ciste matematycznie podejscie oparte na operatorach
rzutowych i operatorach gestodci lub tréjkach GEL’FANDA rozwineto sie pézniej i jest bardziej rozbudo-
wane.



Relatywistyczna mechanika kwantowa w rozwazanym okresie zaczyna dopiero powsta-
waé. Rownanie Kleina-Gordona zostalo znalezione w 1926 niezaleznie przez SCHRODIN-
GERA, O. KLEINA, W. GORDANA i W.A. FOCKA. W nastepnym roku DIRAC znalazt
rOwnanie powszechnie znane jako rownanie DIRACA. Pod koniec lat dwudziestych pow-
stawaly elementy elektrodynamiki kwantowe;j.

Jedne z pierwszych rozwazan na temat relatywistycznej lokalizacji czastek miaty miej-
sce w kontekscie tzw. drgawek elektronu (Zitterbewegung). W 1930 r. SCHRODINGER
|24] zauwazyl, Ze $rednia wartosé¢ potozenia swobodnego elektronu nie zmienia sie liniowo
w czasie, tak jak w ruchu jednostajnym prostoliniowym, ale gwattownie fluktuuje wokot
takiej trajektorii na odlegtosciach rzedu komptonowskiej dlugosci fali elektronu A/me.
W celu racjonalnego opisu tego zagadnienia wprowadzit on pojecie ruchu mikroskopowego
i makroskopowego. Ruch makroskopowy jest usrednionym po czasie ruchem mikroskopo-
wym. W konsekwencji SCHRODINGER proponuje za operator potozenia przyja¢ operator
potozenia makroskopowego, ktory przybrat forme:

R=x+i(pH;?—aHyY)/2 (1.2)

Wystepuje tutaj hamiltonian® DIRACA Hp = d-f)—l—3m , gdzie p jest operatorem pedu,
za$ 3,4 to macierze DIRACA o nastepujacych wlasnodciach antykomutacyjnych:

(&, a7} =269, {B,4'}=0; (=1 (1.3)

Uzywany jest tutaj uktad jednostek, w ktorych h = ¢ = 1, natomiast sporadyczne wyste-
powanie staltych h i ¢ we wzorach podyktowane jest wzgledami pogladowymi lub celem
uproszczenia korespondencji z uktadem SI. Proponowany powyzej operator potozenia R
mozna znalez¢ w podrecznikach A.S. DAWYDOWA [10] i W. GREINERA [13], gdzie jest on
zdefiniowany jako parzysta czes¢ x. Operator nazywa sie parzystym, gdy stany o dodatniej
energii przeksztalca w stany o dodatniej energii, a stany o ujemnej energii przeksztatca
w stany o ujemnej energii. Innymi stowy operator parzysty nie zmienia znaku energii.
Niech ]5+ i P oznaczaja operatory rzutowania na stany odpowiednio o dodatniej i ujem-
nej energii:

P.=(1+£Hp/FE)/2, (1.4)

gdzie E = \/m? — A jest dodatnio okreslonym operatorem energii. Teraz parzystq czesc
operatora X oznaczang za pomoca nawiasOw kwadratowych mozna wyrazi¢ w postaci:

x| =R =P, xP, + P_.xP_. (1.5)

W zasadzie powyzsze wyrazenie zawiera dwa operatory potozenia: operator polozenia
elektronu i operator potozenia pozytonu. W dziedzinie funkcji o dodatnich czestosciach
wystepowaltby tylko jeden operator, ktory uproscitby sie do postaci:

R+IP+X:X+[p+,X]. (16)

Zas$ w dziedzinie funkcji o ujemnych czestosciach wystepowatby analogiczny operator R_.

Latwo wykazacé, ze:
R ip Xe"
. 262 " 2F (.7

3Wszystkie hamiltoniany w tym rozdziale sg odwracalne (nie posiadajg zerowych wartosci whasnych).



Warto zauwazy¢,ze pelny operator parzysty R nie jest sumag, ani Srednig arytmetyczng
operatorow f{+ iR_.

Wprowadzenie operatora R zamiast x rozwigzuje problem Zitterbewegung, ale prowadzi
do innej komplikacji. Okazuje sie mianowicie, ze sktadowe operatora R nie komutujg.
W takim opisie zatem nie mozna rozwaza¢ dowolnie dobrze zlokalizowanego elektronu.
Zagadnienia tego typu oraz pewne fakty z kwantowej teorii pola spowodowaty powstanie
popularnej do dzi§ opinii, ze w relatywistycznej mechanice kwantowej niemozliwa jest
lokalizacja czastki doktadniejsza od komptonowskiej dtugosci fali. Niniejsza praca probuje
polemizowac 7 ta opinia.

1.2 Srodek masy-energii i operator Pryce’a

W 1935 roku Niels BORN i Leopold INFELD w pracy o kwantowaniu nieliniowej elek-
trodynamiki |9 zaproponowali og6lng definicje operatora potozenia jako poltozenie §rodka
masy-energii:

q=(H'N+N HY)/2, (1.8)

gdzie N jest operatorem momentu energii:
N = /XTood?’X, (19)

przy czym Tho to skladowa symetrycznego tensora energii-pedu TW, nazywana gestoscia
hamiltonianu lub energii. Ostatnie dwa wzory mozna rozumie¢ w kontekscie kwantowe]
teorii pola standéw jednoczgstkowych albo zgodnie z formalizmem tzw. pierwszej kwan-
tyzacji®, nazywanym czasami kwazirelatywistyczng mechanika kwantowa®. Dla ilustracji
tego drugiego przypadku w uproszczonej nierelatywistycznej wersji warto podac¢ przyktad
operatora gesto$ci hamiltonianu w zwyklej teorii SCHRODINGERA:

Foo(x) = F(x) = —%w@)(x)v. (1.10)

Operator gestosci hamiltonianu komutuje z x, co zapewnia hermitowskosé okreslonego N.
Operator q mozna réwniez przedstawi¢ przy pomocy reprezentacji generatoréw grupy
POINCAREGO w przestrzeni Hilberta, ktorymi sa: czteroped p* i tensor catkowitego
momentu pedu J. Generatory te mozna wyrazi¢ przez symetryczny tensor energii pedu
nastepujaco:

Pu = /QTW xdx” j;w = /Q(xufyp — xufup) * da’, (1.11)

gdzie Q jest dowolng trojwymiarows hiperpowierzchniag przestrzennopodobna, a xdx” jest
skierowang trojforma objetodci taka, ze *dz = d3x. Tutaj zerowa skltadowa cztero-
pedu utozsamiana jest z hamiltonianem py = H, a moment pedu liczony jest wzgledem

4Momentem energii nazywa sie tez niekiedy wektor pchniecia Ki=Jib=Ni_ tp?, gdzie Jrv jest
tensorem momentu pedu. Mozna powiedzieé¢, ze N(t) i K to ta sama obserwabla w dwoch réznych
obrazach, odpowiednio HEISENBERGA i SCHRODINGERA.

W zasadzie te dwa formalizmy powinny byé tozsame, ale w teorii relatywistycznej réznig sie one
chociazby dodatnia okreslonoscia H.

5Formalizm pierwszej kwantyzacji w kontekscie polowym jest nazywany klasyczng teorig pola.



poczatku uktadu wspoétrzednych czasoprzestrzennych. Operator BORNA-IFELDA mozna
teraz przepisa¢ w postaci:
g"(t) = {J" +tp", H'} /2, (1.12)

gdzie nawias klamrowy oznacza antykomutator, za$ sktadowa ¢° = t jest tutaj dolgczo-
na tylko ze wzgledow estetycznych, gdyz rozwazany operator potozenia nie jest wcale
kowariantnym czterowektorem. Posta¢ zaleznosci od czasu w (1.12) pozwala przypusz-
czac, ze operator BORNA-INFELDA jest zdefiniowany w obrazie HEISENBERGA. Prawidlo-
woS¢ tego przypuszezenia potwierdza reguta komutacji (1.16) operatora q z hamiltonianem
podana dalej.

BORN i INFELD wykazali, ze ich definicja o.p. (operatora polozenia) dla czastek o spi-
nie 1/2 prowadzi do operatora SCHRODINGERA R 7. Zwrocili oni takze uwage, ze definicja
0.p. pocigga za sobg okreSlenie operatoré6w predko$ci, spinu i orbitalnego mo-
mentu pedu (i vice versa). Wobec tego zdefiniowali oni wewnetrzny moment pedu (czyli
spin) jako rozmice catkowitego momentu pedu J = (xJ©) = (J2,.J31 J'2) i orbitalnego
momentu pedu zdefiniowanego jako q x p, czyli:

s=J—qxp lub  #=J"— g +gpk (1.13)

przy czym wektor spinu § jest dualny (w sensie trojwymiarowym) do antysymetrycznego
tensora spinu 8, tzn. § = £9%57% /2. Hermitowskoéé¢ zdefiniowanego spinu wynika ze
zwigzkoéw komutacyjnych pedu i polozenia. Do znalezienia tych zwiazkoéw mozna wyko-
rzystaé¢ relacje komutacji generatoréw grupy POINCAREGO:

o] =0
[ Oél“ ‘]Vw] g{anpu}sum. cykl. (1.14)
[p ] (gaupu - gaupu)§

przy czym prawa strona drugiego réwnania jest suma czterech sktadnikow o cyklicznie
permutowanych Zywych wskaznikach. Wyprowadzenia powyzszych zwigzkéw (oparte na
regutach komutacji dla tensora energii-pedu) mozna znalezé w pozycji |7|. Przydatny jest
rowniez wzor na komutator zawierajacy odwrotnosé operatora:

[A™Y, B] = —A7'[A, B]JA™", (1.15)
Mozna teraz bez problemu wyliczy¢ komutator potozenia i czteropedu:

"0 = o™ a H]=ip/H. (1.16)

Sa to w pelni zadawalajace komutatory, w szczegdlnoscei ten drugi prowadzi do popraw-
nej definicji predkosci w mechanice relatywistycznej. Mniej korzystnie przedstawia sie
sprawa innych komutatoréow. Okazalo sie niestety, ze wprowadzone przez BORNA, IN-
FELDA wsp6trzedne nie komutujg. Komutatory sktadowych polozenia zostaly zgrabnie
zapisane przy pomocy iloczynu wektorowego® i wyniosty:

qxq=—is/H* Ilub  [§" ¢ = —is"/H (1.17)

"Rzeczywiicie przyjmujac, ze N = (ﬁx + xﬁ)/2 latwo wykazaé réwnowaznosé formul (1.5) i (1.8).
Mimo to uzywane sg tutaj rézne oznaczenia.

8Np. sktadowa (g x §)* = [¢2, ¢°].



Komutatory te zostaly przettumaczone, nieco na wyrost, na zasade nieoznaczono$ci po-
tozenia elektronu: .

N NG > —. 1.18

AV (1.18)

Scigle zamiast znaku wiekszosci powinna znajdowaé sie tutaj tylda, ktora oznaczalaby

porownywalny rzad wielko$ci. Rowniez zwigzek komutacyjny wprowadzonego spinu nie

byt zgodny z oczekiwaniami ze standardowej teorii kwantowej i byl zapisany w postaci:

§x§=1i8—iH %5 p)p. (1.19)

W tym samym roku pod wplywem pracy BORNA i INFELDA istotnych postepow do-
konal Moris H.L. PRYCE [22|. Zdefiniowal on komutujace operatory wspotrzednych oraz
operator spinu o standardowych wtasnos$ciach komutacji. Jego konstrukcja przebiegata
jednak w innej kolejno$ci niz BORNA-INFELDA. Mianowicie PRYCE wprowadzit najpierw
operator spinu, a pézniej konsekwentnie operator poltozenia. Osiggniecia PRYCE’A zo-
stang przedstawione ponizej w usystematyzowanej formie, ale podstawowe wystepujace
tu obiekty sa tozsame oryginalnym. W pierwszym kroku zostata wydzielona cze$é spi-
nowa catkowitego momentu pedu. W opisie kowariantnym tensor catkowitego momentu
pedu j;w moze by¢ roztozony na sume tensora orbitalnego momentu pedu /A\W i ten-
sora spinu i;w- Stosowane beda rowniez tensory dualne do tych, oznaczane gwiazdka

HODGE’A i definiowane jako *j,w = —5MVPUJP”/2 , przy czym dla catkowicie antysy-
metrycznego symbolu przyjeta jest tutaj konwencja epj03 = —1. Postulowany rozktad

mozna teraz przeprowadzi¢ stosunkowo prosto zauwazajac, ze dualny tensor orbitalnego
momentu pedu jest ortogonalny® do czteropedu (lub czteropredkosci), niezaleznie od po-
staci operatora potozenia. Wobec tego zwezenie dualnego tensora catkowitego momentu
pedu z czteropredkoscig charakteryzuje tylko cze$¢ spinowg tego tensora. Okazuje sie, ze
to zwezenie jest czterowektorem PAULI-LLUBANSKIEGO:

W, = w0, (1.20)
gdzie czteropredkosé 4 = p¥/m, przy czym mase mozna zdefiniowaé¢ rownaniem:

m = /Pup". (1.21)

Zauwazmy, ze w definicji Wu kolejnos¢ zwezonego iloczynu dualnego momentu pedu
i czteropredkosci nie odgrywa roli, dzieki czemu operator PAULI-LUBANSKIEGO jest her-
mitowski. Wynika to z trzeciego komutatora generatorow grupy POINCAREGO, ktory sie
zeruje, gdy wszystkie trzy wskazniki sg réozne. Roéwniez na podstawie tego komutatora
mozna pokazac, ze Wu komutuje z czteropedem (lub czteropredkoscia). Crzterowek-
tor W jest z definicji ortogonalny do czteropredkosci. Wiadomo, ze operator rzutu na
podprzestrzen ortogonalna do czteropredkosci ma postac p:;/ = g — Uyut,. Mozna teraz
zdefiniowa¢ dualny tensor spinu jako dualny tensor catkowitego momentu pedu z odjeta
czescig ortogonalng do czteropredkosci:

5Dy = %y — P P (+J77) = Wyitt, — Wy, (1.22)
Na podstawie tego rownania tatwo zauwazyé, ze zwykly tensor spinu (niedualny) jest
ortogonalny do czteropredkosci. Wychodzac z tego faktu mozna by przeprowadzié caly

9Tzn. ze *Awﬁ” = 0, gdyz przyjmuje sie, ze tensor orbitalnego momentu pedu jest postaci biwekto-
rowej A, = Y,Dy — YDy, gdzie Y, jest pewnym operatorem kojarzonym z polozeniem.

7



konstrukcje od poczatku nie odwohujac sie do tensorow dualnych, ale rownowaznie definiu-
jac tensor spinu jako ortogonalng do czteropredkosci cze$é tensora catkowitego momentu

pedu:
S = PP . (1.23)

pp* vo

We wzorze tym odgrywa role porzadek operatoréow, przy czym wystarczy, aby opera-
tory rzutowe staly zawsze po tej samej stronie operatora momentu pedu, co zapewnia
antysymetri¢ i hermitowskos¢ tensora spinu. Tensor spinu mozna opisa¢ dwoma wek-
torami: wektorem relatywistycznego spinu 3= (x20) = (285331 912 oraz wektorem
I = (EZO) —axW, gdzie 1, W to przestrzenne czesci czteropredkosci i czterowektora
PAULI- -LUBANSKIEGO. Wida¢, ze wektor I' znika tozsamo$ciowo w ukladzie spoczyn-
kowym, zatem tensor spinu moze by¢ opisany jednym niezaleznym wektorem.
Ostatecznie PRYCE jako wektor spinu wprowadzil spoczynkowa wartosé 3 lub réwno-
waznie spoczynkowa wartosé W lub &. Operator ten bedzie nazywany wektorem spinu
spoczynkowego i oznaczany symbolem dolara:

$ =W + (1+ do) ' Wot, (1.24)

przy czym jezeli jest uzywany formalizm pierwszej kwantyzacji nalezy zachowaé¢ ostroz-
nos¢, ograniczajac si¢ do stanéw o dodatniej energii, co zapewnia odwracalnos¢ opera-
tora 1 4+ 1y. Nastepnie PRYCE wychodzac z roéwnania J = Q X P+ $ znalazt nowa
definicje o.p. Q, ktora mozna zapisaé przy uzyciu antykomutatora w postaci:

Q={N—(1+a)"'T,H'}/2. (1.25)
W wersji rozpisanej réwnanie to ma postac:
QM(t) = {tp" + JM — (1 +ap) 'S0, H1}/2, (1.26)

przy czym jak tatwo sie przekonad Q° = t, co $wiadezy o konsystencji zdefiniowanego
obiektu, ale nie o jego kowariantnosci. Powyzszy Wzor mialby zupelnie jednolity forme,
gdyby nie obecno$é¢ zagadkowego czynnika (1 + 1p)~!, bez ktorego w definicji Q“ wy-
stepowalby tylko orbitalny moment pedu i czteroped. Okazme sie jednak, ze obecno$¢
tego czynnika jest kluczowa, poniewaz bez niego rozwazany o.p. posiadaltby identyczne
zwiazki komutacyjne'® co operator X*, rozpatrywany dalej, ktorego skladowe nie komu-
tuja. W wersji oryginalnej PRYCE podal wzor na Q w nieco innej formie odwolujac sie
do wielko$ci wprowadzonych przez BORNA i INFELDA:

SXp

Q=g+ ——. (1.27)
m(m + E)

Autor omawianego artykutu nie podal interpretacji geometrycznej wprowadzonego spinu
spoczynkowego $. Mimo to PRYCE odniost ogromny matematyczny sukces znajdujac

obserwable Q i $§ spelniajace w pelni satysfakcjonujace reguty komutacyjne:

~ A

—=i$ ; QxQ=0 ; [Q" =i (1.28)

Widaé¢ wiec, ze polozeniowy operator PRYCE’A posiada definicje odwotujaca sie do po-
jecia §rodka energii z subtelnie wyeliminowana cze$cig spinowa oraz pozadane whasnosci

5>

$ x

Dotyczy to co najmniej tych komutatoréow, ktore sg dalej wypisane.



operatorowe (w sensie komutatorow). Operator Q“ nie stanowi jednak czterowektora, ale
jak sie okaze dalej nie nalezy tego wymaga¢ od o.p. Ponadto operator PRYCE’A nie jest
dobrze okredlony dla czastek bezmasowych ze spinem!!. Fakt ten wynika bezposrednio
ze wzoru (1.27) , w ktorym masa wystepuje w mianowniku, a wszystkie inne wielkosci sa
nieosobliwe. Omawiana trudnos$¢ jest konsekwencja nieistnienia uktadu spoczynkowego,
a wiec 1 spinu spoczynkowego $ dla czastek bezmasowych. Niekowariantny charakter tego
ostatniego spinu jest rowniez niezadowalajacy.

Po drugiej wojnie $wiatowej PRYCE kontynuowal badania nad o.p. i w 1948 roku
opublikowal prace o relatywistycznym $rodku masy-energii [23]. W pracy tej autor dys-
kutuje kilka propozycji takiej definicji. Dwie z nich to § i Q, zas kolejne dwie odwolywaly
sie do spoczynkowego Srodka masy-energii rozwazanego miedzy innymi przez FOKKERA
[11] w 1929 roku. Przez spoczynkowy srodek masy-energii nalezy rozumie¢ $rodek ener-
gii w sensie BORNA-INFELDA obliczony w uktadzie spoczynkowym. Mozna go wyrazié¢
w notacji kowariantnej nastepujaco:

V() =t 4 {J", 0, }/2m, (1.29)

gdzie u* jest operatorem czteropredkosci, a 7 czasem wlasnym, traktowanym tutaj jako
zwykty skalar (a nie operator). Podstawowe zwigzki komutacyjne dla tego operatora maja
postac: R R o R

Y., 0] = =Py, = —i(gu — @) 5 [V, Vo] =iy /m®. (1.30)
Niestety nie sg to zwigzki komutacyjne, jakich mozna by oczekiwaé¢ od operatora potoze-
nia. Pierwszy zwigzek nie koresponduje z analogicznym zwigzkiem nierelatywistycznym,
za$ wynik drugiego komutatora zalezy od punktu wzgledem ktorego liczony jest moment
pedu. Przyktad ten jest argumentem na to, ze nie nalezy wymagac, aby o.p. byl wielko-
Scig kowariantng. Mimo to operator Y* moze zostaé uzyty do wyrazenia kowariantnego
orbitalnego momentu pedu:

~ ~ A

AW(TO) = Yy(7_0>ﬁv - YV(TO)ﬁw (1.31)

gdzie 71y jest dowolnie wybranym czasem wtasnym. Natomiast kowariantny wewnetrzny
moment pedu rowny réznicy catkowitego i orbitalnego momentu pedu przy pomocy wzo-
row na generatory J,,, p, moze by¢ zapisany w postaci:

A

S = /[(% — YT, — (z, — Y,)T,,) * da”, (1.32)
Q

gdzie obszar jak i forma objetosci sa okreslone w ten sam sposob, co we wzorze np. na
generator p,. Powyzsze réwnanie jest podstawg prostej interpretacji tensora spinu, we-
dhug ktorej jest on momentem pedu obliczonym wzgledem kowariantnego spoczynkowego
srodka masy-energii.

Nastepnie PRYCE reparametryzuje operator }7“(7'), przechodzac od czasu wtasnego 7 do
czasu t w pewnym ustalonym uktadzie odniesienia. W teorii klasycznej, w ktorej Y#(7) opi-
suje prosta w czasoprzestrzeni taka reparametryzacja nie narusza wspoOlzmienniczosci.
Inaczej przedstawia sie sytuacja w wersji operatorowej, w ktorej reparametryzacja tamie
wspoOtzmienniczo$é o.p. lub innymi stowy prowadzi do nowego operatora. Mozna sie
o tym przekonaé przeprowadzajac petng konstrukcje. W pierwszym kroku nalezy zatozy¢,
ze czas wlasny jest hermitowskim operatorem 7, a nowy o.p. X" ma postac¢ operatora }7“,

1 Bardziej szczegétowo przypadek takich czastek bedzie dyskutowany dalej.



w ktorym czas wlasny i czteropredkosé sa uporzadkowane symetrycznie dla zapewnienia
hermitowskosci, czyli X#(7) = {7, a#}/2 + {J*, 4,}/2m. Nastepnie nalezy rozwia-
za¢ rOwnanie )A(O(f') = t ze wzgledu na czas wlasny. Ostatecznie poszukiwany operator
w funkcji czasu t (skalarnego) ma forme:

XM(t) = tpPH ™ 4+ {J"  p,}/2m> + {0, pp* H™ '} /2m>. (1.33)

Operatory Y“(T), X“(t) beda dalej nazywane o.p. FOKKERA odpowiednio pierwszego
i drugiego rodzaju. Warto podkresli¢, ze PRYCE w zasadzie nie wyodrebnil tego pierw-
szego operatora nie zdajac sobie do konca sprawy, ze operator X“(t) nie jest na poziomie
kwantowym kowariantny. Ten ostatni fakt ostatecznie potwierdzaja zwiazki komutacyjne.
Przyktadowo komutator rozwazanego o.p. z czteropedem nie jest wielko$cig kowariantna,
ale mimo to ma on satysfakcjonujaca postac:

[(X* ] =6k . [X,H]=ip/H. (1.34)
Jak mozna si¢ domysla¢, wspotrzedne FOKKERA nie komutuja:
X x X =i8/m?> lub  [X* XU =is"/m?, (1.35)

gdzie prawa strona wyrazona jest za pomocg spinu BORNA-INFELDA. Mimo braku komu-
tacji sktadowych operator FOKKERA drugiego rodzaju jest w niektorych podrecznikach
przedstawiany jako poprawny operator potozenia.

Operatory FOKKERA XiY traca sens dla czastek bezmasowych ze spinem. PRYCE
stwierdzil, ze w tym przypadku nie istnieje rOwniez operator Q o komutujacych sktado-
wych. Ciekawostka jest jednak fakt, ze jawne wzory na ten operator zaréwno w przypadku
fermionow jak i bozonow formalnie maja sens nawet dla m = 0 (patrz np. wzor (1.44)).
Pozorna sprzecznos$é tkwi w tym, ze tak naprawde przypadek czastek bezmasowych to
inna teoria (z inng liczba stopni swobody), wymagajaca osobnego rozpatrzenia. PRYCE
rozpatrzyl osobno przypadek fotonu i podal dla niego operator potozenia typu BORNA-

INFELDA: N o
. P PXT

=X — , 1.36

q TR (1.36)

gdzie 7¥ to pewne macierze spinu, a p = v/—/A. PRYCE nie podal osobnej analizy przy-

padku bezmasowych fermionéw. Jezeli jednak podstawimy m = 0 do wzoru na o.p.
fermionu, podanego przez PRYCE’A, to otrzymamy:
. p x S

q:x—l—pﬁz , (1.37)

gdzie S =& x &/4i jest zwyklym macierzowym operatorem spinu. W dalszej czesci tej
pracy okaze sie czy powyzszy operator uzyskany w uproszczony sposob jest wyliczony
prawidtowo.

Innym istotnym elementem pracy PRYCE’A 7z 1948 r. byto zastosowanie opisanych
definicji dla elektronu oraz dyskusja transformacji unitarnej pola DIRACA, po ktorej ope-
rator Q bedzie diagonalny. Jednak w czesci podsumowujacej prace PRYCE opowiada sie
za kowariantnym (jak mniemat) o.p. X(¢) i co za tym idzie fundamentalng nieoznaczo-
noscig potozenia czastek ze spinem rzedu komptonowskiej dtugosci fali. Oznacza to, ze
nie docenial on dostatecznie wagi wprowadzonego przez siebie operatora Q
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1.3 Osiggniecia Newtona i Wignera
oraz Foldy’ego i Wouthuysena

W 1949 roku prace na temat lokalizacji uktadéw elementarnych opublikowali T.D. NEW-
TON i E.P. WIGNER |21]|. Autorzy wychodzac z rozwazan natury teorio-grupowej doszli
do nastepujacej postaci o.p. w przedstawieniu pedowym dla czastki bezspinowej:

o o P
gdzie p, = —p*, a E = +/m?2 + p2, gdyz byla rozwazana jedynie dodatnia powltoka masy.
Taka posta¢ o.p. mozna rowniez tatwo uzyska¢ obliczajac hermitowska czesé zwyktego
0.p. —i0/0py, jesli skorzysta¢ z niezmienniczej miary objetosci w przestrzeni pedowe;j.
Ponadto bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze ten operator jest tozsamy ope-
ratorowi PRYCE’A'2, co zreszty zostalo zaznaczone w omawianej pracy. NEWTON i WI-
GNER podali rowniez ugolny wzor na operator potozenia dla czastek o dowolnym spinie
potéwkowym s:

2s
~ ~ E2s+1/2 ) E_1/2
k— ooy | EEPVE 9N BTV
Q _H{g(l_‘_’ya)} (E+m)s( Zapk>(E—|—m)S ) (139)

gdzie {4#} to 8s wuogolnionych macierzy DIRACA, natomiast II to operator rzutu na
przestrzen rozwigzan uogélnionego réwnania DIRACA'3:

2s
i1 = [] (32 + m)32/2E. (1.40)

a=1

Okazalo sie, 7e np. dla s = 1/2 wprowadzony o.p. jest znowu rownowazny (wedlug
autoroéw) operatorowi PRYCE’A, jezeli ograniczy¢ sie do stanéw o dodatniej energii.
NEWTON i WIGNER napotkali na spore trudnosci przy probie podania operatora potoze-
nia fotonu. Ponadto stwierdzili oni, ze jezeli jakas czgstka jest zlokalizowana w punkcie
czasoprzestrzennym w jednym uktadzie, to nie bedzie ona zlokalizowana w innym uktadzie
wspotrzednych.

Praca NEWTONA i WIGNERA byta podstawa dla wielu p6zniejszych matematycz-
nych prac o operatorze polozenia. 7Z wazniejszych nalezy wymieni¢ tu obszerny artu-
kul A.S. WIGHTMANA O lokalizacji uktadow kwantowomechanicznych |25| z 1962 roku.
Rowniez w latach szesédziesiatych nawigzywali do tej pracy G.W. MACKEY [20] oraz
M.J. LUNN [19]. Pewna teorie operatora potozenia czastek bezmasowych podali E. ANGE-
LOPOULOS, F. BAYEN i M. FLATO [1| w 1974 roku. Podstawa tych matematycznych prac
byto twierdzenie o nazwie imprimitivity theorem, ktorego najogoélniejsza wersja zostala
udowodniona przez MACKEY’A. Twierdzenie to dotyczy reprezentacji podgrup w prze-
strzeni HILBERTA, np. reprezentacji euklidesowej podgrupy grupy POINCAREGO. Wiecej
szczegOlow na temat tego twierdzenia i fizycznych zastosowan mozna znalezé w podrecz-
niku Asima O. BARUTA i Ryszarda RACzKI [4] do teorii grup (1977r.).

Bardziej intuicyjne fizycznie podejécie przedstawili Leslie L. FOLDY i Siegfried A. Wo-
UTHUYSEN [12] w 1950 roku. Ich praca byta bezposrednia kontynuacja rozwazanej przez

12Qperator PRYCE’A dla czastki bezspinowej jest réwnowazny o.p. BORNA-INFELDA.
Mowa 0 rownaniu BARGMANNA-WIGNERA §4p,¢p = ma.
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PRYCE’A transformacji unitarnej, ktora diagonalizuje operator Q W dodatku N6 trans-
formacja Foldy’ego-Wouthuysena zostata zdefiniowana przy pomocy specjalnego pchnie-
cia lorentzowskiego. Zadaniem tej transformacji jest odseparowanie od siebie rozwigzan
rownania DIRACA o dodatnich i ujemnych energiach. Transformacja ta ma posta¢:
7vaW = UFWQ/J, gdzie UFW = %, (141)
2E(m+ E)

przy czym gy jest przetransformowanym polem DIRACA, E = +y¢/m?2— A, a ﬁ jest
jednag z macierzy DIRACA. Roéwnanie DIRACA po tej transformacji przyjmuje bardziej
zblizong forme do réwnania SCHRODINGERA na funkcje falowa:

z@thW = B\/ m2 — AQ/JFW (142)

Autorzy zauwazyli, ze w nowej reprezentacji operator PRYCE’A jest zwyklym operatorem
mnozenia przez X, tzn. ze:

UQU™' =x (1.43)

Mimo iz cala uktadanka zaczeta tworzy¢ jedna catos¢ FOLDY i WOUTHUYSEN nazwali
operator Q mato odwaznie mean position, rezerwujac termin position dla operatora, ktory
w standardowej reprezentacji jest mnozeniem przez X. Mean position wyrazili w standar-
dowej reprezentacji w formie:

_ gy P Blaxa) xp-26(a-p)p (1.44)
2K AE2(E +m)

N

przy czym operator Q jest tu przedstawiony w obrazie SCHRODINGERA. W identycznej
formie operator potozenia elektronu zostat przedstawiony przez PRYCE'A w pracy z 1948 r.
[stotnym argumentem FOLDY’EGO i WOUTHUYSENA na rzecz mean position byla postac
predkosci. Wedlug starego operatora position operatorem predkosci bytaby a. Poniewaz
operator ten nie jest stala ruchu oraz jego kwadrat jest jedynka'?, to nie moze on by¢
sensownym operatorem predkosci. Natomiast pochodna czasowa mean position wyraza
sie takim samym réwnaniem co w relatywistycznej mechanice klasycznej!®:

dQ(t) .~ ~ . D
v =1i[Q, Hp] = b, (1.45)

Kwadrat takiej predkosci nie jest wiekszy od jedynki, czyli predkosci $wiatta.

1.4 Przeglad wybranych wspé6tczesnych prac
o lokalizacji czastek

O operatorach potozenia Henri BACRY napisal krotka ksiazke Localizability and Space
in Quantum Physics 2] wydana w 1988 roku. W tym samym roku autor ten opublikowal
prace The position operator revisited |3| nawiazujaca do jego ksiazki. BACRY reprezentuje
alternatywne podejécie starajac sie forsowaé¢ potozeniowe operatory a la SCHRODINGER

14 Oznaczatoby to, 7e elektron porusza sie z predkoscia §wiatta.
15Taky wlasnos$é majg réwniez o.p. R q.

12



czy BORN-INFELD. To podejécie zdaniem autora umozliwia definicje o.p. dla fotonow
i czastek ze skretnoscig. BACRY konkluduje dalej, ze ta cecha uniwersalnosci takich
0.p. jest argumentem na ich poprawno$¢. Ponadto, podobnie jak inni badacze, stara
sie On oprzeé¢ swoje propozycje na generatorach grupy POINCAREGO. Dla bezmasowych
fermionéw BACRY podaje nastepujacy o.p.:

ip _i6

R. - i

(1.46)

gdzie o' to macierze PAULIEGO. Jezeli uwzglednimy operator znaku w postaci & - p/p,
to mozna pokazaé, ze powyzszy o.p. ma taka sama postac¢ jak operator (1.37) wynika-
jacy z pracy PRYCE’A'. Dla fotonu BACRY proponuje przyjac tranwersalny o.p., tzn.
taki, ktory nie narusza warunku bezzrodtowosci wektorowej fukcji falowej. Taki operator
potozenia fotonu przybrat forme:

- p xS
R,—x+222 (1.47)
Y
gdzie (S¥)7% = —ig¥* to macierze spinu. Mimo, ze podany przez BACREGO operator

jest transwersalny, to nie jest on operatorem parzystym, gdyz brakuje w nim czlonu
—ip/2p? (patrz wzor (1.36)). Brak tego czlonu bylby uzasadniony w reprezentacji funkcji
falowej fotonu danej przez (1.49), ale BACRY pracowal w reprezentacji (1.48). Pod koniec
omawianej pracy autor podaje klase funkcji wtasnych zetowej sktadowej o.p. fotonu.

O operatorach potozenia napisano wiecej prac, z ktéorych najnowsze zostaly opu-
blikowane juz w XXI wieku. Niektore z nowszych prac dotycza dotychczas niedostatecznie
zbadanego aspektu lokalizacji czastek bezmasowych. Przykladem moga by¢ tutaj prace
Iwo BIALYNICKIEGO-BIRULI [5] i [6]. Pierwsza z nich byta opublikowana w 1993 roku i do-
tyczy funkcji falowej fotonu, w szczegdlnosci w reprezentacji potozeniowej. Jak wiadomo
funkcja taka wigze sie z potozeniows gestoscia prawdopodobienistwa, a zatem i z operato-
rem polozenia. Szerzej tego typu aspekty zwigzane z o.p. beda rozpatrywane w nastep-
nym rozdziale. Natomiast praca [6] z 1998 roku dotyczy wyktadniczej lokalizacji fotonow.
W pracy tej rozwazone sg stany fotonowe, opisane zespolonym wektorem HERTZA, kto-
rego zalezno$¢ od tzw. Swietlnych wspolrzednych ¢ + |x|, liczonych wzgledem $redniego
potozenia fotonu, ma charakter wyktadniczy. Omawiana praca, podobnie jak poprzed-
nia, czesciowo odnosi sie do znacznie starszej pracy L.D. LANDAU’A i Z. PEIERLSA [18]
z 1930 roku, w ktorej autorzy proponuja nielokalng funkcje falowa fotonu. Aby przed-
stawi¢ definicje tej funkcji wygodnie jest wprowadzi¢ zespolone natezenie RIEMANNA-
-SILBERSTEINA pola elektromagnetycznego:

1
F=—(E+:B), 1.48
(BB (1.48)
gdzie E to wektor natezenia pola elektrycznego, a B to wektor indukcji pola magne-
tycznego. Bardziej bezposrednio potrzebna jest nastepujaca zmodyfikowana postac tego
zespolonego pola:

P = = [B6) + B00) = [ e P (149

16Przy czym utozsamiamy macierze spinu, ktére w jednej teorii maja rozmiar 4x4, a w drugiej 2x2.
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W drugiej czesci tej pracy magisterskiej wielkosci powyzszego typu sa nazywane obiektami
heterowariantnymi'”. W teorii kwantowej polu F odpowiada operator j:, a funkcja falowa
LANDAU’A-PEIERLSA jest elementem macierzowym tego operatora policzonym na stanie
prozni i zadanym stanie jednofotonowym.

W 2001 roku szczegotowa prace [15] na temat operatora potozenia fotonu opublikowali
Margaret HAWTON i Wiliam E. BAYLIS. Punktem wyjscia w tej pracy jest operator
PRYCE’A zapisany w postaci:

Q=q+ & (1.50)
E(m+ E)

gdzie q to operator $§rodka energii BORNA-INFELDA, a $ to spoczynkowy spin PRYCE’A.
Wida¢, ze operator PRYCE’A w tej postaci bylby dobrze okreslony dla m = 0, gdyby
dobrze okreslony byl spin §. Wobec tego zamiast spinu $ (ktory dla fotonoéw nie ma sensu)
warto uzy¢ macierzowego operatora spinu dla czastek o spinie 1, znanego z mechaniki
kwantowej. Wtlasnie w ten sposob postapili HAWTON i BAYLIS. Okazalo sie jednak,
ze sktadowe tak otrzymanego operatora nie komutujag. Mimo to autorzy poszli dalej
modyfikujac nieco ten operator, otrzymujac na koricu operator o pozadanych zwigzkach
komutacyjnych, takich samych, jak dla wcze$niej rozpatrywanego operatora PRYCE’A Q
Publikacja |15| nie zawiera jednak zadnego dostatecznie jawnego wzoru wyrazajacego
proponowany operator, co znacznie utrudnia weryfikacje jednoznacznodci i niezaleznodci
od cechowania tego operatora.

Mimo tych wszystkich czastkowych sukceséw do dzi$ jedna z najbardziej podstawo-
wych wielkosci fizycznych (polozenie) nie posiada powszechnie przyjetego i dostatecznie
nieskomplikowanego opisu matematycznego w ramach relatywistycznej mechaniki kwan-
towej, nawet dla teorii bez oddzialywania.

1.5 Podsumowanie

W powyzszej analizie historycznej rozpatrzono pigé propozycji hermitowskich opera-
torow polozenia R, q(t), Q(t), X(t), Y*(7), przy czym operator PRYCE'A Q(t) wpro-
wadzany byt na co najmniej trzy sposoby. Historycznie pierwszym z wymienionych ope-
ratorow byl operator SCHRODINGERA f{, ktory okazal sie réwnowazny operatorowi q.
Heisenbergowski operator BORNA-INFELDA () jest operatorem $rodka energii w do-
stownym tego stowa znaczeniu. Jego atutem jest dobra okreslono$¢ dla czastek bezma-
sowych. Z kolei operatory FOKKERA Y“(T) i X(t) opisuja $rodek energii w ukladzie
spoczynkowym. Ten pierwszy operator jest kowariantny i stuzy do wyrazenia w zgrabnej
formie kowariantnego tensora orbitalnego momentu pedu. Jednak jako kwantowomechani-
czny operator polozenia zdecydowanie na pierwszy plan wysuwa sie réwnowaznie zdefi-
niowany przez PRYCE’A, NEWTONA i WIGNERA oraz FOLDY'EGO i WOUTHUYSENA
operator Q(t) Jego najwazniejsza wlasnoéciag jest przemienno$é sktadowych. Niestety,
zgodnie z PRYCEM, operator o tej wtasno$ci nie istnieje dla czastek bezmasowych ze spi-
nem. Niemniej jednak HAWTON i BAYLIS polemizujg z tg opinig na przyktadzie fotonu.

Warto podkresli¢, ze wiekszoé¢ rozwazanych o.p. byla zdefiniowana tylko za pomoca
hilbertowskiej reprezentacji generatorow grupy POINCAREGO tzn. pH i Jrv,

17Zalezne od wspoétrzednych przestrzennych obiekty heterowariantne maja zawsze (w przyjetych jed-
nostkach) wymiar m=3/2.
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Zagadnienie relatywistycznego operatora potozenia nie zostalo w pelni wyczerpane.
Przede wszystkim brakuje ujednolicenia i uproszczenia opisu matematycznego. Ponadto
nalezatoby okresli¢ (jesli istnieje) relatywistyczny prad gestosci prawdopodobienstwa po-
tozenia dla réznych czastek i zbada¢ jego wtasnosci. Rowniez operatory spinu, wyko-
rzystywane w definiowaniu operatorow potozenia, posiadaja wady np. niekowariatnosé.
Rozwazane obiekty spinowe maja zbyt klasyczny rodowdéd odwolujacy sie do klasycznie
rozumianego wlasnego momentu pedu. Nadanie im cech operatorowych niewiele tutaj
zmienia. Prawidlowe kwantowopolowe operatory spinu mozna uzyska¢ np. na podstawie
twierdzenia NOETHER, a wynik nie koniecznie bedzie si¢ pokrywal z rozwazanymi tutaj
operatorami.

Poza tym nie zostalo w petni przejrzyscie rozpatrzone zagadnienie jednoczastkowosci
0.p. w $cistym znaczeniu tego stowa, tzn. z rozréznieniem czastek i antyczastek. Zgodnie
z tym dla czastek natadowanych powinny istnie¢ dwa operatory potozenia, np. dla elektro-
now (pg > 0) i pozytonow (py < 0). Poza tym nalezaloby cala teori¢ opisa¢ konsekwentnie
w jezyku jednoczastkowych stanow skwantowanych pol.

Rowniez do korica nie jest jasne zagadnienie operatora potozenia czastek bezmasowych
ze spinem. W przypadku fotonu PRYCE, BACRY oraz HAWTON i BALIS podali nier6wno-
wazne operatory polozenia. Wobec tego pojawia sie pytanie dlaczego operator potozenia
nie jest zdefiniowany uniwersalnie, bez wyrézniania przypadku z zerowa masa.

Nalezy podkresli¢, ze cata niniejsza cze$¢ pracy dotyczy jedynie teorii bez oddzialy-
wania.
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Czesc 11

Operator potozenia 1 funkcje falowe
fokowskich stanow kwantowych pol
swobodnych
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Rozdzial 2

Kroétkie wprowadzenie

W niniejszej czesci pracy zostanie podana konstrukcja funkcji falowej w naturalne;!
reprezentacji potozeniowej w ramach formalizmu drugiej kwantyzacji. Wazng cechg takiej
funkcji falowej jest to, ze przy jej pomocy iloczyn skalarny dwoch stanéw jednoczastko-
wych wyraza sie w identyczny sposob jak w teorii nierelatywistycznej. Jezeli Wy (x) i Wa(x)
sa funkcjami falowymi pewnych dwoch jednoczastkowych stanow, to iloczyn skalarny tych
dwoch stanow moze by¢ zapisany w postaci:

(Uq|Wy) = /dgx Ul (x)Usy(x). (2.1)

Drugim warunkiem na reprezentacje potozeniowa i operator potozenia Q jest zadanie, aby
elementy macierzowe tego operatora wyrazaly sie nastepujaco:

memg:/d&Wﬁ@x%@y (2.2)

Powyzsza forma elementu macierzowego operatora potozenia z reguly okresla jego postaé
w reprezentacji potozeniowej, w ktorej powinien by¢ on operacja mnozenia przez x 2:

{Q}\I,\II(X) = xU(x), (2.3)

gdzie nawias klamrowy z indeksem dolnym okresla konkretng reprezentacje zawartego
w nim operatora. Wprowadzone trzy warunki sa jeszcze zbyt ogblne poniewaz dotycza one
dowolnego operatora wektorowego o widmie cigglym i komutujacych sktadowych. W celu
nadania operatorowi Q pozadanego charakteru nalezy dokonaé¢ utozsamienia zmiennych
x', wystepujacych we wzorach (2.1)-(2.3), ze wspolrzednymi przestrzennymi. Utozsamie-
nie to bedzie oczywiste, jezeli definicja funkcji falowej ¥(x) odnosi¢ sie bedzie do operatora
pola ¢(x).

Widaé¢ zatem, ze zagadnienie znalezienia operatora polozenia zostalo sprowadzone
do konstrukcji funkcji falowej w specjalnej reprezentacji polozeniowej, nazywanej w tej
pracy reprezentacja heterowariantng. To drugie zadanie bedzie dalej rozwigzane w oparciu
o polozeniowe operatory anihilacji ay i kreacji al czastki w punkcie x o ,unormowanym”
komutatorze:

[, 01, ] = 6@ (x — X'). (2.4)

x/

!Tzn. korespondujacej wraz z prawami transformacyjnymi z analogiczng funkcjg falowa w teorii nie-
relatywistycznej.
2Zagadnienie to komplikuje sie w przypadku, gdy na funkcje falowa narzucone sa pewne wiezy.

19



Definicja operatora a, musi opieraé¢ sie na operatorze pola.
W przypadku czastek z niezerowym spinem nalezy uwzgledni¢ spinowe stopnie swo-
body w ten sposob, aby heterowariantne operatory anihilacji i kreacji spetniaty zwigzek:

{x,, Gl o }s = 000 6®) (x — %), (2.5)

gdzie {, }s jest komutatorem dla bozonow, a antykomutorem dla fermionow, zas o i o’
indeksuja spinowe stopnie swobody. Okazuje sie, 7e zwiazki typu (2.5) sa silniejszym
warunkiem na reprezentacje heterowariantna, niz warunki postaci:

(| T,) = Z/d?’x Ui(x,0)Uy(x,0) , (U;|Q|T,) = Z/d& Ut (x, 0)xUy(x, 0),
0 0 (2.6)

gdzie ¥y 4(x,0) sa kilkukomponentowymi funkcjami falowymi stanow |¥; ), o liczbie
komponentéw rownym liczbie spinowych stopni swobody.

Przytoczone tutaj wzory sa identyczne jak w teorii nierelatywistycznej, ale relatywi-
styczny charakter teorii tkwi miedzy innymi w nietrywialnych prawach transformacyjnych
rozwazanych obiektow oraz w strukturze hamiltonianu.

W przypadku czastek o niezerowym spinie, zgdanie niezaleznosci konstrukeji operatora
potozenia od wyboru bazy spinowej wymaga ograniczenia sie do specjalnej klasy takich
baz. Zostang zatem wprowadzone tzw. cykliczne bazy spoczynkowe zdefiniowane przy
pomocy pchnie¢ Lorentza tzw. cyklicznych elementow bazy, w wyroznionym uktadzie
inercjalnym.

Szczegoly konstrukeji potozeniowych operatoréw kreacji i anihilacji oraz funkcji falo-
wej 1 operatora potozenia zostang doktadnie oméwione na przyktadzie rzeczywistego pola
skalarnego opisujacego neutralne czastki bezspinowe. Nastepnie zostanie wykonane, przy
uzyciu baz cyklicznych, analogiczne postepowanie dla czastek natadowanych oraz czastek
o spinach 1/2 (elektrony, pozytony) i 1 (czastki Proca). Okaze sie, ze wyniki tych kon-
strukeji mozna wyrazi¢ przy pomocy transformacji pol typu Foldy’ego-Wouthuysena lub
tzw. spoczynkowych wartosci pol.

Najwiekszych trudnosci przysporzy poszukiwanie operatora potozenia fotonu. Osta-
tecznie zostanie podana propozycja takiego operatora oparta na uogoélnionej transformacji
Foldy’ego-Wouthuysena blisko zwigzanej z cechowaniem Coulomba. Mimo tego propono-
wany operator nie zalezy od swobody cechowania stanéw, jaka wystepuje w przypadku
kwantowania pola elektromagnetycznego metoda Gupty-Bleulera.

Ponadto okazato sie, ze szczegbdlnej uwagi wymaga rowniez zagadnienie operatora po-
lozenia bezmasowego fermionu o ustalonej skretnosci. Zostalo ono opisane w ostatnim
uzupetniajacym rozdziale.

W opracowaniu niniejszej czesci pracy pomocne byly podreczniki [17], [14] 1 [8].
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Rozdziat 3

Rzeczywiste pole skalarne - neutralne
czastki bezspinowe

3.1 Kwantowanie kanoniczne i przestrzen Focka

Punktem wyjécia teorii hermitowskiego! pola skalarnego ¢ jest rownanie Kleina-Gordo-
na:

(O+m?)o(z) =0, (3.1)

gdzie m jest masa kwantow tego pola. Wygodnie jest dokonaé¢ fourierowskiego rozktadu
pola na fale ptaskie. Inwariantna wersja takiego rozktadu opisana w uwagach notacyjnych
N4 ma postac:

~ d3p 2 . 2 )
— . —ip-x _ _ p-xT 3‘2
a) = [ Glop)e " = d=p)e ™), (3.2
gdzie py = +/m?+p?, a ¢(p) to inwariantna trojwymiarowa transformata Fouriera

pola. Niech a(p) = ¢(p), wowcezas na podstawie hermitowskosci pola af(p) = —@(—p).
Ostatecznie rozktad pola przybiera forme:

o) - [ %m(pwm T at (). (3.3)

Na podstawie formalizmu kanonicznego klasycznego pola ¢ w wyniku zastgpienia na-
wiasow Poissona komutatorami podzielonymi przez jednostke urojona, tzn. {, }yp —
[, /i, uzyskuje sie rownoczasowe zwiazki komutacyjne:

[0(t,%), 01 (t, x)] = i6®) (x — /)
[B(t,x), 6(t, X)) = 0 (3.4)
016(t,%), 0,0(t,x')] =

Ze 7wigzkow tych wynikaja reguly komutacyjne operatoréw a(p), a'(p) na dodatniej
powltoce masy p? = m?, py > 0:

[a(p), at(p)] = (2m)*2ped® (p — P')
[a(p),a(p)] =0 (3.5)
[af(p),al(p')] = 0.

Klasycznej wielkosci rzeczywistej odpowiada operator hermitowski.
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Operatory? a(p), a'(p), nazywane dalej inwariantnymi operatorami anihilacji i kreacji
czgstki o czteropedzie p,, stuzg do konstrukeji hilbertowskiej przestrzeni stanéw H, zwanej
przestrzenig Focka. Podstawa calej konstrukcji jest stan prozni |0), zdefiniowany jako
wspolne jadro wszystkich operatoréow anihilacji, tzn:

Vp: a(p)|0) = 0. (3.6)

Okazuje sie, ze warunek ten definiuje cala jednowymiarowa podprzestrzen standéw prozni.
Ta niejednoznacznosé wyboru wektora prozni (co do zespolonego czynnika multiplikatyw-
nego) nie odgrywa istotnej roli, gdyz dotyczy ona wszystkich stanow fizycznych?®. Ze wzgle-
dow praktycznych jest stosowana normalizacja (0]0) = 1.

3.1.1 Reprezentacja inwariantna i heterowariantna
Przedstawienie pedowe

Jednoczastkowy stan |¥)(") uzyskuje sie wygtadzajac uogolniony wektor a'(p)|0) po-
przez scatkowanie go po pedach wraz z pewna niezerowa funkcja ®(p):

00 = [ L) alp)o) 37)
~J Copape P '
Uzycie w tym wzorze niezmienniczej miary zapewnia niezaleznoéé funkeji ®(p) od uktadu
odniesienia. Bedzie ona nazywana inwariantng funkcjg falowg®. Moima ja wyrazi¢ bez-
posrednio w postaci: )
®(p) = (0la(p)| L) = (0|4 (p)[ L)V (3.8)
Przy pomocy regul (3.5) tatwo znalez¢ postaé iloczynu skalarnego dwoch stanéow jedno-
czastkowych:
O u® = [ TP 05 3.9
W) = [ SR80, (39
Na podstawie tego wyrazenia mozna $cisle zdefiniowa¢ jednoczastkowa przestrzen Focka
HM w inwariantnej reprezentacji pedowej. Przestrzen ta jest zbiorem klas funkcji catko-
walnych w sensie Lebesgue’a 7z kwadratem modutu z waga (m? +p?)~1/2, ktore to funkcje
w obrebie danej klasy (stanowigcej element H(1)) ré7nia sie tylko na zbiorze miary zero.
W analogiczny sposob jak stany jednoczastkowe konstruuje sie przy pomocy operato-
row kreacji stany wieloczastkowe, np. dwuczastkowe stany sa postaci:

0@ = [ b [ G e 060, 310

27)32pg 27)32p),

przy czym ze wzgledu na przemienno$¢ operatoréw kreacji rozpatruje sie tylko syme-
tryczne dwuczastkowe funkcje falowe @@ (p,p') = @@ (P, p). Z tego powodu dwuczast-
kowa przestrzen Hilberta H® jest zsymetryzowanym produktem tensorowym dwoch
przestrzeni jednoczastkowych:

H® = HO{@} . HY. (3.11)

28cisle mowiac sa to operatory o wartosciach dystrybucyjnych.

3Problem ten nie wystepuje, gdy zamiast wektorow stanow (czystych) uzywa sie operatoréw rzutu na
jednowymiarowe podprzestrzenie zwane promieniami. Formalizm ten nie jest jednak tutaj stosowany.

*W przedstawieniu pedowym i obrazie Heisenberga.
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Zsymetryzowany produkt tensorowy jest przestrzenig rozpinana przez zsymetryzowane
iloczyny tensorowe postaci: |¥;) ® |Ws) + |VUs) @ |U;). Przestrzen ta wyposazona jest
w iloczyn skalarny indukowany z przestrzeni jednoczastkowe;j.

Analogicznie dowolna n—czastkowa przestrzen Hilberta jest zsymetryzowana potega ten-
sorowg przestrzeni jednoczastkowej z indukowanym iloczynem skalarnym. Suma prosta
jednowymiarowej podprzestrzeni prozni H) (rozpinanej przez jeden wyrdézniony stan
prozni |0)) i podprzestrzeni jedno- oraz wieloczastkowych stanowi pelna przestrzen Focka:

H=EEPH™. (3.12)
n=0

Dotychczas prezentowany formalizm mial catkowicie inwariantny charakter. Teraz
za$ zostang zdefiniowane operatory kreacji i anihilacji oraz funkcja falowa zalezna od
uktadu odniesienia. Zabieg ten uprosci nieco teorie w danym uktadzie odniesienia i odegra
szczegblne znaczenie w reprezentacji potozeniowe;j.

Biorac pod uwage pierwsze rownanie w (3.5) mozna tak przenormowac operatory anihilacji
i kreacji, aby komutowaty do delty Diraca. Takie operatory beda nazywane heterowar-
rantnymi operatorami anthilacji © kreacji 1 maja one postac:

. a(p) o al(p)
ap = , al = . 3.13
P /20 P 200 ( )
Latwo zauwazy¢, ze rzeczywiscie :
_ /
ap, af,) = 3 (B2 ) = 2m) @5 (p - p). (3.14)
T

Mozna teraz zdefiniowaé jednoczastkowa heterowariantng funkcje falowq \if(p) jako funk-
cje wagowa wystepujaca w wyrazeniu na wektor stanu W) przy heterowariantnym (tym
razem) operatorze kreacji dzialajacym na proznie, tzn.:

= [ SEa) i), (3.15)

Zatem bezposredni wzor na taka funkcje falows ma postac:
U(p) = (0]ap|¥)™ (3.16)
Wynika stad zwigzek funkcji heterowariantnej z inwariantna:

5 ®(p)

U(p) e (3.17)
Warto zauwazyé, ze rozwazane dwie wersje (heterowariantna i inwariantna), wlasciwie
tych samych obiektow (funkeji falowej oraz operatoréw anihilacji i kreacji), roznia sie wy-
miarem. Okazuje sie, ze obiekty w wersji heterowariantnej maja identyczne wymiary jak
w teorii nierelatywistycznej. Zatem to heterowariantna funkcja falowa moze korespondo-
wal z nierelatywistyczng funkcja falowa. 7 drugiej strony mozna by uzgodnié¢ wymiary
obiektéw obu wersji przez przemnozenie obiektéw inwariantnych przez pierwiastek z masy.
Postepowanie to bytoby jednak nienaturalne i nieuniwersalne, poniewaz nie miatoby ono
sensu dla czastek bezmasowych.
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Obiekty heterowariantne transformuja sie przy zmianie uktadu odniesienia jak wielko§¢

pgl/Q. Regute transformacyjna tych obiektéw mozna zapisaé¢ nastepujaco:

iy= Py orar W)=, [ U(p), (3.18)
Po Do

gdzie wielko$ci primowane dotyczag ukladu primowanego, ktory wzgledem pierwotnego
uktadu nieprimowanego posiada czteropredkosé (U*) = (Uy, U). Stojaca po prawej stronie
tych rownan wielko$¢ primowana pj mozna wyrazi¢, przy pomocy transformacji Lorentza,
przez nieprimowane sktadowe czteropedu pj = poUy — p - U lub odwrotnie np.:

. poUo+p -U -/, p-U
J’ ’:,/—\If( U U). 3.19
(p') o P’ + o +1+U0 (3.19)

Przedstawienie polozeniowe

Rowniez w reprezentacji polozeniowej beda wprowadzone inwariantne i heterowa-
riantne operatory anihilacji i kreacji oraz inwariantne i heterowariantne funkcje falowe.
Na podstawie rownania (3.3) wida¢, ze skwantowane pole skalarne ¢(x) dzieli sie na czes¢
anihilujaca i kreujacg. Pierwsza z nich oscyluje w czasie z dodatnia, a druga z ujemng

czestosciag, co uzasadnia oznaczenia:

2 _ d3p ~ —ip-x f _ dgp At ip-x 3.90
P+ (@) = /ma(p)e , ¢ (@) = / ma (p)e™™. (3.20)
Te operatory beda nazywane inwariantnymi potozeniowymsi operatorams anihilacjii kreacji
czastki w punkcie . Jak mozna bylo przypuszczac sa one niezmienniczg odwrotng trans-
formata Fouriera inwariantnych pedowych operatoréw anihilacji i kreacji. Warto zwrocié
uwage, ze operatory <;3(+)(x), qg(_)(x) zadane sg w obrazie Heisenberga, gdy tymczasem
operatory a(p), a'(p) sa schrodingerowskie. Komutator inwariantnego polozeniowego
operatora anihilacji i operatora kreacji jest funkcjag Wightmana o dodatnich czestosciach:

d’p

m 6—ip~(x—:c’) = ZA(_H (ZL' — l’l). (321)

(D) (), oy (2)] = /

Jezeli inwariantna funkcja falowa w reprezentacji potozeniowej zostanie wprowadzona jako
niezmiennicza odwrotna transformacja Fouriera funkcji ®(p) (po > 0), tzn.:

() — / (2%73"2%@@) e () = /Q wdat €7 (p, +i0,)0(x),  (3.22)

to wowczas jednoczastkowy stan w obrazie Heisenberga mozna wyrazi¢ w postaci:
1 A
0 = _/ vt B(2) D ,d)(2)]0), (3.23)
Q

— — —
gdzie 0, = 0, — 0,. Ostatnie rownanie moze by¢ takze traktowane jako zwigzek
definiujacy funkcje ®(x), ktora mozna rowniez wyrazi¢ bezposrednio:

() = (0l () W)Y = (0]g ()| )1V (3.24)
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Inwariantna funkcja falowa ma charakter funkcji falowej w obrazie Schréodingera, mimo ze
wektor stanu rozwazany jest w obrazie Heisenberga. Taki mieszany wybor obrazow jest
wygodny w reprezentacji potozeniowej teorii relatywistycznej, gdyz a prior: nie wyrdznia
zadnego uktadu odniesienia. 7 réownania (3.22) wynika, ze rozwazana funkcja, oprocz
zwyklego rownania Kleina-Gordona, spelnia w kazdym uktadzie inercjalnym nastepujace
roOwnanie:

10, ®(z) = v/m? — AD(x). (3.25)

Wystepowanie tylko dodatnich czestosci w inwariantnej funkcji falowej ® odroznia ja od
pola skalarnego ¢, nawet gdy jest ono traktowane klasycznie. Ponadto brak ujemnych
czestosci zapewnia dodatnio$¢ normy wynikajacej z iloczynu skalarnego w reprezentacji
polozeniowej:

W (@, |w,) D = / sdz” O (z) z'?u%(x). (3.26)
Q

Mozna réwniez zdefiniowaé inwariantne funkcje falowe dla stanow wieloczgstkowych, np.
dla dwuczastkowego stanu |¥)®):

@ (z,2) = %<0|¢3(+)($)¢3(+) (a') W), (3.27)

Przy pomocy takiej funkcji falowej mozna odtworzyé stan za pomocy formuty:

7)) — % / sdat / kdz” O (2,2')i'D 400, Gy ()b (@)]0), (3.28)
. JQ /

gdzie catki wyliczane sg po dowolnie obranych nieograniczonych tréjwymiarowych hiper-
powierzchniach przestrzennopodobnych € i .
Pora teraz zdefiniowaé heterowariantny® potozeniowy operator anihilacyi:

3 ~
iy = / (;ZTP;?’ ape” " =/ 2v/m? — N o) (2), (3.29)

oraz heterowariantny operator kreacji:
Al &p i ipa /3 A G
a, = W ape = 2/ m2 — A ¢(+) (J}') (330)

Powyzsze operatory (podobnie jak QAS(i)) zdefiniowane sg w obrazie Heisenberga, co uprasz-
cza ich reguty transformacyjne. Na podstawie (3.14) tatwo przekonaé sie, ze rownoczasowy
zwigzek komutacyjny tych operatoréw ma postac:

[t e, @] o] = 0 (3¢ = '), (3.31)

Heterowariantne potozeniowe operatory anihilacji i kreacji sg zdefiniowane wtasnie w taki
sposob, aby spetnialy ten zwiazek komutacyjny.
Mozna teraz w catkowitej analogii do reprezentacji pedowej zdefiniowaé heterowariantng

5Operator @, ma w pewnym sensie odwrotne reguly transformacyjne do analogicznego operatora
w reprezentacji pedowej, gdyz w definicji @, czynnik v/2pg stoi w liczniku, a nie w mianowniku. Mimo
to w obu przypadkach uzywany bedzie termin obiekt heterowariantny, by niepotrzebnie nie komplikowaé
terminologii.
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funkcje falowg V(t,x) w reprezentacji potoieniowej dla jednoczastkowego stanu |[¥)M)
warunkiem:

0 = [ (e x)al, o), (3.32)

przy czym réwnanie to ma by¢ spelione dla dowolnego czasu t. Bardziej bezposrednia
formutla na funkcje W(¢,x) jest postaci:

U(t,x) = (0] T)O. (3.33)

Mozna jeszcze wyrazi¢ heterowariantng polozeniows funkcje falows za pomoca funkcji
inwariantnej albo funkcji heterowariantnej w reprezentacji pedowe;j:

U(t,x) = \/2/m? — & ®(z) = / (;lﬁr;gil(p) e~ (3.34)

Ostatnie wyrazenie jest, pomijajac zalezno$¢ czasowa, zwykla trojwymiarowa transfor-
mata Fouriera znang z nierelatywistycznej mechaniki kwantowej. Podobnie jak w repre-
zentacji pedowej rowniez w reprezentacji polozeniowej funkcje: inwariantna oraz hetero-
wariantna r6znig sie wymiarem i chociazby dlatego z tych dwoch funkeji tylko ta druga
ma szanse korespondowaé z nierelatywistyczng funkcja falowa. Warto doda¢, ze obydwie
funkcje spelniaja takie samo rownanie falowe (3.25).

Oczywiscie heterowariantne potozeniowe funkcje falowe mozna zdefiniowaé rowniez dla
stanow wieloczagstkowych, np. dla stanu dwuczastkowego:

1
T (¢, x, ', %) = —=(0]ay x5 |T)P. (3.35)

V2!

Rownoczasowa (t = t') funkcja falowa tego typu powinna korespondowaé z analogiczng
nierelatywistyczna funkcjg falowa.

3.2 Operator polozenia w reprezentacji
heterowariantnej i inwariantnej

Kluczowa wlasnoscia heterowariantnej funkcji falowej W(¢,x) w reprezentacji po-
lozeniowej jest wynikajaca z (3.31) i (3.32) forma iloczynu skalarnego dwoch stanow
jednoczastkowych |W )M | W,)M:

W (@, | W) = / d3x W (t, X)Wy (t, x), (3.36)

przy czym iloczyn skalarny oczywiscie nie zalezy od t. Powyzsza postaé iloczynu ska-
larnego jest identyczna jak w teorii nierelatywistycznej. Rowniez identyczna jest prze-
strzen dopuszczalnych funkeji W(0,x), stanowiaca jednoczastkowa przestrzen Hilberta
w heterowariantnej reprezentacji polozeniowej. Fakt ten wynika pos$rednio z definicji

przestrzeni Hilberta w inwariantnej reprezentacji pedowej (®(p)), podanej wezesniej. De-
finicja ta w prosty sposob przenosi sie na pedowa reprezentacje heterowariantna (U(p)).
Woéwcezas funkcyjna przestrzen Hilberta jest zbiorem klas funkeji catkowalnych w sensie
Lesbegue’a z kwadratem modutu, ktore to funkcje w obrebie danej klasy réznia sie tylko

na zbiorze miary zero. Identyczna definicja obowigzuje w reprezentacji pedowej teorii
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nierelatywistycznej. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze dla ¢ = 0 zwiazek miedzy pedowa
i polozeniowa reprezentacja heterowariantng jest taki sam jak w teorii nierelatywistycz-
nej, co koniczy dowod. Roznice teorii relatywistycznej i nierelatywistycznej w reprezentacji
U(t,x) tkwia tylko: w innej ewolucji czasowej (inne hamiltoniany) tych funkcji oraz innych
regutach transformacyjnych. Roznice te nie ograniczaja dowodu rozwazanego faktu, gdyz
ewolucja czasowa jest unitarna, a kazdy obserwator inercjalny jest jest rGwnouprawniony
do opisu zjawisk fizycznych.

Na mocy daleko posunietej analogii z teoria nierelatywistyczng mozna podaé¢ postac
operatora potozenia bez podawania odrebnych dowodow. W tym celu nalezy uswiadomi¢
sobie, ze zmienne ¢, x wystepujace w wielko$ciach polowych lub w réznych funkcjach
falowych sg zawsze wspotrzednymi czasoprzestrzennymi. Nic wiec nie stoi na przeszkodzie,
aby uzna¢ x wystepujacy w heterowariantnej funkcji falowej za wartosci wlasne operatora
polozenia Q Zatem zgodnie z analogia do teorii nierelatywistycznej niezalezny od czasu
operator potozenia (w obrazie Schrodingera) ma w reprezentacji heterowariantnej postac:

{Qlv =x. (3.37)

Uogolniona funkcja wtasna tego operatora o wartosci wtasnej q opisujaca czastke zlokali-
zowang w punkcie q jest delta Diraca:

Ty (x) = 0¥ (x — q). (3.38)

Wykorzystujac znang regularyzacje delty Diraca bedaca transformata Fouriera statej oraz
rownanie falowe typu (3.25) mozna otrzymac ewolucje czasowa tej funkeji falowej:

d3p —ip(x—
Uy qlt,x) = / @y © P9 = —20,A ¢4y (7 — q), (3.39)

gdzie qq jest czasem, w ktorym czastka byta zlokalizowana w punkcie q, a A jest funkcja
Wightmana. Formula (3.32) pozwala wyrazi¢ uogolniony stan wlasny operatora potozenia
w bardziej abstrakcyjnej formie reprezentacji drugiej kwantyzacji:

|Qan> = CAlgo,q|0>‘ (340)

Ze wzgledu na heterowariantny charakter wystepujacego tu operatora kreacji potozeniowy
uogolniony stan wlasny odnosi sie do konkretnego uktadu odniesienia. Powyzsza postac
stanu wlasnego operatora polozenia mozna byto odgadnaé¢ od razu wychodzac z definicji
heterowariantnej funkcji falowej:

U(t,x) = (0]ag.|P) = (¢, x|T). (3.41)

W uktadzie, w ktorym czastka jest zlokalizowana w ¢ inwariantna funkcja falowa stanu
|t,q) przyjmuje postac:

D, () = / (275271)\/% e~ P@=a), (3.42)

Identyczna funkcje falowa rozwazali w swojej pracy Newton i Wigner, ktorzy sprowadzili

jej catkowa forme dla chwili ¢ =01 ¢ = 0 do postaci:

@0(0, %) = Clm/r)" Hy)

5/2(1mr), (3.43)
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gdzier = |x[, a Hé}zl jest funkcja Hankla pierwszego rodzaju z indeksem 5/4. W dowolnym
ukladzie inercjalnym funkcja ®,(x) przyjmuje oczywiscie takie same wartosci (z definicji
inwariantnosci), ale formula (3.42) wyrazona we wspotrzednych nowego ukladu nie be-
dzie poprawna. Jezeli czteropredkosé¢ wyroznionego uktadu wynosi U* to tatwo wyrazi¢

funkcje ®,(z) za pomoca jawnie kowariantnej formuty:

d’p ,
O, (2)= | ——=— \/2p,Ure?=9) 3.44
@) = [ G v/, (3.44)
Z rownania tego wynika, ze inwariantna funkcja falowa w reprezentacji pedowej ma pro-
sta postac <I>q(p) = \/QpMU”eip'q. Dzieki niej stan wtasny zlokalizowany w zdarzeniu
czasoprzestrzennym x w uktadzie poruszajacym sie z czteropredkoscia U mozna wyrazié¢
w jawnie kowariantnej postaci:

d*p ,
o, U) = | ———— \/2p, Ure®%a"(p)|0). 3.45
0.0) = [ it VERTPE )]0 (3.45)
Powyzszy wzor oraz uzycie czteropredkosci uktadu odniesienia pozwala wyrazi¢ heterowar-

iantne operatory kreacji dl’x w dowolnym uktadzie odniesienia w formie:

3
dLU = /(2;:)731;])0 V/2p, Ure*al (p). (3.46)
Dzieki wprowadzeniu zaleznosci od U dotychczas heterowariantne operatory kreacji na-
bieraja inwariantnego charakteru jako funkcje x i U.

Nalezy podkresli¢, ze uogolniony stan |z, U) jest zlokalizowany w z z zerowa dysper-
sja tylko w uktadach inercjalnych o czteropredkosci U. We wszystkich innych uktadach,
a takze w innych niz x,U* chwilach czasu w uktadach o czteropredkosci U Srednia war-
to$¢ polozenia i tym bardziej jego dyspersja nie sa dobrze okreslone (nie majg sensu).
Rowniez sredni ped w stanach zlokalizowanych wyraza sie catka rozbiezna. Te wlasnosci
standéw uogo6lnionych nie sg niczym nowym i wystepuja rOwniez w teorii nierelatywistycz-
nej. Jest jednak jedna réznica. W wersji nierelatywistycznej stan zlokalizowany w pewnej
chwili w jednym uktadzie odniesienia jest réwniez zlokalizowany w tej samej chwili w in-
nych uktadach inercjalnych. Jest to mozliwe, gdyz w nierelatywistycznej czasoprzestrzeni
zwane] czasoprzestrzenia Galileusza istnieje pojecie bezwzglednej rownoczesnosci. Takie
pojecie nie istnieje w teorii wzglednosci.

Warto w tym miejscu przeanalizowa¢ uogoélniony stan, ktory, jak mogloby sie wydawac,
powinien opisywa¢ inwariantnie zlokalizowana w z czastke:

[7) = b ()]0). (3.47)

Przy pomocy tego stanu latwo wyrazi¢ inwariantng polozeniows funkcje falowa stanu
jednoczastkowego jako:

O(x) = (i’|\If>(l). (3.48)
Wprowadzony stan |Z) posiada nastepujaca inwariantna pedowa funkcje falowa:
. (p) = (0la(p)|z) = ™. (3.49)
Funkcja ta spetlnia rownanie wtasne postaci:
Jd p . .
i D) e = e 3.50
< op o ( )
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Znajdujacy sie tu operator nie jest hermitowski z powodu wagi (2pg) ™! wystepujacej w ilo-
czynie skalarnym. W konsekwencji nie istnieje hermitowski operator trojwektorowy ani
czterowektorowy, dla ktorego stany |Z) sa stanami wlasnymi o wartosciach wlasnych odpo-
wiednio: x i x. Okazuje sie, ze hermitowska czes$¢ operatora wystepujacego w powyzszym
rownaniu wlasnym jest operatorem potlozenia Q w pedowe] reprezentacji inwariantnej
w obrazie Schrodingera t = 0:

A . d . p
{Q}¢—zap Z2pg. (3.51)
W ten sposob rowniez rozwazania nad stanem |z) doprowadzily do prawidlowego opera-
tora potozenia. Mimo to w uog6lnionym stanie |Z) $rednie wartosci potozenia i pedu
wyrazaja sie calkami rozbieznymi. Oznacza to, ze operator kreacji QAS(_)(:E) nie kreuje
wcale czastki zlokalizowanej w punkcie z.
Na podstawie rownania (3.51) tatwo wykazac, ze w pedowej reprezentacji heterowa-
riantnej operator potozenia ma posta¢ analogiczng do teorii nierelatywistycznej:

A 1A 0
{Q}s = \/T%{Q}g,\/% =g (3.52)

W tej reprezentacji najprosciej znalezé zwigzki komutacyjne potozenia i czteropedu w pod-
przestrzeni jednoczastkowej:

(@ Q=0 ; [@p]=di" ; [QH]=ip/H; (3.53)
gdzie H = py jest jednoczastkowym hamiltonianem. Komutatory te potwierdzaja tylko
preferowane w pierwszym rozdziale relacje komutacji dla pedu i potozenia.

Na zakonczenie tego paragrafu pora wyrazi¢ operator potozenia w abstrakcyjnej repre-
zentacji drugiej kwantyzacji:

Q) = / 0% x 1[0 (0ldon, (3.54)

przy czym wystepujacy wewnatrz wzoru operator rzutu na proéznie mozna opuscic, je-
zeli rozwazana jest tylko przestrzen jednoczastkowa. Powyzsze réwnanie napisane jest
w obrazie Heisenberga. Jego poprawno$¢ mozna sprawdzi¢ dziatajac operatorem Q(t) na
stan wlasny |t,x) = d;x\O), co po skorzystaniu z regul komutacji dla heterowariantnych
operatoréw anihilacji i kreacji prowadzi do:

Q(t) |t,x) = x |t, x). (3.55)

W nastepnym paragrafie operator polozenia zostanie przedstawiony w réwnowaznej po-
staci bez odwotywania sie do obiektéw heterowariantnych. Umozliwi to uogélnienie ope-
ratora polozenia na szeroka klase krzywoliniowych uktadéw wspotrzednych w czasoprze-
strzeni.

3.3 Zagadnienie gestosci czteropradu
prawdopodobienstwa polozenia czastki

Gestosé prawdopodobienistwa polozenia czastki w dowolnym stanie jednoczastkowym
| W) 1) w wybranym uktadzie odniesienia mo7na skonstruowaé przy pomocy heterowariant-
nej funkcji falowej analogicznie jak w teorii nierelatywistyczne;j:

ot x) = W (t, X)W (t,x) = O (W]al [0)(0]y¥)D. (3.56)
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Wobec powyzszej formy rownania na o wygodnie jest wprowadzi¢ operator polozeniowej
gestosci prawdopodobienstwa:

3(t,%) = @] ]0)(0ltgx. (3.57)

Niestety operator ten nie jest zerowa sktadowa zadnego czterowektora. Mozna to wykazac
uzywajac operatorow kreacji i anihilacji czastki w punkcie, zaleznych od czteropredkosci
uktadu odniesienia, zdefiniowanych wzorami (3.46). Przy ich pomocy operator ¢ wyraza
sie w postaci:

d3p d3 !
) = v i(p—p’)
b.0) = [ i [ e VIR ) e (3.59)

gdzie |p) to stan wlasny czteropedu réwny a'(p)|0). Gdyby z powyzszego wzoru mozna
byto wylaczyé czteropredkosé tak, aby o = j’uU“, to wowczas ju byltby kowariantnym
czteropradem gestosci prawdopodobienstwa. Niestety taki zabieg nie jest mozliwy, o czym
przekonuje wyeliminowanie najrozsadniejszego przypadku mozliwosci zachodzenia takiego
rozkltadu. Warto mianowicie sprawdzi¢, czy zamiana wyrazenia \/QpMU“ \/QpLUV W po-
wyzszej catce na p,U* —i—pLU“ nie zmieni jej wartosci. Oznaczaloby to mozliwosé zapi-

~ > ~
sania ¢ w postaci ¢(x)|0)i 0, (0|¢(z). Zamiana taka nie jest jednak dopuszczalna, gdyz
rozpatrywana calka z wyrazenia:

puU" + U = \/2p,Ur/2p, U7 = (\/p,Ur = \/p,U")?, (3.59)

policzona w x = 0 dla stanu o rzeczywistej dodatniej inwariantnej funkcji falowej é(p) jest
wieksza od zera:

/ (2j;?gp0 / (2765?))52/%(\/ 2p,U" — /29, U0 (p)2(p) > 0. (3.60)

Oznacza to, ze ¢ zalezy nieliniowo od czteropredkosci uktadu odniesienia, w przeciwien-
stwie do zerowej sktadowej dowolnego ro6znego od zera czterowektora. Mimo to 0 jest
dodatnio okreslonym operatorem unormowanym do jedynki:

/d3X o(t,x) = /dgx It,x)(t, x| =10, (3.61)

gdzie 1M to jednoczastkowy operator identycznosci. Powyzszy fakt jest tak zwanym
rozktadem jedynki i jest on tozsamy z wersja nierelatywistyczng. Wobec warunku norma-
lizacji prawdopodobienstwa w kazdej chwili czasu mozna méwic o jego zachowaniu, a wiec
i o rébwnaniu cigglosci gestosci prawdopodobienstwa:

&0 = —div J, (3.62)

gdzie T jest trojpradem gestosci prawdopodobienstwa. Wektor ten mozna zadaé jako
rozwigzanie powyzszego rownania rozniczkowego, wowczas:

- 1 x —x
t,x)=—— | &% Op(t, x)——— 3.63
Tx) =~ [ X 002 (3.63)
lub wykorzystujac fakt, ze e”®* = div(ip e "P*/p?) mozna go wyrazi¢ w zmiennych

pedowych w postaci:

PP d0)e (3.64)

J(t, X) = / 27'(' m 27’(’ \/E(Po - pO) (p p/>
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Gestosé trojpradu T zalezy nieliniowo od czteropredkosci U w stopniu bardziej ztozo-
nym niz nieliniowa zalezno$¢ przestrzennej czesci dowolnego niezerowego czterowektora
od czteropredkoéci uktadu odniesienia. Gesto$¢ prawdopodobienistwa wraz z jej trojpra-
dem tworza razem kwaziczterowektor czteropradu J#(x,U) bedacy funkcja zmiennych
czasoprzestrzennych oraz czteropredkosci uktadu odniesienia.

Mimo, ze czteroprad gestos$ci prawdopodobienstwa odpowiadajacy operatorowi potozenia
Q nie jest kowariantny to w teorii operatora potozenia wystepuje rowniez kowariantna
gestos¢é pewnego abstrakcyjnego czteropradu postaci:

Jul®) = 3(2)[0)i 8, (01d(x) = [2)i D, (&, (3.65)

Wezedniej byta juz rozwazona zerowa sktadowa takiego czterowektora, gdzie byto wykaza-
ne, ze nie jest ona rowna ¢. Trudno kategorycznie rozstrzygnaé czy ta zerowa sktadowa jest
dodatnio okreslonym operatorem czy nie (prawdopodobnie nie jest). Operator kowarian-
tnej gestosci czteropradu j’“ spetlnia rownanie cigglodci:

dugt(x) =0, (3.66)

na mocy rownania Kleina-Gordona spetnianego przez pole QE(ZL’) Ponadto opisuje on
rozktad pewnego unormowanego tadunku, gdyz:

/ rdat G(z) = 10, (3.67)
Q

gdzie §2 to dowolna trojwymiarowa hiperpowierzchnia przestrzennopodobna. Niezaleznosé
catki od tej hiperpowierzchni wynika z rownania ciggtosci, natomiast jej jednostkowa
wartosc¢ jest konsekwencja nastepujacego faktu:

Fakt 1 Gestosci o = Jo oraz j’o opisujg rozktady tadunkow o tej samej (jednostkowej)
wartosct, tan.:

/ B*xJo(t,x) = / d*xJ0(t, x). (3.68)

Dowéd: Lewa strona rownania rozpisana w zmiennych pedowych wyraza sie nastepujaco:

d3 / ,
/d3 / 2m 32po/ 2m)32p}, v/ 2po20lp) (¢l (3.69)

natomiast prawa:

d*p’ ) i
/ o / o 32po/ Gy P+ POIP) (e (3.70)
0

Zamieniajac kolejnos¢ calkowania (przy zalozeniu, ze mozna tutaj tak postapi¢)®, po
wykonaniu catki po x zgodnie z wzorem:

d3x =) _ 5(3)
[ G e = 6 ), (3.71)

6Zamiana kolejnosci catkowania jest tu mozliwa na mocy twierdzenia Fubiniego-Lebesgue’a, ktore
zaklada tylko istnienie jednej z calek iterowanych. Aby moc zastosowac tutaj powyzsze twiedzenie na-
lezy najpierw obliczyé¢ elementy macierzowe operatoréw, co sprowadza zagadnienie do catek z funkcji
mierzalnych w sensie Lebesgue’a.
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obydwie strony (L i P) przybiora identyczna postac. m

Na podstawie powyzszego faktu mozna przypuszczac, ze operatory gestosci cztero-
pradow ju(x) i ju(a:, U), lokalnie rézne w kazdym uktadzie odniesienia, wycatkowane po
obszarach makroskopowych powinny przyjmowac zblizone wartosci. Ponadto kowariantny
operator ju moze by¢ uzyty do wyrazenia operatora polozenia w zadanym uktadzie wspot-
rzednych:

Fakt 2
Q(t) = /d3x x Jo(t, x) = /d3x X Jo(t, x). (3.72)

Dow6d: Wykazanie powyzszego faktu przebiega analogicznie do dowodu faktu 1, z wy-
korzystaniem rozpisanej tam lewej (3.69) i prawej (3.71) strony. Lewa i prawa strona
roOwnania obecnie dowodzonego faktu rozni sie od tamtych tylko wystepowaniem czynnika
x w catkach. Z tego powodu potrzebny bedzie wzor:

d3 . , . , 8
/ (27:;3 < )T — _@'eupo_pO)ta_p/(;(s)(p —p). (3.73)

Przy jego pomocy mozna najpierw obliczy¢ catke po x. Obliczenie nastepnej catki, tym
razem po p’, bedzie wymagalo rézniczkowania po tej zmiennej. Mozna ograniczy¢ sie
do rézniczkowania czynnikoéw, ktore sa rozne dla obu stron dowodzonej réwnosci. W ten
sposOb lewa strona zawiera nastepujacy zrozniczkowany czynnik:

0 - P
g VR

’:p pO

za$ prawa strona czynnik:
_P

Po
Rownosé powyzszych czynnikow oznacza identyczno$é wyrazen catkowych prawej i lewej
strony dowodzonego rownania. m

Fakt ten pokazuje, ze tadunki’ zadane gestogciami ju i j;u oprocz tego, ze maja taka

samg wartos¢, rOwniez posiadaja taki sam moment rozktadu w kazdym uktadzie iner-
cjalnym. Momenty kwadrupolowe tych dwoch rozktadow juz sie jednak nie pokrywaja.
Ponadto fakt 2 uswiadamia ponad wszelka watpliwosé koniecznosé niekowariantnego cha-
rakteru operatora potozenia.

9 /
8—13/ [pO + p(]] p'=p

3.4 Uogollnienia operatora polozenia

3.4.1 Operator potozenia we wspoélrzednych krzywoliniowych

Mozna teraz przystapi¢ do uogoélniania definicji operatora potozenia opartego na kowar-
iantnej gestoSci abstrakcyjnego czteropradu j,. W pierwszym kroku warto zapisa¢ opera-
tor polozenia w jawnej zaleznosci od ukladu odniesienia, tzn. od czteropredkosci U, tego

"Nie chodzi oczywiscie o tadunki elektryczne, ale o prawdopodobienstwo opisywane przez ju oraz
pewien abstrakcyjny tadunek opisywany przez j,.
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uktadu oraz od czasu wilasnego tego uktadu réwnego 7 = z,U"”. Postac ta jest prostym
uogoélnieniem faktu 2:

0" (7, U) = / daa H()[0)i3, {01d(x)]. (3.74)

przy czym wystepujacy tu operator rozniczkowania dziata tylko w obrebie nawiasu kwa-
dratowego dzieki czemu @0 = 7. Powyzsza formuta na operator polozenia jest juz dosé
ogolna, gdyz nie wyr6znia zadnej reprezentacji przestrzeni Focka oraz wykorzystuje tylko
podstawowe wielkoSci kowariantne. Formute te mozna jeszcze uogoélni¢ na pewna klase
krzywoliniowych wspotrzednych czasoprzestrzeni. Niech {q“}izo oznaczaja krzywolinio-
we wspoOlrzedne okreSlone na catej czasoprzestrzeni takie, ze réwnanie gy = const za-
daje nieograniczong hiperpowierzchnie przestrzennopodobna €2,,. Hiperpowierzchnia ta
parametryzowana jest trzema pozostatymi wspohrzednymi {¢*}2_,. W kwantowym opisie
czastek wspotrzednym tym powinny odpowiadaé operatory hermitowskie. W wyniku pro-
stego uogodlnienia wzoru (3.74) mozna zaproponowaé nastepujaca postaé tych operatorow
wspOtrzednych:

(o) = / e 60070 0160 (3.75)

Wystepuje tutaj skierowana trojforma objetosci postaci:

1
*dqy = —5\/—g52ﬁﬁ/dqa VAN dqﬁ AN dq“’, (376)

gdzie g jest wyznacznikiem tensora metrycznego we wspotrzednych ¢*.

Ostatecznie wiec operator potozenia moze by¢ traktowany jako operator wspotrzed-
nych krzywoliniowych {¢¥}3_, na pewnej hiperpowierzchni 2. Do realizacji tego podej-
Scia potrzebna jest operacja rozniczkowania 0, = n*d, w kierunku jednostkowego wek-
tora n* mnormalnego do hiperpowierzchni 2 i skierowanego w przyszto$¢. Dzieki niemu
mozna zdefiniowa¢ ped kanoniczny pola na hiperpowierzchni Q:

|, = 0.9, (3.77)
Rowniez istotny bedzie element® objeto$ci na tej hiperpowierzchni:
d’q = /|G|dq"dg*dg’, (3.78)

gdzie G jest wyznacznikiem tensora metrycznego hiperpowierzchni {2 wyrazonym we wspot-
rzednych ¢*. Operator polozenia mozna teraz zapisa¢ w formie:

G (Q) = / dat ¢ [3]0)(017 — #(0)(0[4)]. (3.79)

Posta¢ ta pokazuje explicite trojwymiarowy charakter operatora potozenia. Ponadto daje
ona potencjalng mozliwo$¢ uogolnienia rozwazanej teorii na czasoprzestrzen zakrzywiong
7 grawitacjq.

Nalezy pamietaé, ze uzywane tutaj wspotrzedne musza by¢ okreslone globalnie, gdyz
tylko globalnie gesto$¢ prawdopodobienstwa moze by¢ zastapiona przez gestosé zwigzang

8Zamiast elementu objeto$ci mozna rozwazaé jej antysymetryczng forme rézniczkows, jednak dzieki
orientacji zadanej przez ponumerowane wspolrzedne nie ma potrzeby rozrézniania tych obiektow.
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z kowariantnym czteropradem ju- Jezeli |q) oznacza uogolniony stan wlasny (unormo-
wany do delty Diraca) operatora @ “to wspomniany operator gesto$ci prawdopodobien-
stwa na {2 mozna przedstawi¢ w postaci:

00(q) = |q)(ql- (3.80)

3.4.2 Wieloczastkowe operatory polozenia

W rozdziale tym byly juz rozwazane wieloczastkowe funkcje falowe w reprezentacji he-
terowariantnej. Nic wiec nie stoi na przeszkodzie, aby zdefiniowaé¢ wieloczastkowe opera-
tory potozenia. Zostanie to tutaj zrobione dla dowolnej n-czastkowej przestrzeni Focka na
podstawie trywialnej analogii z przestrzenia jednoczastkowa. W ustalonym uktadzie iner-
cjalnym stan wlasny rozwazanego operatora mozna wyrazi¢ za pomoca heterowariantnych
operatoroéw kreacji i anihilacji:

. . . _ AT AT
by Xy t@)y X@) - 3ty Xny) = T N (S NN (1§ (3.81)

Przy jego pomocy n-czasowy'? i n-czastkowy operator polozenia mozna wyrazi¢ w postaci:

lekz... kn(tla to,. .. ’tn) = /d3X(1) d3x(2) . /d3 ( )15?22) . I(i:)

. ’t(l), X(l); t(g), X(Q); e X(n ><t X(l (1); e ;t(n), X(n) . (382)
Powyzszy wzor analogicznie do teorii ,]ednoczaéstkowe,] da,]e sie wyrazi¢ za pomoca kowa-

riantnych stanow:

- 1 - - ~
T(1), L(2), - - - x(n)>:ﬁ @) (E@), - D) (2n)[0). (3.83)

Operator potozenia moze by¢ teraz zapisany w postaci:

lekg... kn(tb t27 . 7tn) — /d3X(1) /d3X(2) Ce /d3X(n) «Tl(gll)xl(?) e J}']E:;LL)

- - - e .
NEay, E@), - B )i0y 0, . 0, (F), Ty, Tw). (3.84)
W réwnoczasowej reprezentacji heterowariantnej (t; = to = ... = t,) rozwazany opera-

tor polozenia (w obrazie Schrodingera) jest po prostu mnozeniem przez zsymetryzowany
iloczyn odpowiednich wspotrzednych:

kika... kn k ok kn)
{QRke by = altiaks | 4 (3.85)

przy czym nawias okragly oznacza symetryzacj(g wskaznikow, konieczng w rozwazanej
teorii nierozréznialnych bozonow.

Dla stanow wieloczastkowych mozna takze okresli¢ gestos¢ prawdopodobienstwa i po-
mocnicza kowariantna gestos¢ j#142- fn oraz podaé¢ uogolnienie na krzywoliniowe uklady
wspotrzednych w pelnej analogii do teorii jednoczastkowej. Postepowanie to nie bedzie
tutaj jednak wykonywane.

97biér trzech wspotrzednych krzywoliniowych oczywiscie nie tworzy zadnego tréjwektora, ale mimo
to jest on tutaj oznaczany wyttuszczonym drukiem.

10Czastki mogg by¢ zlokalizowane tylko w okreslonych chwilach, nalezy zatem rozwazaé¢ dowolne kon-
figuracje czasow lokalizacji n czastek.
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Rozdzial 4

Zespolone pole skalarne - natadowane
czastki bezspinowe

Teoria zespolonego pola skalarnego jest bardzo podobna do omoéwionej w poprzednim
rozdziale teorii pola rzeczywistego. Glowna réznica polega na tym, ze w tej teorii operator
pola Qg(l’) nie jest operatorem hermitowskim, w zwigzku z tym jego rozktad na fale ptaskie
jest troche zmodyfikowany:

ia) = / @%—ggmwme-w it p)erel, (4.1)

gdzie wystepuje operator kreacji antyczastki ZST(p). Operator ten spelnia takie same
zwigzki komutacyjne jak operator a'(p), z ktorym zreszta komutuje. Widaé zatem, 7e
rozwazana teoria opisuje dwa typy czastek, z ktorych jedne nazywane sa po prostu czast-
kami, a drugie antyczastkami. Omawiane typy czastek roznia sie tylko znakiem tadunku
elektrycznego i dlatego obiekty zwigzane z czastkami beda oznaczane indeksem +, a zwig-
zane z antyczastkami indeksem —. W ten sposéb pelna przestrzen Hilberta-Focka rozpada
sie na produkt tensorowy przestrzeni czastek i antyczastek:

H=H,®H_, (4.2)

przy czym przestrzenie H. sg identyczne! jak przestrzen Focka rzeczywistego pola skalarne-
go.

Potozeniowe heterowariantne operatory anihilacji czastek i kreacji antyczastek mozna
zdefiniowaé¢ tutaj nastepujaco:

drx = \/2v/m2 — Doy () : bl = \/2v/m? — Ny (), (4.3)

gdzie QAS(JF) to czes¢ anihilujaca pola quS, a QAS(_) to czes¢ kreujaca pola. Wystepujace w tych
wzorach operacje wyciggania pierwiastkow (dodatnich) miedzy innymi z minus laplasjanu
nalezy rozumie¢ w kontekscie przedstawienia fourierowskiego pola.

!Chodzi tutaj o identycznoéé stosowanych realizacji tych przestrzeni, gdyz abstrakcyjnie wszystkie
przestrzenie Hilberta o nieskoriczonej (przeliczalnej) liczbie wymiaréw sa izomorficzne.
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4.1 Operatory polozenia czastki i antyczastki

Przy pomocy heterowariantnych operatoréw anihilacji a; x, zdefiniowanych przez pierw-
sze rownanie w (4.3) mozna wyrazi¢ operator polozenia czastki w formie:

Qu(0) = [ ' x dl,J0) Ol (4.4

natomiast operator potozenia antyczastki wyraza sie przy pomocy heterowariantnych ope-
ratorow by x:

Q)= [ d'x x B,J0) (0] (45)

Operator Q+ ma formalnie taka samg postaé jak w teorii pola rzeczywistego, zatem moze
by¢ wyrazony w postaci:

N

Q. () = / d*x x 31(t,%)[0)i 3, (01(t,%). (4.6)

Poniewaz Q_ rozni sie od Q+ tylko zamiang operatoré6w typu a na operatory typu b to
moze by¢ on zapisany w formie:

N

Q_(t) = / d*x x B(t,%)]0)i 9, (013! (t, ). (4.7)

Latwo zauwazy¢, ze gdyby pole QAS byto hermitowskie to operator Q_ bytby réwny operato-
rowi Q+. W reprezentacji heterowariantnej (w obrazie Schrodingera) rozwazane operatory
potlozenia sa oczywiscie operatorami mnozenia przez X.

Uogo6lnienie operatoréow Qi dla krzywoliniowych wspo6trzednych na hiperpowierzchni
przestrzennopodobnej przebiega tak samo, jak w teorii pola rzeczywistego. Roéwniez ana-
logicznie wprowadza sie tutaj wieloczastkowe operatory potozenia. Ze wzgledu na wierna
analogie do poprzedniego rozdzialu powyzsze uogolnienia nie beda tutaj odrebnie rozwa-
zane.

4.2 Propozycja uogdlnienia operatora polozenia
na teorie z oddzialywaniem

W rozdziale o hermitowskim polu skalarnym nie bylo proponowane pewne bardzie]
spektakularne, ale i kontrowersyjne uogoélnienie operatora potozenia na teorie oddziatu-
jacych pol kwantowych. Do tego celu najlepiej nadaje si¢ posta¢ operatora polozenia
zapisana z uzyciem pedu kanonicznego pola 7(x):

A

Q) =i [ x [§(t.x)0)0l(x) - (£ x)0)06ER]. (49

Ewentualne wykorzystanie w teorii z oddzialtywaniem postaci Q+, zawierajacej ped kano-
niczny poparte jest przez nastepujacy zwiazek komutacyjny:

[0(t,x), 7(t,x)] = 0©) (x — X)), (4.9)
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ktory jest stuszny nawet w teorii z oddzialywaniem, a prawa strona tego zwiazku ma
charakter heterowariantny. Wszystkie wielkosci wystepujace we wzorze (4.8) maja racje
bytu w pelnej teorii oddziatujacych pol kwantowych. Ponadto postaé¢ tego wzoru zapewnia
niezaleznos¢ operatora potozenia od cechowania.

Interpretacja operatora Q+ uog6lnionego na teorie z oddzialywaniem jest istotnie
utrudniona istnieniem w takiej teorii zjawiska kreacji par czastka - antyczastka, a wiec
w istocie zjawiska zmiany liczby czastek danego rodzaju. Zjawisko kreacji par zachodzi
w czasoprzestrzeni, uzasadnionym jest zatem oczekiwanie, ze istnieje pewien opis tego
zjawiska, oparty na pojeciach czasoprzestrzennych, takich jak potozenie i czas. Nie jest
wykluczone, ze takiego opisu dostarczaja nam: operator potozenia wprowadzony wzorem
(4.8) oraz jego wieloczastkowe analogony.
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Rozdzial 5

Pole Diraca - elektrony 1 pozytony

5.1 Kwantowanie kanoniczne i przestrzen Focka

W relatywistycznej mechanice kwantowej czastki o spinie 1/2 opisywane sa bispinoro-
wym polem 1)(z), ktore stanowi czterokomponentowy zbior skalarnych pol niehermitow-
skich (zespolonych) o specjalnych regutach transformacyjnych. Pole 1)(z) spelnia réwna-
nie Diraca, ktére mozna zapisa¢ w postaci kowariantnej nastepujaco:

$4i0,(x) = mid(z), (5.1)
gdzie m jest masg kwantow pola (czastek), a {'Ay“}izo to zbior kowariantnych macierzy
(4x4) Diraca spelniajacych ponizsze zwiazki antykomutacyjne:

(34} = 2. (52)
Z rownania Diraca i zwiazkoéw antykomutacyjnych macierzy gamma wynika, ze kazda
sktadowa pola 1& spetnia rownanie Kleina-Gordona. Na tej podstawie mozna dokonac
kowariantnej! trojwymiarowej transformacji Fouriera pola 1& opisanej w dodatku N4 i wy-
razi¢ to pole za pomoca transformacji odwrotnej:

. d3p 2 ) 2 )
— - —ip-x _ _ 1p-T 5-3

P(x) / @2 [V(p) e U(—p) P, (5.3)

przy czym catkowanie przebiega tylko po dodatniej powloce masy tzn. py = ++1/m? + p2.

Transformata Fouriera (p) pola Diraca spelnia rownanie:

?“putz(p) = m@Z(p)- (5.4)

5.1.1 Bispinorowe bazy rozwigzan réwnania Diraca

Wygodnie jest przedstawi¢ operator ﬁ(p) w dowolnej bazie podprzestrzeni takich bi-
spinoréw wu, ktore spetniaja algebraiczne rownanie:

(5P — m)u(p) = 0. (5.5)
Poniewaz rzad macierzy stojacej tutaj po lewej stronie wynosi 2 (nawet gdy m = 0) to
rozwazana podprzestrzen jest dwuwymiarowa (w sensie zespolonym). Mozna wybra¢ dwa
bispinory bazowe tej podprzestrzeni, ktore zaleza od p. Ponizej zostang zaproponowane
dwie takie bazy.

'W przypadku pola Diraca podawana transformacja nazywana jest kowariantna, a nie inwariantng ze
wzgledu na bispinorowa nature tego pola.
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Bispinorowa baza wtlasna

W celu zdefiniowania bazy pierwszego rodzaju nalezy wyrézni¢ pewien unormowany
czterowektor przestrzennopodobny n* (n? = —1) 2. W konstrukcji tej bazy uzywana
bedzie tylko ortogonalna do czteropedu czes¢ wektora ny,:

(») —
n =N, — —5 Du-
p\P w2 Pe

Bispinory bazowe z definicji spetniaja rownanie (5.5). W celu ich dookreslenia mozna
zazadac, aby byly one wektorami wlasnymi macierzy rzutu spinu na kierunek n,, ktéra
to macierz ma postac:

. 1.
Spn = 5 757Mn:> (56)

gdzie 45 = Y9Y19273. Podana macierz komutuje z macierza wystepujaca w roéwnaniu
Diraca. Macierz ta posiada dwie podwojne wartosci whasne +1/2 1 -1/2, ktore moga by¢
warto$ciami indeksu s,, porzadkujacego bispinory bazy. W celu bardziej bezposredniego
okreslenia tej bazy wygodnie jest wprowadzi¢ operator projekcji na rozwigzania rGwnania
Diraca o okreslonym s,,:

L+ Y59 0, m 4+ 4"p,

M(p, £1/2) = 5 o

(5.7)

Operator ten jest poprawnym operatorem rzutowym o Sladzie 1, ale nie jest on hermitow-
ski. Ostatecznie mozna wiec okresli¢ elementy bazy przez podanie macierzy rzutowej na
kazdy z nich. Dla dodatniej powloki masy py > 0 bispinory te oznaczmy litera w:

A

u(p, sn) < 1l(p, 5, (5.8)

za$ dla ujemnej powloki masy litera v:

A

v(p, $p) «— L(=p, —sn), (5.9)

gdzie pg > 0, a strzatka oznacza odpowiednio$é¢ miedzy wektorem oraz macierza rzutowa
na kierunek tego wektora. Do pelnej jednoznacznosci (pomijajac dowolnosé faz) okreslenia
elementéw bazy potrzebne sa jeszcze warunki ich normalizacji:

ﬂ(p, Sn)U(p, Sln) = 58n8’n ; ﬁ(p, Sn)v(p> Sln) = _58n8$n (5-10)

gdzie W = u'4y to sprzezenie dirakowskie. Mozliwo$é narzucenia takich warunkéw normali-
zacyjnych wynika z faktu, ze bispinory sprzezone u,v sg lewostronnymi wektorami wta-
snymi tych samych macierzy, ktorych wektory wtasne to niesprzezone bispinory wu,v.
Ponadto bispinory dodatniej i ujemnej powloki masy sa ortogonalne (w sensie dirakow-
skim):

a(p, sn)v(p, s,) = 0, (5.11)

co oznacza, ze tacznie bispinory te tworza dla kazdego p baze pelnej czterowymiarowej
przestrzeni bispinoréw. Niestety zdefiniowana baza nie jest ortonormalna w sensie zwy-
kltego iloczynu skalarnego ze sprzezeniem hermitowskim, tzn. iloczynu typu ufv. Sytuacja

2W przypadku m = 0 nalezaloby dodatkowo wyrézni¢ wektor czasopodobny, najlepiej ortogonalny do
wektora n,.
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ta jest konsekwencja niehermitowskosci macierzy, dla ktorych u(p, s,) i v(p, s,) sa wekto-
rami wlasnymi oraz niekowariantnego charakteru zwyklego iloczynu bispinoréow.

W praktyce w konkretnej reprezentacji macierzy Diraca mozna otrzymaé przyktadowo
bispinor u(p, +1/2) wybierajac niezerows kolumne macierzy II(p, +1/2), a nastepnie nor-
malizujac ja. Normalizacje moze usprawni¢ wykorzystanie wzoru II = %f[, gdzie
wystepuje sprzezenie dirakowskie macierzy zdefiniowane analogicznie do sprzezenia dira-
kowskiego bispinorow. Wprowadzona baza zlozona 7 wektorow u(p, s,),v(p, s,) nie ma
catkowicie kowariantnego charakteru, gdyz zalezy od wyboru wektora n, ale w zamian za
to posiada prostg interpretacje fizyczna, odwolujaca sie do pojecia spinu.

Cykliczna baza bispinorowa

Ze wzgledu na mniejsza swobode w wyborze i wieksza ilo$¢ zwiazkow ortonormalnosci
wygodniej jest stosowaé¢ inna niz powyzsza baze, ktora bedzie nazywana bazq cykliczng.
Dzieki nadaniu elementom tej bazy wymiaru odwrotnosci pierwiastka dtugosci jest ona
dobrze okreélona nawet dla m = 0. Do okreslenia tej bazy potrzebne sa cztery bispinory

(()1) @) (1), (2) ktore beda petnity role wektorow cyklicznych. Zaktadamy, ze bispinory
te sa wektorami wtasnymi macierzy ~y:

Yotte) =+l > Aobe =~V (5.12)
oraz, ze s ortonormalne:
0 0
u(aT)u(()b) = v(agv(ob) = Oabs (5.13)

gdzie indeksy a, b przyjmuja warto$¢ 1 lub 2. Ortogonalnosé wektoréow typu u do wektordow
typu v jest zagwarantowana rownaniami wlasnymi (5.12). Zdefiniowane bispinory sa
zadane 7 doktadnoscia do transformacji unitarnej, tzn. 7e dwie wersje (primowana i nie
primowana) takich bispinoréw mozna wzajemnie przeksztalca¢ na siebie przy pomocy
pewnych dwoch dwuwymiarowych macierzy unitarnych R}, R?, zgodnie z wzorami:

u(a Z Ry, u(b : Z Ry, v (5.14)

Elementy cyklicznej bazy spinowej w wyrdznionym uktadzie definiujemy jako odwrotne
lorentzowskie pchniecia bispinorow cyklicznych z czteropredkoscia p/m tzn.:

u@(p) = V2m S~ (p/m) uly , vw(p) = V2m S (p/m) o), (5.15)

przy czym czynnik v/2m zostal dodany po to, aby usunaé osobliwosé dla m = 0. Ma-
cierz S( ) jest macierza pchniecia lorentzowskiego bispinorow zalezng od czteropredkosci.
Na podstawie wzoréow zawartych w dodatku N5 otrzymujemy nastepujace rOwnania na
elementy bazy cyklicznej:

m+5"pu m_’AY”pqu

u[l :7?’[/@ ) Ua - a)’
W)= i e W)= e e

przy czym jak zwykle jest przyjete, ze po = +1/m? + p?. Baza ta wbrew pozorom nie
ma kowariantnego charakteru, gdyz wyréznia uktad odniesienia, w ktorym p = (m,0).
7 powyzszego powodu rozwazang baze mozna nazywac bardziej precyzyjnie cykliczng bazq
spoczynkowq. Warto rowniez zauwazy¢, ze bispinory uy, u(), v(1), v(2) nie s w ogdlnosci

(5.16)
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wektorami wlasnymi operatora s,. Zwiazki ortonormalizacyjne dla bazy cyklicznej maja
podobnag postaé jak dla poprzednie;j:

Ua)(P)uwy(p) = 2mday V(a) (P)V(a) (P) = —2mMap, (5.17)
gdzie indeksy a, b przyjmuja wartoé¢ 1 lub 2. Ponadto bispinory bazy cyklicznej spetniaja
relacje:
Ul (P)u(e) () = 2P0das,
vzra )U) (P) = 2P00ab, (5.18)
Uy (Po; P)Ve) (Po, =P) = 0.

Cykliczna baza spoczynkowa okre§lona jest z doktadno$cia do transformacji unitarnej

typu (5.14), ktora nie zalezy od p. W dalszej czesci rozdzialu stosowana jest wylacznie
cykliczna baza spoczynkowa bispinorow.

5.1.2 Zwiazki antykomutacyjne

Z klasycznego formalizmu lagranzowskiego wynika, ze pedem kanonicznie sprzgzonym
pola jest wielko$é i)(z) 3. Oznacza to, 7e w wyniku zastosowania metody kanonicznego
kwantowania dla fermionow otrzymuje sie¢ nastepujace reguty antykomutacyjne:

{Da(t, %), Dl (t,x)} = 6O (x — x')0ap
{da(t. %), ¥p(t.x)} = 0 (5.19)
{4 (%), Dt %)} = 0

gdzie A i B sg czterowartosciowymi indeksami bispinorowymi. Ze zwiazkéw tych wynikaja
antykomutatory dla transformaty Fouriera pola na powloce masy:

{wA (p),
Wh(p),

@w@n

( )y =0 (5.20)
0 .

oraz:

{JA(p) 12’[ (p/)} — { (27T)32p0(p05AB +m ﬂAB + P 0ﬁAB)é(g) (p - p,) gdy 6(]90) = 6(])6)
P gdy €(po) = —€(pp),
(5.21)
gdzie wystepuje niekowariantna wersja macierzy Diraca B = %y, & = Ay oraz funk-
cja znakowa signum €( ). Wyprowadzenie tych zwiazkow wymaga zastosowania rownania
Diraca oraz catkowania przez czesci. Zlozona posta¢ algebraiczna ostatniego antykomu-
tatora jest spowodowana istnieniem tylko dwoch spinorowych stopni swobody w cztero-

komponentowym obiekcie (p). Rozklad ¢(p) w cyklicznej bazie bispinorow znacznie
upraszcza sytuacje. Transformate Fouriera pola na dodatniej powtoce masy, peliaca role
bispinorowego operatora anihilacji, mozna przedstawi¢ w postaci:

D) =3 ba(p) e (), (5.22)

3 Jest to prawda, gdy uzywana jest niesymetryczna zespolona gestoéé lagranzjanu £ = E(iﬁ”@u —m).
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gdzie [;172(])) sa operatorami anihilacji elektronu o czteropedzie p i okreslonym stanie
spinowym. Transformata Fouriera pola na ujemnej powloce masy, ktora jest operatorem
kreacji pozytonu moze by¢ roztozona analogicznie:

—(=p) = Y di(p) v (p), (5.23)

gdzie Jl(p) pelni role operatora kreacji pozytonu. Na podstawie antykomutatora (5.21)
oraz zwigzkow ortogonalizacyjnych elementow bazy cyklicznej mozna otrzymaé antyko-
mutatory operatoréw anihilacji i kreacji:

{0u(p).5)(0)} = (27)2p00 " (B — P (5.24)
{da(p), d} (")} = (27)*2po8® (P — P')dar

a pozostale antykomutatory wynosza zero.
Dzieki nowym oznaczeniom kwantowe pole Diraca mozna wyrazi¢ w postaci:

Z / o 32p0 ba(p) U@y (p) €7 + df.(p) vy (p) €77]. (5.25)

Pierwszy czton tego operatora zawierajacy tylko dodatnie czestosci stanowi kowariantny
bispinorowy operator anihilacji elektronu w reprezentacji potozeniowej i jest oznaczany
jako 1@(+) (x). Drugi czton, ktory bedzie oznaczany przez 1@(_) (x) to potozeniowy kowarian-
tny operator kreacji pozytonu. Skladowe (komponenty) tych operatoréw bispinorowych
w bazie cyklicznej beda oznaczane jako 'l/AJ((i)) (x) i sa one zdefiniowane nastepujaco:

V() (@) = /(23732%5 (p)e ™, P (x) = /(23732%@(;9) etiPT(5.26)

Ponadto przydatne okaza sie tzw. komponenty cykliczne pelnego pola Diraca o postaci:

() = 92 () + 97 (). (5.27)

Wprowadzonych jednosktadnikowych komponent nie nalezy myli¢ z bispinorowymi skta-
dowymi w bazie cyklicznej, ktore nie majg bezposredniego zastosowania w tej pracy.

5.1.3 Stany Focka i ich funkcje falowe
Inwariantna i heterowariantna reprezentacja pedowa

Wprowadzone w poprzednim paragrafie operatory kreacji i anihilacji umozliwiaja zde-
finiowanie fermionowej przestrzeni Focka. Jednowymiarowa podprzestrzen stanu prozni,
reprezentowana przez unormowany wektor |0), zdefiniowana jest jak dla pola skalarnego
jako wspolne jadro wszystkich operatoréow anihilacji. Przy pomocy wektora prozni i ope-
ratorow kreacji wprowadza sie stany wieloczastkowe. W reprezentacji pedowej jednoczast-
kowe stany elektronu konstruuje sie nastepujaco:

) Z / syia OB, (5.28)
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gdzie &Dg)(p), &Df) (p) to dwie komponenty kowariantnej funkcji falowej elektronu w repre-
zentacji pedowej wyrazone w cyklicznej bazie spoczynkowej. Komponenty te traktowane
lacznie tworza bispinorowa kowariantna funkcje falowa:

Zéi p) ugo(p) = (0 (p) ). (5.29)

W celu podania matematycznie $cislej realizacji jednoczastkowej przestrzeni Hilberta-

Focka elektronow HSLl) najwygodniej jest stosowac niezalezne dwie komponenty cykliczne

te(go blsplnora Wspomniang przestrzen mozna zdefiniowaé jako zbior klas par funkcji
( ), dla ktorych istnieje nastepujaca catka Lebesgue’a:

] = Z / i O ). (5.30)

przy czym w obrebie danej klasy dwie pary funkcji moga rozni¢ sie tylko na zbiorze
miary zero. Powyzsza caltka jest kwadratem normy jednoczastkowego stanu elektronu
i jest niezmiennikiem dla funkcji bispinorowej, dlatego podana definicja jest niezalezna od
uktadu inercjalnego.

Stan jednoczastkowy pozytonu wygodnie jest reprezentowaé w postaci:

oA Z / o 32p0<1> “(p)di(p)[0), (5.31)

gdzie wystepuje zespolone sprzezenie komponent pozytonowej funkcji falowe] @ (p).
Dzieki temu sprzezeniu istnieje prosty wzor na petng bispinorowa funkcje falowa pozytonu:

= 378 (p) vy (p) =V (T_| — $(—p)[0). (5.32)

Funkcje falowe ®(p) sa kowariantne, a operatory l;a(p),cza(p) maja pod pewnymi
wzgledami charakter zblizony do kowariantnego®. Heterowariantne odpowiedniki tych
obiektow z definicji powinny spelnia¢ nastepujace kryteria: funkcja wagowa wystepu-
jaca w iloczynie skalarnym wyrazonym za pomoca heterowariantnych funkcji falowych
powinna wynosi¢ jeden, a antykomutator heterowariantnych operatoréw anihilacji i kre-
acji powinien by¢ unormowany do iloczynu delty Diraca i Kroneckera®. Okazuje sie, ze
heterowariantne operatory anihilacji w reprezentacji pedowej nalezy wprowadzi¢ w petnej

analogii do teorii pola skalarnego w postaci:

p.a — ) dpa = 5 (533)

v (p) =

(5.34)

4Chodzi tutaj o sposéb wystepowania zmiennej p w zwiazkach komutacyjnych (5.24).
5Omawiana normalizacja nie jest stosowana w stosunku do poteg czynnika 27, ktéry zwykle wystepuje
wraz 7z pedem, poniewaz 27/|p| jest dtugoscia fali de Broglie’a.
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Inwariantna i heterowariantna reprezentacja polozeniowa

Teraz zostanie omowiona najwazniejsza dla zagadnienia operatora potozenia repre-
zentacja polozeniowa. Bispinorowe kowariantne funkcje falowe elektronu lub pozytonu
w reprezentacji potozeniowej najprosciej jest wprowadzi¢ jako niezmiennicze trojwymia-
rowe transformaty Fouriera:

)= | —— e , .
: @2,
gdzie znak plus oznacza funkcje falowg elektronu, a znak minus - pozytonu. Przy pomocy
takiej bispinorowej kowariantnej funkcji jednoczastkowy stan elektronu mozna wyrazié
w formie:

W) = [ et i@, @0, (5.36)

gdzie &, () to kowariantna bispinorowa funkcja falowa elektronu, ktora mozna tradycyj-
nie przedstawi¢ w postaci:

@ () = (0s) () [0) . (5.37)
Podobnie wygladaja wzory dla pozytonu (antyczastki elektronu):

vy = /Q wdr S_(2)3, 0 (2)10) . Do(2) =D (| (2)]0).  (5.38)

Bispinorowe funkcje falowe spetniaja zwykte réwnanie Diraca oraz ponadto pierwiastkowe
rownanie Kleina-Gordona (w dowolnym ukladzie inercjalnym):

10 Py (z) = £/m? — AD4(2), (5.39)

poniewaz zawieraja one tylko czestosci okreslonego znaku. Iloczyn skalarny dwoch sta-
now jednoelektronowych lub jednopozytonowych w reprezentacji kowariantnej funkcji
bispinorowej ma prosta postac:

(| w,) Y = /

: wdz” O ()7, Pe(x) = /d3x Dl (t, %) Dy (t, x), (5.40)

gdzie 51,<I>I sg dirakowsko i hermitowsko sprzezonymi bispinorowymi funkcjami falo-
wymi. lloczyn ten ma taka samg forme jak w teorii nierelatywistycznej. Mozna by
przypuszczad, ze reprezentacja bispinorowa ®(x) jest poszukiwana reprezentacja hete-
rowariantng, jednak mimo pozoréw tak nie jest. Fakt, ze rozwazana reprezentacja jest
kowariantna oczywiscie nie jest wystarczajacym tego dowodem. Wyjasnienie zagadnienia
jest dos¢ subtelne i odwohuje sie do przestrzeni dopuszczalnych falowych funkcji bispi-
norowych o okreslonej czestosci. Wiaz polegajacy na wystepowaniu w funkcjach & (x)
tylko dodatnich albo tylko ujemnych czesto$ci zmniejsza dwukrotnie liczbe bispinorowych
stopni swobody. Stosowanie funkcji falowej o zaleznych komponentach moze prowadzié¢
do nieporozumien lub przynajmniej trudnodci, np. nie kazda mierzalna z kwadratem
funkcja czterokomponentowa F(x) moze by¢ warunkiem poczatkowym dla jakiejkolwiek
funkcji @4 (z). Drugi argument (posrednio zwiazany z pierwszym) opiera sie na postaci
antykomutatora operatoréow anihilacji i kreacji elektronu:

{1y a(@), 90, 5@} = (Gapid, +icap - V + Bapm)ildy (x — '), (5.41)
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gdzie A)( ) jest wprowadzong wezesniej funkcja Wightmana o dodatnich czestodciach,
a ¥ = —0,. Widaé¢, ze powyzszy antykomutator, nawet dla ¢ = ¢, nie jest iloczynem
delt Diraca i Kroneckera, zatem nie jest spetniony jeden z postulatow dla reprezentacji
heterowariantnej. Kolejny argument na to, ze operator x nie jest operatorem potlozenia
w reprezentacji ®4(x), oparty na postaci operatora predkosci, opisany jest w rozdziale
pierwszym.

Powyzsze argumenty $wiadcza o tym, ze dla konstrukeji reprezentacji heterowariant-
nej (i nie tylko dla niej) wskazane jest wprowadzenie dwukomponentowej funkeji falowe;j
zamiast funkcji @4 (x) o czterech zaleznych sktadowych. Zadanie to mozna wykonaé tak,
jak w reprezentacji pedowej przy pomocy cyklicznych komponent bispinorow o (z), ktore

sa po prostu kowariantng transformata Fouriera komponent i)g‘i)):

Y (z) = / _dp 1 (p) eFire, (5.42)
(2m)%2po

Komponenty q)il)(at),q)f)(x) sa niezalezne i mogg by¢ traktowane lgcznie jako dwuele-

mentowe funkcje falowe elektronéw lub pozytondéw w reprezentacji potozeniowej i w bazie
cyklicznej. Konsystentnie w ten sam sposob byly juz wezesniej wprowadzone komponetny
cykliczne poltozeniowych operatoréw anihilacji i kreacji:

3 3
7 (a) _ d p (; —ip-x 7(a) — / d p CZT +ip-x 5.43
i@ = [ e b e i@ = [ G e (64)
Dzieki tym operatorom komponenty funkcji falowych w bazie cyklicznej mozna wyrazi¢
bezposrednio:

P (z) = O[{ (@)|0y) . 0 (x) = (T_|i)()(x)[0). (5.44)

Do kompletu potrzebne sg jeszcze bazowe bispinory cykliczne @ (x), 9@ (z) w reprezenta-
cji polozeniowej, ktore sa niezaleznymi (w sensie spinowych stopni swobody) klasycznymi
rozwigzaniami réwnania Diraca:

- dgp —ipx ~ dgp ip-x
U(a) ('T) = / m u(a)(p> e’ ) 'U(a) («T) = / m ’U(a) (p) €+p . (545)

Mowigc precyzyjnie sa to uogoélnione rozwigzania, bedace skomplikowanymi dystrybu-
cjami. Fakt ten nie dyskredytuje jednak obiektow @ q) (), U0y (), poniewaz w zastosowa-
niach wystepuja one zawsze pod znakiem calki. Przyktadowo bispinorowa funkcja falowa
elektronu wyraza sie za pomoca swoich komponent nastepujaco:

2
Oi(x) =) /Q sdy? ) (x — )i (y), (5.46)
a=1

<>
gdzie Oy = 0/0y* — 0/0y". Wystepowanie catki pokazuje, ze wyodrebnienie niezaleznych
stopni swobody bispinorowe]j funkcji falowej elektronu ma charakter nielokalny. W po-
dobnej postaci mozna wyrazi¢ wektor stanu odpowiadajacy funkcji &, (z):

2
W) == [ e 80 @i, (5 )0) (5.47)
a=1
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Ostatnie dwa rownania najprosciej jest dowie$¢ wyrazajac wystepujace pod znakiem calki
obiekty w zmiennych pedowych, a nastepnie przeksztatci¢ cate wyrazenie do postaci be-
dacej definicja lewej strony. Postepowanie to jest zreszta analogiczne jak w przypadku
pola skalarnego. Istotna nowosé¢ polega tylko na istnieniu dodatkowych dwoch spinowych
stopni swobody. Iloczyn skalarny dwoch stanow jednoczastkowych wyrazony w reprezen-
tacji @@ (z) ma forme:

2
*(a »<_) a
(Wral¥as) =+ 3 [ wda? 01(0)i5, 02 0), (5.48)
a=1

bardzo podobna jak dla pola skalarnego, a jedyng réznica jest wystepowanie dwoch modow
indeksowanych za pomoca a.

Bispinorowe pole Diraca 1(z) moze by¢ rozpatrywane jako zbior dwoch pol {w((i)) (z)+
w((a_))(x)}zzl, dzieki czemu reprezentacje heterowariantna dla czastek o spinie 1/2 mozna
wprowadzi¢ w pelnej analogii do pola skalarnego. Heterowariantny operator anihilacji
elektronu w punkcie x w chwili ¢ i w stanie spinowym a nalezy zatem zdefiniowa¢ naste-
pujaco:

7 / 7 (a d3p 7 —ip-x
bt,x;a - 2 m2 — A w((+)) (t,X) = /Wbpﬂ e P s (549)

gdzie l;p,a to heterowariantny operator anihilacji elektronu w reprezentacji pedowej. Iden-
tycznie wyglada rownanie definiujace polozeniowy operator anihilacji pozytonu ciux;a.
Dwusktadnikowa heterowariantna funkcje falowa elektronu (4) lub pozytonu (—) mozna
konsekwentnie zdefiniowa¢ rownaniem:

a a d3X T (a DT
V(130 = 2/t = Ko@) = [ S5 0 m) e (5.50)

gdzie <I>$) (x) to komponenty cykliczne kowariantnej funkeji falowej, a \i,(ia) to komponenty
heterowariantnej funkcji falowej w reprezentacji pedowej. Iloczyn skalarny dwoch stanow
wyrazony za pomocy niezaleznych komponent funkcji heterowariantnej przyjmuje postac:

2
(U4 Uy ) = Z/d3x U9, %)W (¢, %), (5.51)
a=1

przy czym oczywiscie iloczyn ten nie zalezy od czasu, co wynika z unitarnosci ewolucji
czasowej stanow.

5.2 Operator polozenia i gestos¢ prawdopodobienstwa
Znajomos¢ polozeniowej reprezentacji heterowariantnej, w szczegolnosci heterowarian-

tnych operatoréw anihilacji b x,, oraz d;x, determinuje posta¢ operatora polozenia
elektronu:

2
Q)= Y [ @ x b a0} Ol (5.52)
a=1

Latwo zauwazy¢, ze gesto$¢ prawdopodobienstwa wystepujaca pod catka nie zalezy od
wyboru cyklicznej bazy spoczynkowej, ze wzgledu na to, ze transformacja unitarna (5.14)
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nie zalezy od zmiennej p. Operator polozenia pozytonu jest analogiczny:

2
ZEZ/fxxdkﬂmwﬁww (5.53)
a=1

Kierujac sie dos¢ wierng analogia z polem skalarnym mozna bez koniecznos$ci dowodu
przepisaé fakt 1 dla przypadku elektronu, co prowadzi do nowej postaci operatora poto-
zenia:

—ié/ﬁ%pxawkt@mﬁ§7mﬁ@@x) (5.54)
- (+) \b t 1P %), '
a=1

gdzie lﬂ((i)z) (t,x) sa cyklicznymi komponentami kowariantnego operatora anihilacji elek-

tronu @/A)(Jr) (x). We wzorze tym wystepuje zerowa skladowa kwaziczterogestosci pewnego
abstrakcyjnego, unormowanego do jednosci, tadunku:

2

= > P (8, %)[0)i 0 (0] () (£, %), (5.55)
a=1

ktory spelnia rownanie ciagltosci. Obiekt 7% (f,x) jest analogonem czterogestosci JH(x)
czastki skalarnej, ale nie jest on kowariantny. Zatem zdefiniowany operator polozenia
elektronu w postaci (5.54) nie jest wyrazony przy pomocy obiektow kowariantnych, ani
tak elementarnych wielkosci jak pole Diraca 1/1( ) czy jego ped kanoniczny m/ﬁ( ). Okazuje
sie, ze rozwazany operator potozenia nie moze by¢ przeksztalcony do postaci:

o%/fxxw@@mmW@m. (5.56)

O nie zachodzeniu powyzszej rownosci Swiadczy kolejna tozsama forma operatora poto-
zenia, wynikajaca z ponizszego faktu.

Fakt 3 Nastepujgce dwie postacie operatora gestosci prawdopodobienstwa potozenia elek-
tronu $¢ rownowazne:

thxam (01b1 x:0 = oy (£, %)[0) (0w (1, %), (5.57)

gdzie @/A)Fw(t, x) jest transformacjg Foldy’ego- Wouthuysena pola Diraca okreslong w danym
uktadzie nastepujgco®:

m+E+iy-V
2E(m + E)

@ZA)FW(t,x) = [A]Fw'lZJ(t,X) gdzie UFW =

(5.58)

przy czym J* = —0) oraz E=+ym?—A.

Dow6d: Pierwsza postaé operatora gestosci prawdopodobienstwa nalezy traktowaé jako
definicje, wynikajaca z podanej konstrukcji reprezentacji heterowariantnej. Druga postac
bedaca konsekwencja proponowanego przez Foldy’ego i Wouthuysena operatora mean

5Wiecej szczegotow na temat transformacji Foldy’ego-Wouthuysena znajduje sie w dodatku N6.
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position w kontekscie transformacji unitarnej Upw podlega dowodowi. Najwygodniej
wykona¢ ten dowdd rozpisujac obie postacie 9o, przy pomocy rozktadu fourierowskiego.
Uzyskane w ten sposob wyrazenia catkowe beda identyczne, jezeli prawdziwy jest wzor:

ULW (a) (p) urw b = v/ 2P0/ 2P0ab; (5.59)

gdzie upw () to transformacje Foldy’ego-Wouthuysena bispinorow u,), wyrazone w zmien-
nych pedowych. W pierwszym kroku dowodu powyzszej réwnosci warto obliczy¢ iloczyn
macierzy wystepujacych w definicjach Upw 1 w(,), tzn.:

(m+po+4-P)(Y*pu +m) = po(m +po)(o +1) +5 - Ppo(F0 — 1). (5.60)

Latwo zauwazy¢, ze bispinory cykliczne u?a) wystepujace w definicjach u(,), sa wekto-
rami wlasnymi powyzszej macierzy. Fakt ten po uwzglednieniu mianownikéw w defini-
cjach Upw 1 u(,) prowadzi do wzoru:

UFW (a) (P) =V 2po U(()a), (5-61)

skad juz na mocy ortonormalnosci ug), i ufy wynika prawdziwosé (5.59). Stusznosé tego
wzoru oznacza rownos¢ obu wyrazen catkowych na g,. m

Rozwazony fakt oznacza, ze skonstruowany na podstawie heterowariantnej reprezentacji
polozeniowej operator polozenia Q jest tozsamy operatorowi mean position Foldy’ego-
Wouthuysena’. Z drugiej strony reprezentacja Foldy’ego-Wouthuysena jest rowniez hete-
rowariantna na mocy antykomutatora:

{Q&{Jrv)VA(t’ X), d(tivg(@ x')} = %(5AB + Bap)d® (x — x), (5.62)

ktory jest unormowany i diagonalny w reprezentacji Diraca.

Podobnie jak w przypadku pola skalarnego rowniez dla pola Diraca mozna rozwazac
niekowariantny czteroprad gestos$ci prawdopodobienistwa jf: Jest on zdefiniowany przez
zadanie zerowej sktadowej i rownanie cigglodci:

J'=0 , 9J'=0, (5.63)

Obiekt ten jest nieco sztuczny i oczywiscie nie jest on rowny abstrakcyjnemu kwaziczte-
ropradowi 7.

Operator potozenia pozytonu mozna teraz, kierujac sie analogia z elektronem, przed-
stawi¢ dwojako:

A

Q_(t) = /d3x x 0_(t,x) = /t_ t*dxu x ' (z), (5.64)

gdzie gestos¢ prawdopodobienstwa wynosi:

demmm Zw (£,%)[0) (0™ (2, %), (5.65)

a abstrakcyjny kwaziczteroprad:

2
(%) =39 (1,%)[0)i 0 (04 (¢, ). (5.66)
a=1

"Ten za$ jest réwnowazny operatorowi wprowadzonemu przez Pryce’a oraz Newtona i Wignera.
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Roéwniez dla fermion6w mozna wprowadzi¢ wieloczastkowe operatory potozenia wedtug
tej samej procedury co dla czastek bezspinowych. Wieloczastkowe operatory potlozenia
elektronéw i pozytonéow beda zgodnie z zakazem Pauliego antysymetryczne. Niestety nie
jest mozliwe proste uogodlnienie wprowadzonego w tym paragrafie operatora polozenia
na wspotrzedne krzywoliniowe pewnej hiperpowierzchni przestrzennopodobnej. Powyzsza
trudnosé jest konsekwencja tego, ze nie udalo sie wyrazi¢ operatora potozenia za pomoca
elementarnych obiektow polowych, co nie oznacza, ze takie przedstawienie nie istnieje.
Pod tym wzgledem obiecujaca wydaje sie by¢ reprezentacja spinorowa bispinorowego pola
Diraca, ktora posiada naturalny podzial bispinorowych stopni swobody na dwie grupy.
Spinorowy opis pola Diraca nie jest jednak analizowany w tej pracy.

Na zakoriczenie tego rozdziatu warto podkresli¢, ze calty wprowadzony w nim formalizm
jest dobrze okreslony dla m = 0. Bezmasowe pole Diraca posiada dwa mody spinowe:
polaryzacja lewoskretna i prawoskretna. Teoria bezmasowych fermionéw oparta na jednej
tylko skretnosci zostata podana w rozdziale uzupetniajacym.
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Rozdzial 6

Pole wektorowe z masg - czastki Proca

6.1 Kwantowanie kanoniczne

Klasyczne czterowektorowe (rzeczywiste) pole Proca A*(x) opisywane jest nastepujaca
gestodcig lagranzjanu:

1 1,
L= _ZF’WFW + ém A A", (6.1)
gdzie tensor nategzenia tego pola I, zdefiniowany jest rownaniem:
F,=0,A,—0,A,. (6.2)
Ponadto w niniejszym rozdziale przyjete jest zalozenie , ze masa jest ostro wieksza od
zera.
Wynikajace z lagranzjanu réwnanie pola przyjmuje postac:

O, F" (x) + m*A¥ (z) = 0. (6.3)

Zrozniczkowanie po pochodnej czasowej pola Proca prowadzi do definicji pedu kanonicz-
nego tego pola:

oL
N A 6.4
90, o0
Latwo zauwazy¢, ze tylko przestrzenna cze$¢ pedu kanonicznego jest rozna od zera:
8 = F* = Bk, (6.5)

gdzie zdefiniowany trojwektor jest formalnym analogonem natezenia pola elektrycznego.
Sktadowa A nie posiada pedu kanonicznego, co mozna wyttumaczy¢ faktem, ze jest ona
na mocy réwnan pola catkowicie okreslona przez 7r:

1

przy czym V = (=0k). Z powyzszego powodu sktadowa Ay nazywa sie czasem mianem
niedynamicznego stopia swobody.

Formalizm kwantowania kanonicznego umozliwia zastgpienie klasycznych wielkosci
A E przez hermitowskie operatory uogdlnione A,E, ktore spelniaja nastepujace row-
noczasowe zwigzki komutacyjne:

[Ak (2, ), E'(t,x')] = =id6@®) (x — x');
[‘L}k(tvx>7 Al(t,X/)] =Y (67)
[E*(t,x), E't,x")] = 0.
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Na podstawie tych komutatoréow i operatorowej wersji rownania (6.6) mozna otrzymac
rOwnoczasowe zwigzki komutacyjne z zerowa sktadowa pola Proca:

[A(t,x), A(t,x')] = —i-L, V6 (x — x');

[A%(t,x), A%(t,x')] = 0. (6.8)

Rownanie Proca (6.3) warto jest teraz zapisa¢ w rownowaznej formie przy uzyciu samego
tylko czterowektorowego operatora A*:

(O+m?*)A*(z) =0 , 9,A"(x) =0, (6.9)

Pierwsze z tych rownan oznacza, ze kazda sktadowa pola Proca spelnia rownanie typu
Kleina-Gordona. Powyzszy fakt umozliwia wykonanie kowariantnej trojwymiarowe] trans-
formacji Fouriera pola Proca, a w szczegolnosci transformacji odwrotne;j:

gdzie A¥(p) jest transformaty Fouriera pola A“(a:), a zerowa sktadowa p wynosi tyle co

zwykle, tzn.: py = ++/m? + p?%  Z drugiego rownania w (6.9) wynika ortogonalnosé
transformaty Fouriera pola Proca i czterowektora p:

p-Alp) = 0. (6.11)

Fakt ten umozliwia zapisanie A“(p) w bazie trzech wektorow 5’&) przestrzennopodobnych
i ortogonalnych do p, tzn. takich, ze:

€W €k = —O0w , P-eq =0 (6.12)

Wspomniany rozktad przybiera forme:

Z a¥(p)efy (p (6.13)

gdzie a®(p) to operatorowe wspotczynniki tego rozkladu nazywane dalej operatorami
anihilacji czastki o czteropedzie p i stanie spinowym scharakteryzowanym przez wartoscé [.
Na podstawie zwiazkow (6.7) i (6.8) mozna znalez¢ zwiazki komutacyjne dla operatorow
anihilacji i kreacji na powtoce masy:

(@ (p), "™ ()] = (2m)°2pe6® (p — p')0™, (6.14)

a pozostate rownoczasowe komutatory wynosza zero.
Ostatecznie fourierowski rozktad pola Proca ma postac:

Z/ ot 32}90 (p)€ﬁ)(p) e~ 4 qi0 (p)g’(‘l) (p) eipm]‘ (6.15)

Powyzsze przedstawienie pola Ar w drodze bezposredniego rachunku umozliwia znalezie-
nie ogblnego komutatora dla dowolnych sktadowych pola Proca:

[An(z), A (2/)] = — <g“" + #aw)m(x —2) = —P"iA(z — o), (6.16)
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gdzie f’i“j to operator rzutu na przestrzefi ortogonalng do czteropedu', zas A( ) jest
funkcja Pauliego-Jordana zdefiniowang nastepujaco:
*p . .
iAz) = | ———(eP" —etP7), 6.17
(@) /(277)32290( ) ( )

Przy pomocy operatoréow anihilacji a®(p) i kreacji a'™ (p) definiuje sie stan prozni i calg
przestrzenn Focka. Nie ma potrzeby przytaczaé¢ tych definicji ze wzgledu na do$¢ wierng
analogie w stosunku do poprzednich rozdzialow. Powyzsza analogia tyczy sie rowniez
konstrukeji r6znego rodzaju funkcji falowych.

6.1.1 Cykliczna baza spinowa

Wybor bazy spinowej {e()}i_; spelniajacej warunki (6.12) charakteryzuje si¢ duzym
stopniem dowolnosci. Dowolno$é ta wystepuje oddzielnie dla kazdego p i sprowadza sie
do trojwymiarowych obrotow, tzn. ze obrét (mogacy by¢ funkcja p) przestrzennopodob-
nych wektoréw bazy zadaje rowniez baze spinowg. Oczywiscie rozsadnie jest ograniczaé
sie tylko do baz ciaglych czy nawet rozniczkowalnych wzgledem p. Niestety takie ogra-
niczenie nie zmienia faktu, ze baza spinowa zadana jest z doktadnoscia co do obrotu
parametryzowanego przez p. Zalezno$¢ tego obrotu od p moze istotnie utrudni¢ konstruk-
cje operatora potozenia lub innymi stowy uczynié¢ ja niejednoznaczna. Okazuje sie jednak,
ze mozna wprowadzi¢ pewng specjalng klase baz spinowych, ktére sag w szczegdlny spo-
sob symetryczne wzgledem transformacji Lorentza, a ich dowolno$¢ ogranicza sie tylko
do stalej macierzy obrotu i wyboru kierunku czasopodobnego. Idea wprowadzenia takich
baz opiera si¢ na okredleniu danej bazy €¢)(¢) dla pewnego wyréznionego czteropedu g.
Ustalony z gory czteroped ¢ bedzie nazywany dalej wektorem cyklicznym, natomiast zbior
wektorow {e¢)(q)} - elementami cyklicznymi bazy. Elementy bazy spinowej dla dowolnego
p mozna okresli¢ poprzez pchniecie lorentzowskie elementow cyklicznych:

eny(p) =Ny (q — p)egy(a), (6.18)

gdzie A" (¢ — p) jest macierza przeksztalcenia, ktore w uktadzie zwigzanym? z ¢ jest
pchnieciem lorentzowskim przeksztatcajacym ¢ w p. Odniesienie do uktadu spoczynko-
wego wzgledem ¢ jest konieczne ze wzgledu na to, ze pchniecia lorentzowskie nie tworza
grupy. Z tego samego faktu wynika jednoznacznos$é wektora cyklicznego dla danej bazy,
ktora bedzie nazywana bazq cykliczng. Dowolnos¢ bazy cyklicznej polega nie tylko na
wyborze wektora cyklicznego ¢, ale rowniez na swobodzie obrotowej jej elementdw, tzn.
ze dwie dowolne bazy cykliczne ¢ (p) i 5’(l)(p) spelniaja relacje:

ew(p) = Ruey (p), (6.19)

gdzie wystepuje sumowanie po k, a Ry jest macierza ortogonalng.

W okreslonym uktadzie inercjalnym najprosciej jest za wektor cykliczny przyjac naste-
pujacy czteroped spoczynkowy g = (m,0). Powyzszy wybor bedzie obowiazywal w tym
rozdziale, a oparta na nim baza cykliczna bedzie nazywana cykliczng bazq spoczynkowaq.
W danym ukladzie inercjalnym cykliczna baza spoczynkowa przyjmuje postac:

el (p) = A, (B/m)e(y(m, 0) = (A™1)", (p/m), () (m, 0), (6.20)

!Operator Pj_“' moze by¢ nazywany transwersalnym tensorem metrycznym. Operator ten byl wpro-
wadzony juz w pierwszej czesci pracy.
2Przez uklad zwigzany z g rozumie sie tutaj uktad spoczynkowy wzgledem ¢, tzn. taki ze go = m.
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gdzie A" (p/m) jest macierza pchniecia lorentzowskiego z czteropredkoscia o wartosci:
(B*/m) = (po/m, —p/m).

6.2 Gestos¢ prawdopodobienstwa i operator polozenia

W pierwszym kroku konstrukcji wygodnie jest zdefiniowaé trzy heterowariantne ope-
ratory anihilacyi czastki w punkcie Czasoprzestrzennym:

ol = V/2po a( 6.21
G, / ot 32p Po a 7 ( )

przy czym definicja ta obowigzuje w danym ukladzie inercjalnym i w cyklicznej spinowej
bazie spoczynkowej. Posta¢ operatorow a;‘) dla czastek Proca jest analogiczna jak w przy-
padku czastek skalarnych i elektronow. Rozwazane operatory spetniaja postulowany dla
operatoréw heterowariantnych réwnoczasowy zwiazek komutacyjny:

[a(l) oM =60 (x — x')o, (6.22)

t,x tx

Za pomoca operatorow a;’) mozna nastepujaco zdefiniowa¢ gestosé prawdopodobienistwa

potozenia czastki Proca:
Z i (6.23)

Nalezy teraz wykazaé, ze zdefiniowana Wlelkosc 0 nie zalezy od wyboru konkretnej cy-
klicznej bazy spoczynkowej. W tym celu warto zauwazy¢ na podstawie (6.19), ze zwigzek
miedzy heterowariantnymi potozeniowymi operatorami anihilacji zdefiniowanych w do-
Wolny‘ch dwoch cyklicznych bazach spoczynkowych odpowiednio 5’(1) (p) i e@y(p) jest na-
stepujacy: ) b i l

A/( le ( : &E,Z _ ’;,)(R”“, (6.24)
gdzie zastosowana jest konwenqa sumacyjna Einsteina dla wskaznikoéw tacinskich, nato-
miast macierz R jest ortogonalna. Z ortogonalnosci macierzy R'* wynika automatycznie

réwnosé:
3

3
N [ ~1 (1 ~T(l ~ (1
> @ [0y o0la D =" al?10)(0la, (6.25)
=1 =1

ktora dowodzi niezalezno$¢ gestosci prawdopodobienstwa od wyboru bazy spinowej w ra-
mach klasy cyklicznych baz spoczynkowych. Niezaleznosé o od cyklicznej bazy spoczynko-
wej sugeruje, ze gestosé prawdopodobienstwa mozna zapisa¢ w formie niewykorzystujgcej
zadnej bazy spinowej. Powyzsza mysl realizuje nastepujacy fakt:

Fakt 4 Gestosé prawdopodobienstwa zdefiniowana rownaniem (6.23) jest rownowazna na-
stepujqgce] postaci: R R
o(t,x) = AT (t,x)[0) - (0]A"Y (¢, x), (6.26)

gdzie kropka oznacza skalarny iloczyn trojwektorow, a AFW jest transformacjq Foldy’ego-
-Wouthuysena pola Proca®:

Al (t,X) —V2E A" (€i0/m) Av(t,x), (6.27)

gdzie B = +/m?2 — A, ¢ = i@t/E, natomiast A" () jest macierzq pchniecia Lorentza
zalezgeq od czteropredkosci.

3Transformacja FW pola Proca jest szczegotowo zdefiniowana w dodatku IN6.
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Dowéd: W pierwszym kroku warto jawnie wyliczy¢ transformate FM pola Proca wyko-
rzystujac fourierowski rozktad (6.15) tego pola w cyklicznej bazie spoczynkowej. Dzieki
temu, ze w definicji (6.20) elementow cyklicznej bazy spoczynkowej wystepuje odwrotna -
niz w definiji transformacji FW - macierz pchniecia Lorentza, mozna bez trudu otrzymac
wzOr:

3
APV (¢, x) = Z(agf; +aW)eqy(m, 0). (6.28)
=1

Wstawienie powyzszej postaci AFW o prawej strony dowodzonej rownosci oraz skorzy-
stanie z ortonormalnosci wektoréw e(1y(m, 0) sprowadza prawg strone (6.26) do lewej. m

Poniewaz analogiczny do powyzszego fakt jest prawdziwy dla czastek o spinie 1/2, to
nasuwa sie wniosek, ze reprezentacje typu Foldy’ego-Wouthuysena sa charakterystycznymi
reprezentacjami dla gestosci prawdopodobinstw i operatorow potozenia. Z rownania (6.28)
i z zupelnosci trojbazy {e()};_, wynika nastepujaca reguta komutacyjna dla anihilujace;
i kreujacej czesci transformaty FW pola Proca:

[AL (%), AL (%) = 69 (x — x') o (6.29)

Reguta ta jest zgodna z najsilniejszym warunkiem na reprezentacje heterowariantna, jaka
jest niewatpliwie reprezentacja Foldy’ego-Wouthuysena.
Znajomo$c¢ gestosci prawdopodobienstwa determinuje posta¢ operatora potozenia:

~

Ot = / P x oft, x) = / d*x x [AFV]0) - (0] AFY]. (6.30)

Powyzszg definicje operatora potozenia odwotujaca sie do transformaty FW mozna row-
nowaznie przeksztalci¢ do nieco innej postaci.

Fakt 5 Operator potozenia czqstki Proca Q(t) zdefiniowany réwnaniem (6.30) jest row-
nowWazny pPonizszemu operatorows:

A

Q(t) = /d3xx [AS-10)i 9, (0]AS], (6.31)

gdzie AS jest spoczynkowq wartoscig pola Proca zdefintowang nastepujgco:
Al(t,x) = A (ei0/m) A(t,x). (6.32)

Dowéd: Spoczynkowa wartosé pola Proca AS roimi sie od reprezentacji AFW tylko
czynnikiem \/ﬁ, a wiec roznica jest taka sama jak pomiedzy polem skalarnym qg ijego
heterowariantnym odpowiednikiem. Zatem dowod jest identyczny jak w przypadku pola
skalarnego®. m

Operator potozenia czastki Proca mozna jeszcze przeksztatcaé na rozne sposoby, na
przyktad do postaci wykorzystujacej besposrednio jedynie podstawowe wielkoSci polowe,
takie jak An, Niestety w przedstawieniach powyzszego typu catka definiujaca operator
potozenia bedzie zawierata zamiast wektora x znacznie bardziej skomplikowany obiekt.

W celu znalezienia zwiazkow komutacyjnych dla operatora Q najwygodniej bedzie
wprowadzi¢ heterowariantng funkcje falowa w przedstawieniu pedowym, a dokladniej
w pedowej reprezentacji typu Foldy’ego-Wouthuysena. Dla prostoty najwygodniej jest

4Chodzi o dowéd faktu 2.
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skorzysta¢ z obrazu Schrédingera. Dla dowolnego jednoczastkowego stanu [¥)(1) pola
Proca definiujemy nastepujaca wektorowa funkcje falowa:

& (1, p) = (0]A™Y (£, p) W), (6.33)

gdzie ATV (¢, p) jest zwykla transformatg Fouriera (zmiennych przestrzennych) pola A(t, X).

W reprezentacji ¥ (¢, p) operator polozenia ma postac

A

{Qlgrw = i%. (6.34)

Wiedzac, ze w rozwazanej reprezentacji operator czteropedu jest po prostu mnozeniem
przez pt, tatwo otrzymac zwigzki komutacyjne polozenia i czteropedu:

QY. Q=0 ; [QF =14 ; [QF H]=1ipt/H. (6.35)

Spelnione jest zatem kolejne kryterium poprawnosci operatora potozenia czastki Proca.
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Rozdziat 7

Bezmasowe pole wektorowe - fotony

7.1 Kowariantne kwantowanie kanoniczne

W biezacym paragrafie zostanie rozpatrzone hermitowskie czterowektorowe pole kwan-
towe spelniajace rownanie d’Alemberta:

OA*(x) = 0. (7.1)

Pole A“(m) opisuje czteropotencjal pola elektromagnetycznego pod warunkiem, ze jest
w jaki§ sposob uwzgledniony kowariantny warunek cechowania Lorentza. Wspomnia-
nym warunkiem jest wigz Gupty-Bleulera na fizyczne stany kwantowego czteropotencjatu,
ktory bedzie zdefiniowany dalej.

Podstawg dalszych rozwazan jest kowariantny fourierowski rozktad pola:

D () e (p) 6= 4 41O () b (1) P
Z/ 27 22]90 a (p)&?(/\)(p)e P +a (p)é‘()\)(p)ep ], (7.2)

gdzie po = +|p|. Wystepujace tutaj operatory kreacji i anihilacji spetniaja nastepujace
reguty komutacyjne na dodatnim stozku $wietlnym (p? = 0, py > 0)":

(@™ (p), &' ()] = —(27m)°2p00® (p — P')g™, (7.3)

a pozostate komutatory wynosza zero. Baza wektoréw polaryzacyjnych 5’(‘/\) jest unormo-
wana do tensora metrycznego:

5()\) . 5()\/) = gx\- (74)
Ponadto dla ustalenia uwagi zaktada sie, 7e czterowektor falowy (ped) p* lezy w plasz-

czyznie wektorow £(o (p), (3 (p) i pomiedzy nimi, tzn.:

p- 8(1( ) 0 , p- 8(2( ) 0 , p'&?(g)(p) < 0. (7.5)

7.1.1 Struktura rozszerzonej przestrzeni Focka

Pelma przestrzen Focka F jest zbudowana przy pomocy czteroelementowego zbioru
operatoréw kreacji {af™}3_, i stanu prozni |0), zdefiniowanego standardowo. Przestrzen
ta jest nieskonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa wyposazong w forme pottorali-
niowa, ( | ), bedaca odpowiednikiem iloczynu skalarnego. Forma ta traktowana jako forma

!Termin stozek $wietlny jest tu odpowiednikiem powtoki masy.
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kwadratowa nie jest dodatnio okreslona na F, poniewaz mody a'(”)(p) posiadaja ujemny
kwadrat, o czym przekonuje nastepujace roOwnanie:

(01a (p)al® (p)|0) = —(27)*2pes® (p — P'). (7.6)

Przestrzeri F nie jest wiec przestrzenig Hilberta. Fizyczny stan |¥) pola A*(z) winien
speliaé¢ nastepujacy warunek konieczny:

(2], A% (2)|¥) =0, (7.7)

przy czym rownos$é¢ zachodzi dla dowolnego x. Warunek konieczny mozna zamieni¢ na
silniejszy liniowy warunek Gupty-Bleulera, ktory dla pola hermitowskiego ma postac:

DAL ()W) = 0, (7.8)

gdzie fl‘(‘ﬂ (x) jest anihilujaca czescia pola, ktora posiada dodatnie czestosci. Powyzszy
warunek zapisany w zmiennych pedowych przyjmuje postac:

[ (p) — a®) (p)] W) =0, (7.9)

gdzie p jest dowolne (w ramach dodatniego stozka $wietlnego). Warunek Gupty-Bleulera
definiuje fizyczna przestrzen stanow S, bedaca podprzestrzenig pelnej przestrzeni F.

Struktura petnej przestrzeni Focka F oraz przestrzeni stanow fizycznych S kwantowego
czteropotencjatu jest dosy¢ subtelna. W analizie powyzszych przestrzeni pomocne beda
nastepujace operatory kreacji:

i (p) = LW EEDE) ) 00 PG (7.10)
+ V2 T V2

Nowe operatory kreacji sa liniowo niezalezng kombinacja swoich pierwowzoréw i dlate-

go wraz z a'((p), a'®(p) generuja pelng przestrzen Focka F. Ponadto spetniaja one

nietypowe zwiazki komutacyjne:

las(p),a ()] =0 , [ax(p),ak(p)] = —(27)*2ped® (p — D). (7.11)

Rozwazane operatory kreuja abstrakcyjne fotony o polaryzacjach bedacych wektorami
zerowymi, w szczeg6lnosci operator dT_(p) kreuje foton o polaryzacji réwnolegtej do p.
7 warunku (7.9) i regul komutacyjnych (7.11) mozna wywnioskowa¢, ze fizyczne wektory
stanow nie zawieraja modow dl (p). Fakt ten oznacza, 7e fizyczna przestrzen stanow kwan-
towego czteropotencjatu pola elektromagnetycznego jest generowana przez mody a')(p),
a'@(p), a' (p). Przestrzen ta jest pseudohilbertowska, poniewaz niezerowe mody a' (p)
maja zerowy pseudonorme i dlatego rozwazana przestrzen jest oznaczana przez S, a nie
przez ‘H. Jezeli przez O4 oznaczymy przestrzenie liniowe stanéw fotonowych o wekto-
rach polaryzacji lezacych na stozku §wietlnym, generowane odpowiednio przez dl(p), to
przestrzen Focka moze by¢ formalnie przedstawiona w postaci:

F=8®0,. (7.12)

Nalezy odnotowaé, ze wystepujace w tym réwnaniu przestrzenie F,S majg charakter
inwariantny, niezalezny od wyboru wektorow bazowych e,y ani od wyboru cechowania
(w ramach cechowania Lorentza). Powyzszy fakt wynika miedzy innymi z kowariantnosci
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warunku Gupty-Bleulera (7.8). W przeciwienistwie do absolutnych (inwariantnych) prze-
strzeni F 1 § przestrzen O, moze zaleze¢ od wyboru bazy polaryzacyjnej, natomiast
przestrzen O_, zwigzana z polaryzacja wzdhiz $wietlnego wektora falowego ma z caly
pewnoscig inwariantny charakter.

Poniewaz przestrzen S zawiera mody dl(p) 0 zerowej normie, to warto jest wydzieli¢
w pewien sposob te mody z przestrzeni stanéw, otrzymujac wtasciwa przestrzen Hilberta
H generowang przez afV(p), a'®(p). Drzieki temu zabiegowi przestrzen stanéw pola
wektorowego mozna wyrazi¢ w formie:

S=H®O_ (7.13)

Oczywiscie wydzielenie wtasciwej przestrzeni Hilberta z przestrzeni stanoéw zalezy od
wyboru bazy polaryzacyjnej, a w konsekwencji od wyboru cechowania. Przyktadowo
wybor €)(p) = e, gdzie eq) jest wektorem bazowym osi czasu w pewnym ukla-
dzie inercjalnym, sprowadza sie do cechowania Coulomba (cechowania promieniowania):
AO‘H =0,V A}H = 0 we wspomnianym uktadzie. Wida¢ zatem, ze istnienie podprze-
strzeni O_ podtuznych fotonow zerowych jest potrzebne w przestrzeni standéw S tylko do
zapewnienia niezmienniczosci ze wzgledu na wybor cechowania.

7.1.2 Warunek konieczny dla obserwabli fizycznych

Dowolna obserwabla O bedaca hermitowskim operatorem pewnej wielkosci fizycznej
nie moze w zaden sposob zaleze¢ od cechowania. Powyzszy fakt oznacza miedzy innymi
to, ze operator O przeksztalca stany fizyczne w stany fizyczne. Zatem dla fizycznego
stanu |¥) € S winna zachodzi¢ rownosé:

9, A" \(z) O|F) = 0. (7.14)

Prawdziwos¢ powyzszego rownania mozna zagwarantowaé¢ naktadajac na O warunek:

N

Vies [0l (), O]1W)=0 A (¥[[9,Al (), O ]=0. (7.15)

Powyzsza zalezno$¢ jest kwantowomechanicznym warunkiem niezaleznosci obserwabli O
od cechowania. Stosujac ten warunek dla operatora projekcji na stan prozni |0)(0] mozna
sie przekonaé, ze nie wolno narzuci¢ silniejszego warunku na obserwable zadaniem, aby
komutatory [aufl?i)(x), OA} wynosity zero. Fakt ten jest konsekwencja tego, ze przestrzen
S jest pseudohilbertowska. Warunek (7.15) powinien oczywiscie zachodzi¢ rowniez dla
operatora polozenia.

W kwantowaniu metoda Gupty-Bleulera swobodzie cechowania podlegaja wektory
stanu, a nie bezposrednio operator pola A“(a:) Ponadto swoboda zwigzana z cecho-
wania w przypadku kwantowym jest znacznie szersza niz w teorii klasycznej. Rozwazmy
mianowicie nastepujaca transformacje (uogélnionego cechowania?) stanu |¥) € S:

W) = |0) 4+ /Q wde \(2)iB, 0 Alx)|D), (7.16)

2Zwykle cechowanie polegaloby na podzialaniu operatorem przesuniecia, odpowiadajacym stanowi
o zerowej czterodywergencji, na stan |¥). Transformacja (7.16) jest jednak ogolniejsza ze wzgledu na
dowolnos¢ stanu |D).
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gdzie x(z) jest dowolng?® calkowalng z kwadratem funkcja spelniajaca rownanie d’Alember-
ta, a |®) jest zupelie dowolnym stanem fizycznym. Poniewaz operatory O - A(Jr) (x),
0 - A(_)(:c) komutuja, to zdefiniowana transformacja okresla stan fizyczny oraz nie zmie-
nia iloczynu skalarnego dowolnych dwoch stanow fizycznych. Dzieki warunkowi (7.14)
latwo zauwazy¢, ze transformacja typu (7.16) nie zmienia rowniez wartosci elementow
macierzowych obserwabli fizycznych policzonych na stanach fizycznych. Omoéwione wia-
snosci $wiadceza o tym, ze stany [U') i |U) opisuja ten sam stan pola elektromagnetycz-
nego 7 ta tylko réznica, ze moga wykorzystywac inne cechowanie odpowiednich elementow
macierzowych czteropotencjatu. Zatem transformacja cechowania w postaci (7.16) zadaje
relacje rownowazno$ci w pseudohilbertowskiej przestrzeni S zachodzacag pomiedzy dwoma
stanami:

W) ~ W), (7.17)

Relacja 7 ~ 7 wyznacza w przestrzeni standéw klasy rownowaznosci. W obrebie danej
klasy wybor konkretnego reprezentanta nie odgrywa pod wzgledem wielko$ci fizycznych
zadnej roli.

7.2 Gestosé prawdopodobienstwa i operator potozenia

7.2.1 Wstepne proby
Préba wykorzystania bazy cyklicznej

W niniejszym paragrafie zastosowana bedzie cykliczna baza spinowa zdefiniowana
w wyroznionym uktadzie wspotrzednych nastepujaco:

e (p) = Ay (g — ple(y (@), (7.18)

gdzie ¢ jest wybranym wektorem cyklicznym (czteropedem), a A¥(q — p) jest macierza
pchniecia lorentzowskiego w rozwazanym uktadzie, ktore przeksztatca ¢ w p. Cztery hete-
rowariantne potozeniowe operatory anihilacji, mozna zdefiniowaé¢, tak jak w poprzednich

aN — 2p0 @M ( 7.19
i) = [ G . (7.19)

Wprowadzone operatory spetniaja nastepujace reguty komutacyjne:

rozdziatach wzorem:

a3l = =96 (x - x), (7.20)
a pozostale rownoczasowe komutatory wynosza zero. Mozna teraz rozwazy¢ nastepujaca

propozycje operatora gestosci prawdopodobienstwa i w konsekwencji propozycje operatora
polozenia fotonu:

6r(t.%) = —gual Ol 0]l | Qu(t) = / dx x bi(t, ). (7.21)

Mozna wykaza¢, ze $rednia warto$¢ gestosci (¢, x) dla stanow fizycznych jest nieujemna,
za$ wktad do elementéw macierzowych tej gestosci pochodzacy od stanéw z przestrzeni O_

3Funkcja x(x) moze byé¢ nawet zespolona, przy czym i tak odgrywa role tylko jej czesé X(+) () z do-
datnimi czesto$ciami.
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jest rowny zero. Operatory 0y, QI nie zalezg zatem od cechowania, ale zaleza od wyboru
wektora cyklicznego ¢ bazy cyklicznej. W przypadku bezmasowych fotonéw nie istnieje
zaden wyrdzniony w danym uktadzie inercjalnym czteroped ¢ i dlatego przedstawiona
konstrukcja operatora polozenia jest niejednoznaczna (zalezna od ¢). Niejednoznacznosé
operatora @1 dyskwalifikuje go jako kandydata na operator potozenia.

Préba wykorzystania heterowariantnego operatora pola

Zwiagzek komutacyjny anihilujacej czesci pola A‘(‘Jr)(x) oraz czeSci kreujacej A‘(’_)(a:) jest
nastepujacy: X R

(Al (), AL (2)] = —g™ iAo (z — o), (7.22)

gdzie Acpy(x — 2') jest funkcja Wightmana o dodatnich czestosciach. Wida¢, ze nawet

rownoczasowy komutator operatorow fl‘(‘i)(x) nie jest ,unormowany” do delty Diraca.

Jezeli heterowariantny operator pola /l(a:) zostanie zdefiniowany nastepujaco:

A (z) = \/2¢/m2 — A Ak (z), (7.23)

to wowczas bedzie spelniony prosty rownoczasowy zwigzek komutacyjny:
[A‘(:L)(t, x), A (¢, x)] = —g"6® (x — x'). (7.24)

Dzieki heterowariantnemu operatorowi pola mozna zaproponowaé nastepujaca postac dla
operatora potozenia:

Q(t) = —/d3x x A*10)(0| A, = —/d3x xA"|0Yi D, (0] A,. (7.25)

Powyzszy operator posiada satysfakcjonujace zwiazki komutacyjne, ale mimo to ma dwie
(zwiazane ze sobg) wady. Podstawowy problem polega na tym, ze operator QH nie spelnia
warunku (7.15), co oznacza, ze nie jest on obserwabla fizyczna, gdyz zalezy od swobody
cechowania. Ponadto gestosci wystepujace w calce (7.25) nie sa dodatnio okreslone nawet
na stanach fizycznych. Zatem operator @H nie jest poszukiwanym operatorem potozenia
fotonu.

7.2.2 Uogo6lniona transformacja FW czteropotencjalu

Dotychczas nie powiodty sie wstepne proby konstrukeji operatora potozenia fotonu
oparte na metodach, ktore funkcjonowaly w przypadku masywnych czastek Proca oraz
czastek o spinie mniejszym niz 1. W niniejszym i w nastepnych dwoch paragrafach nie
beda podejmowane proby przeprowadzenia systematycznej konstrukji operatora potozenia
fotonu analogiczne do wspomnianych wcze$niej, ale wprowadzona zostanie bezposrednia
analogia w stosunku do gotowych postaci operatorow potlozenia i gestosci prawdopodo-
bienstwa zdefiniowanych w poprzednich rozdziatach. Mianowicie przywotane operatory
wykorzystuja tzw. spoczynkowq wartosé pol oraz blisko z nig zwigzang transformacje typu
Foldy’ego-Wouthuysena. Pozornie wydawacé by sie moglo, ze dla czteropotecjatu nie maja
sensu takie transformacje, gdyz nie istnieje uktad inercjalny w ktorym fotony spoczywaja.
Mimo to mozna praktycznie jednoznacznie okresli¢ takie transformacje. W tym celu na-
lezy zdefiniowa¢ umowny operator czteropredkosci fotonu, ktéry w terminach pierwszej
kwantyzacji przyjmie postac:

Up) =eiV/p , Uslp) =1 A/p2, (7.26)
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gdzie wystepuje operator znaku czestosci € = i0;/+/—/\ 1 paramert 1 0 wymiarze masy.
Przestrzenna cze$¢ umownej czteropredkodci jest zdefiniowana do$¢ naturalnie, gdyz jest
ona proporcjonalna do pedu. Bardziej dyskusyjna jest posta¢ zerowej sktadowej czte-
ropredkosci, ktora powyzej zostata zdefiniowana tak, aby zagwarantowac jej normaliza-
cje do jednosci: U,(u)U”(y) = 1 dla g > 0. Alternatywnie mozna by zdefiniowaé ze-
rowg sktadowa czteropredkosci - analogicznie do sktadowych przestrzennych - rownaniem
Ul(p) = €10, /1 = /=) . Wowezas czteropredkoéé bylaby wektorem zerowym. Zasto-
sowanie Ué zamiast Up nie zmienitoby przedstawionych tutaj rachunkéw, a nawet by je
uproécito.

Zostanie teraz zdefiniowana transformacja Lorentza, ktora w danym ukladzie inercjal-
nym jest pchnieciem o operatorows czteropredkosé U¥(u), po czym zostanie wykonana
granica pr — 0. Gdyby czteropredko$é byta klasyczna wystarczytoby uzyé¢ wzorow*:

Ay =U, A" | A=A - U1+ Uy) " Ay + Ap). (7.27)

Besposrednie uzycie powyzszych wzoréw uniemozliwiloby wykonanie przejscia granicz-
nego 1 — 0 ze wzgledu na osobliwosé fl’o Mozna jednak doprecyzowac¢ definicje poszuki-
wanej transformacji.

Definicja Uogolniona spoczynkowa wartosé czteropotencjatu flg (t,x) w wyrdznionym ukta-
dzie wspotrzednych to wielkosé polowa spetniajgcea ponizsze warunki:

1.
Yoy jajes  (PA5(2)|®) = }}g}ﬁ‘l’lAﬁa(U(u))A”‘(ﬂC)I@ (7.28)

A~ ~

0 Ag(x) =0 A(x). (7.29)

gdzie AP, (U(,u)) sq wspotczynnikami transformacji Lorentza (7.27) zastosowanej dla umow-
nej czteropredkosci fotonu okreslonej przez (7.26) i bedgcej operatorem rézniczkujgcym.

Wprowadzenie elementu macierzowego w pierwszym réwnaniu pozwala usuna¢ osobli-
wos¢ zwigzana 7z fl% dzieki warunkowi Gupty-Bleulera. Natomiast punkt 2 likwiduje dwu-
snacznosé A3 bedaca konsekwencja rownania (U|9,Ag(z)|®) = (U|V - A(z)|®). Jedyna
alternatywna posta¢ uogo6lnionej spoczynkowej wartosci czteropotencjalu mozna zdeter-
minowaé¢ warunkiem znikania jego czterodywergencji zamiast warunku 2. Obydwie wersje
rozwazanej transformacji, jak wynika z dalszych rachunkow, réznig sie tylko zamiang
8tA0(x) na V- A(:L’) Wydaje sie jednak, ze przyjeta konwencja jest bardziej naturalna®.
Warto podkresli¢, ze powyzsza dwuznacznos$¢ nie odgrywa zadnej fizycznej roli. Pewna
trudnos¢ stanowi wyliczenie sktadowe] A%, przy ktorym trzeba skorzystac¢ z fourierow-
skiego rozwiniecia pola. Pod znakiem calki tego rozwiniecia na mocy warunku Gupty-
Bleulera mozna skorzystaé¢ z reguty d’Hospitala, co prowadzi do zerowej wartosci A%
Taka samg warto$¢ uzyskuje sic automatycznie stosujac U (1) zamiast Up(u). Obliczenie
przestrzennej sktadowej uogolnionej spoczynkowej wartosci czteropotencjatu nie stwarza
juz problemu. Ostateczny wynik obliczen jest nastepujacy:

Alt,x) =0 | Ag(t,x) = A(t,x) — VAT, Ag(t, x). (7.30)

4Patrz dodatek N5.
5 Alternatywna wersja transformacji spelnia warunek cechowania Coulomba w postaci operatorowej,
co nie jest w duchu metody Gupty-Bleulera.
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Posta¢ wektora AS przypomina bardzo cechowanie Coulomba, zachodzg nawet charakte-
rystyczne dla tego cechowania zwigzki komutacyjne:

[A(x), A (2))] = (0¥ — AT1"NiA(x — o), (7.31)

gdzie A(') jest funkcjg Pauli-Jordana. Mimo tego podobienstwa do cechowania Coulomba
dywergencja wektora Ag nie Wynosi zero.

Ponadto uogoélniona spoczynkowa warto$¢ czteropotencjatu spelnia warunek konieczny
(7.15) na obserwable fizyczna, a nawet nieco silniejszy warunek:

[A%(z), 0+ Ay (2')] = 0. (7.32)

Mozna teraz w standardowy sposob zdefiniowa¢ transformate typu Foldy’ego-Wouthuy-
sena wzorem:

Apw = \/2V/ =D Ag = V2(=L) VA + V2V (=1) 318, A, (7.33)

7.2.3 Propozycja gestosci prawdopodobienistwa polozenia

Dzieki temu, ze udato sie zdefiniowaé transformacje typu Foldy’ego-Wouhuysena mozna
zdefiniowa¢ gesto$¢ prawdopodobienstwa polozenia fotonu w pelnej analogii do gestosci
prawdopodobienstwa innych czastek wprowadzonych w tej czesci pracy. Operator ten ma
mianowicie postac: R R

o(t,x) = Apw(t,x)|0) - (0[Apw (t,x). (7.34)
Powyzsza gestos¢ prawdopodobieristwa jest z definicji nieujemna. Ponadto ¢ na mocy
(7.32) spelnia dla dowolnego fizycznego stanu |¥) nastepujacy warunek niezaleznosci od

swobody cechowania: A
0 Ay (') b(a) ) = 0. (7.35)

Nalezy jeszcze sprawdzi¢ normalizacje prawdopodobienistwa. Rachunek oparty na rozwi-
nieciu fourierowskim prowadzi do wyrazenia:

3
N a3
/d3x o=1"+v2) / ﬁ [a"™]0)(0la— + a' 0)(0]a™] ey, (7.36)
A=0 0

gdzie a_ jest operatorem anihilacji fotonu cechowania okreslonym réwnaniem (7.10), na-
tomiast 1 jest jednoczastkowym operatorem identycznosci w pelnej przestrzeni Focka
F, zdefiniowanym nastepujaco:

A d*p ,
10 = T gwat ™0y 0laW). 7.37

Pozornie wydaje sie, ze normalizacja o jest niedopuszczalna, gdyz nie zapewnia jednostko-
wej wartosci prawdopodobienstwa. Z fizycznego punktu widzenia wazne sg tylko elementy
macierzowe operatoro6w policzone na stanach fizycznych i w takim sensie prawdopodobien-
stwo potozenia jest unormowane do jednosci:

(v / dx 0 @) = (|iV]®), (7.38)
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dla dowolnych stanow fizycznych |U), |®). Powyzszy fakt jest prosta konsekwencja wa-
runku Gupty-Bleulera. Normalizacje prawdopodobieristwa mozna tez sformutowaé¢ w nieco
inny sposob odwotujac sie do relacji 7 &~ 7 zachodzgcej miedzy stanami réznigcymi sie
tylko swoboda cechowania:

/d3x 0|®) ~ 1V|P). (7.39)

Warto podkresli¢, ze powyzsze subtelnosci zwigzane z normalizacja prawdopodobienstwa
w ogoéle nie wystepuja w metodzie kwantowania pola elektromagnetycznego, opartej - od
samego poczatku - na cechowaniu Coulomba. Whrew pozorom omawianych subtelnosci
nie usunie zamiana operatora 9, Aq(z) na V - A(x) w wyrazeniu na transformacje FW,
mimo ze wowczas pole AFW(t, x) miatoby zerowa dywergencje.

Wprowadzona gesto$¢ prawdopodobienistwa spetnia zatem podstawowe trzy warunki
konieczne: nie zalezy od swobody cechowania, jest nieujemna i unormowana do ,fizycznej”
jedynki jednoczastkowej.

7.2.4 Propozycja operatora polozenia fotonu

Na podstawie gestosci prawdopodobienistwa wprowadzonej w poprzednim paragrafie
mozna zbudowaé nastepujacy operator potozenia fotonu:

~

Q(t) = / d*x x[A gy (£, %)[0) - (O|A pyy (2, x)]. (7.40)

W celu analizy tego operatora potozenia wygodnie jest wprowadzi¢ funkcje falowa w re-
prezentacji FW dla stanéw jednoczastkowych:

W(t,x) = (0|A pyp(t, %)W)V (7.41)

Powyzsza wektorowa funkcja falowa posiada zerowag dywergencje i wylacznie dodatnie
czestosci. Mozna pokazaé, ze tak zdefiniowana funkcja falowa fotonu pokrywa sie z funkcja
Landau’a-Peierlsa (1.49), jesli ograniczymy sie wylacznie do dodatnich czestosci.

Postac¢ operatora Q w reprezentacji Foldy’ego-Wouthuysena i obrazie Schrédingera mozna
znale7¢ na podstawie warunku:

{QMW!(t,x) = (0] Afw (. x)Q" ()W) (7.42)

W obliczeniach wykorzystany bedzie komutator anihilujacej i kreujacej czesci transfor-
maty FW czteropotencjatu:

[Af o (£,%), Al oy (£,X)] = (88 = A719F0") 6 (x — X). (7.43)
Zastosowanie tego zwigzku prowadzi do réwnania:
{QYU! (t,x) = (6" — A1) 2" W (¢, x). (7.44)

Przy uzyciu reprezentacji pedowej dla z’ i operatoréw rézniczkujgcych, po uwzglednieniu
bezzrodtowodci funkeji falowej, mozna otrzymaé nastepujaca postaé reprezentacji opera-
tora potozenia:

{QY = a'd" + AT, (7.45)
Otrzymana forma operatora polozenia zapewnia to, ze operator ten jest dobrze okreslony
w dziedzinie wektorowych funkcji bezzrodtowych. Ponadto {@Z}kl wbrew pozorom jest
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operatorem hermitowskim w dziedzinie swojej okreslonosci, co jest ukryte poprzez wy-
stepowanie indekséw macierzowych. Hermitowsko$¢ rozwazanego operatora potozenia nie
budzi watpliwosci na poziomie drugiej kwantyzacji.
Mozna pokazaé, ze wzor (7.45) na o.p. fotonu jest rownowazny z wzorem podanym
przez Bacry’ego®:
{Q} =x+ p;zS’ (7.46)

gdzie p = /=2, a (S%)7F = —ic¥* Natomiast w nastepujacej reprezentacji funkcji falowej
fotonu:

P(t,x) = (0]Ag(t,x)[T)D, (7.47)

postaé operatora Q przybierze forme (1.36) podang przez Pryce’a.

Reprezentacja (7.45) i jej pedowy odpowiednik umozliwia znalezienie waznych zwigz-
kow komutacyjnych dla operatora potozenia. Najprosciej jest otrzymaé¢ komutatory po-
tozenia i czteropedu:

Q') =i [Q H]=1p'/H. (7.48)
Powyzsze zwigzki maja zupelnie satysfakcjonujaca posta¢. Z komutatora polozenia i ha-
miltonianu wynika operator predkosci fotonu, ktory jest prawidtowo unormowany do jed-

nosci, to jest do wartosci predkosci Swiatta. Nieco bardziej skomplikowany jest komutator
sktadowych operatora potozenia:

/\i A . kl _ A Z . AT - Z
{lQ, Q)" = a1 (et — 6176™), (7.49)
gdzie wystepuje transwersalna delta Kroneckera ST, ktora jest nastepujacym operatorem:
o = ok — AR (7.50)

Element macierzowy komutatora sktadowych potozenia policzony dla dwoch jednoczast-
kowych stanow wyraza sie nastepujaco:

(|[QF, Q7]|®) = /d3x (THATIDT — I ATLIDY), (7.51)
lub przy uzyciu iloczynu wektorowego w formie:

(T|Q x Q|®) = /d3x U x (A7), (7.52)

Okazato sie zatem, ze sktadowe operatora polozenia fotonu nie komutuja. Wszystko wska-
zuje na to, ze najprawdopodobniej nie istnieje poprawny operator potozenia fotonu o ko-
mutujacych sktadowych, co jest konsekwencja wystepowania wiezu dla wektorowej funkcji
falowej polegajacym na zerowaniu sie jej dywergencji. Z tego powodu nieprzemienno$é
wspotrzednych w przypadku fotonu nie deprecjonuje jeszcze operatora potozenia. Ope-
rator Q(t) mozna interpretowaé¢ jako operator potozenia efektywnego, dla ktorego nie
istnieja uogolnione stany wtasne wszystkich sktadowych jednoczesnie. W tym sensie pro-
blem lokalizacji fotonu lezy nie tyle w samym pojeciu operatora potozenia co w fun-
damentalnych ograniczeniach nalozonych na stany. Z regut komutacyjnych sktadowych

6Mimo, ze Bacry podal ten wzér w nicodpowiedniej reprezentacji funkeji falowej.
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operatora potozenia wynika, ze fotony nie moga by¢ dowolnie dobrze zlokalizowane w kaz-
dym kierunku jednoczesnie. Wedlug publikacji |6] istnieja natomiast stany o wyktadniczej
lokalizacji fotonow.

Na zakonczenie warto podkresli¢, ze operator potozenia fotonu Q(t) jest skonstruowany
analogicznie do operatoréw innych czastek i opiera sie¢ na transformacji typu Foldy’ego-
-Wouthuysena. Poniewaz istnieja tylko dwie takie transformacje, ktore sg fizycznie rowno-
wazne, to mozna mowi¢ o jednoznacznosci operatora potozenia. W zasadzie dyskutowana
byta dwuznaczno$é¢ nie transformacji FW, a tzw. uogolnionej wartosci spoczynkowej czte-
ropotencjatu Ag, zatem warto zapisa¢ operator polozenia przy pomocy tego obiektu:

Ot) = / d*x x[As(t, x) - [0i 9, (0]As(t,x)]. (7.53)

Pole Ag jest w praktyce rownowazne wektorowemu potencjatowi pola elektromagnetycz-
nego w cechowaniu Coulomba. Fakt ten nie oznacza jednak ztamania cechowania, gdyz
caly niniejszy rozdziat byt formutowany w ramach metody Gupty-Bleulera, ktora nie wy-
roznia zadnego cechowania w obrebie kowariantnego cechowania Lorentza.
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Rozdzial 8

Kroétkie podsumowanie

W niniejszym podsumowaniu zostanie podana synteza wiadomosci o operatorze poto-
zenia dla czastek o spinie s € {0,1/2,1}. Wspomniane czastki w ramach kwantowej teorii
pola mozna opisywaé kilkuelementowym zbiorem pojedynczych pol {én(x)} 0 wartos-
ciach operatorowych, posiadajacym odpowiednie reguly transformacyjne. Liczba tych
pol dla czastek bezspinowych wynosi jeden, a dla czastek o spinie 1/2 i 1 cztery, przy
czym te cztery sktadowe sa w pewien sposob zalezne. Do zbudowania operatora poto-
zenia potrzebne sg tzw. spoczynkowe wartosci pol ég zdefiniowane w danym uktadzie
inercjalnym przez pchniecie lorentzowskie tych pol .z operatorowa czteropredkoscia”, co
mozna formalnie wyrazi¢ wzorem:

O5(t,x) = S (A1) Dy(t, ), (8.1)

gdzie S, (A( )) jest macierza, wedlug ktorej transformuje sie dane pole pod wplywem
transformacji Lorentza opisywanej macierza A" ( ), zalezaca w przypadku pchnieé¢ tylko
od czteropredkosci. W tym wypadku jest uzyta nastepujaca czteropredkosé, bedaca ope-
ratorem rozniczkujacym:

at = €i0" /m, (8.2)

gdzie m jest masa kwantow danego pola, a € jest operatorem znaku czestosci okreslonym

nastepujaco:
€ =10,//m?— A. (8.3)

Dzieki spoczynkowej wartosci pol operator poltozenia czastki (o dodatnich czestosciach)
wyraza sie wzorem:

Q. (t) = % 3 / dx x B (t,%)[0)i 9, (0|85 (¢, %), (8.4)

(2m>2s—2[s

przy czym czynnik masowy stojacy przed znakiem sumy roéwna sie jeden dla bozonow
(s = 0,1), natomiast dla fermionéw (s = 1/2) wynosi (2m)~!, gdyz [s] oznacza funkcje
entier od wartosci spinu danej czastki.

Jezeli pola @, (x) opisuja czastki natadowane elektrycznie, to potrzebny jest rowniez
operator polozenia antyczastki:

Q (1) = m ;/d?)x x BS(t,%)|0)i 9y (01815 (¢, x). (8.5)
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Do wyrazenia gestosci prawdopodobienstwa potozenia potrzebne sg transformaty typu
Foldy’ego-Wouthuysena rozwazanych pol, ktore mozna prosto zdefiniowaé¢ przy pomocy
spoczynkowych wartosci tych pol:

2 FW V2E 2 s
O = T P, (8.6)
n (2m)s=lsl

gdzie E = \/m2 — A. Operator gestosci prawdopodobienistwa polozenia czastki wyraza
sie wzorem:

6 (t:x) = Y @f™ (1,)|0) (0121 (1, ). (8.7)
Analogicznie wyraza sie gesto$¢ prawdopodobienstwa antyczastki:

o-(t,x) = Y & (8, %)|0)(0]&]" (¢, ). (8.8)

Wprowadzone operatory Qi sa rOwnowazne operatorom polozenia wprowadzonym
roznymi metodami przez Pryce’a, Newtona i Wignera oraz Foldy’ego i Wouthuysena.
Autorzy ci nie wprowadzili rozréznienia operatora potozenia dla czastek i antyczastek,
wobec czego jako operator potozenia podali sume Q+ + Q_.

Transformacja (8.6), a zatem operator polozenia i jego gestos¢ prawdopodobieristwa,
zostata okreslona rowniez dla czastek bezmasowych. Cel ten zostal zrealizowany przy
pomocy odpowiedniego przejscia granicznego. Zagadnienie jednoznaczno$ci wyniku tego
przejsScia granicznego wymaga pewnego komentarza. Istnieja dwa mozliwe sposoby prze-
prowadzania tego przejscia. Pierwszy sposob wychodzi z teorii o niezerowej masie, w ra-
mach ktorej, jesli to mozliwe, dokonuje sie formalnego przejscia granicznego m — 0 we
wzorze (8.6). Drugi sposob wychodzi 7 teorii bezmasowej, w ramach ktorej wprowadza sie
umowny czynnik masowy p zastepujacy m we wzorze (8.6). Po wprowadzeniu czteropred-
kosci zaleznej od umownej masy wykonuje sie przejécie graniczne p — 0. W przypadku
czastki skalarnej obydwa przejscia graniczne nie nastreczaja trudnosci i sa zgodne. Dla
fermionéw rowniez istnieja obydwie granice, ale prowadza one do jakosciowo réznych wyni-
kow. Dla pola Diraca granica typu m — 0 prowadzi do o.p. o komutujacych sktadowych.
Wynik ten nalezy jednak traktowac jako matematyczna ciekawostke, gdyz bezmasowe fer-
miony sg opisywane polem Weyla, a nie Diraca. W przypadku pola Weyla granica yp — 0
prowadzi do o.p. typu Borna-Infelda, ktorego sktadowe nie komutuja. W przypadku
fotonow obydwa sposoby wykonania przejscia granicznego sa fizycznie rownowazne, tzn.
tozsame dla stanow fizycznych. Uzyskany w wyniku przejécia granicznego o.p. fotonu
jest operatorem typu Borna-Infelda o nieprzemiennych sktadowych. Reasumujgc mozna
powiedzie¢, ze z uwzglednieniem prostych kryteriow fizycznych, uogélnienie transformacji
Foldy’ego-Wouthuysena na czastki bezmasowe jest jednoznaczne.

Dla pola skalarnego podano uogolnienie operatora polozenia na krzywoliniowe wspot-
rzedne ¢* przestrzennopodobnej hiperpowierzchni 2. Uzyskany uogélniony operator poto-
zenia OF () zalezy od hiperpowierzchni Q (w zastepstwie czasu). Innym uogélnieniem jest
wprowadzenie wieloczastkowych operatorow potozenia. N-czastkowy operator polozenia
Qili?m ‘N mozna wprowadzi¢ dla czastek o dowolnym spinie, przy czym dla fermionéw be-
dzie on antysymetryczny ze wzgledu na zamiane wskaznikow, a dla bozonéw symetryczny.

Operator potozenia byt w tej pracy konstruowany na kanwie tzw. heterowariantnych
operatoréw anihilacji i kreacji wyrazonych w cyklicznej bazie spoczynkowej. Heterowa-
riantne operatory kreacji i anihilacji okazaly sie by¢ sktadowymi kreujacej i anihilujacej
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czesci pola w reprezentacji Foldy’ego-Wouthuysena. Kreujace i anihilujace czesci opera-
tora ®I'W spelniaja proste réwnoczasowe zwigzki przemienno$ci dla zawezonego 2s + 1
elementowego zbioru indeksow {o} dla czastek i indeksow {p} dla antyczastek’:

(B (£,%), DT, (£, x) }, = 800 (x = X);

{é)J(rf)‘i[g/(t X)a qA){‘_V;;/ (t, X/)}S = 5pp’5(3) (X — X/),

(8.9)

gdzie { , }5 dla bozonow jest komutatorem, a dla fermionéw antykomutatorem. Nalezy
uscisli¢, ze w przypadku fotonow nalezy zastgpié delte Kroneckera delty transwersalna:

0 = 85 — A_10;0;, (8.10)

za$§ w przypadku bezmasowych lewoskretnych fermionéw operatorem rzutu na dodatnie
lub ujemne czestosci:

(£
Oicr

I

|
(@9
=
~
H_

(8.11)

Operator (iDEW moze roéwniez stuzyé¢ do wprowadzania heterowariantnych funkcji fa-
lowych. Niech stany |¥.) beda jednoczastkowymi stanami odpowiednio czastki i an-
tyczastki, wowczas stanom tym beda odpowiadaly nastepujace heterowariantne funkcje
falowe:

o (6,%) = (O[O (4,30)]T4) . T (%) = (T_[BEY (1,%)]0). (8.12)

W reprezentacji heterowariantnej funkcji falowej elementy macierzowe operatora potozenia
wyrazaja sie zawsze nastepujaco:

(U|Q|P) = Z/d?’x T xD,,, (8.13)

wobec czego w rozwazanej reprezentacji operator polozenia ma z reguty prosta postac:

[Q}s = x. (8.14)

Powyzsza reguta nie jest prawdziwa dla fotonu i bezmasowego jednoskretnego fermionu?,

ktorych operatory potozenia maja bardziej ztozone formy:

iy Vo
20 2/=A7

Podobnie przedstawia sie zagadnienie przemiennosci sktadowych operatora potozenia.

Dla czastek o niezerowej masie, a takze bezmasowej czastki skalarnej, sktadowe operatora
potozenia komutuja:

{Q}ot.}kl = xiékl - A_15i18k7 {Qlew.fer,} = (815)

@, Q1 =0; (8.16)
natomiast dla fotonow i jednoskretnych fermionéw nie komutujg. Przyktadowo komutator
sktadowych potozenia fotonu ma postac:

{1Q" Q)" = AT (k" — 8767, (8.17)

1Zawezone indeksy odnoszg sie do niezerowych sktadowych transformacji FW pola. Dla pola wek-
torowego chodzi o indeksy przestrzenne, a dla pola Diraca o indeksy gornych lub dolnych sktadowych
w reprezentacji Diraca.

2Przypadek lewoskretnych fermionéw bezmasowych zostal opisany w rozdziale uzupehiajacym, napi-
sanym po obronie nieniejszej pracy.
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Brak przemiennosci sktadowych potozenia fotonu i jednoskretnego fermionu, oznacza nie-
istnienie dla tych czastek uogoélnionych stanéw zlokalizowanych. Fakt ten jest konse-
kwencja wystepowania wiezu dla polaryzacji tych czastek. Chodzi tutaj o polaryzacje
poprzeczng dla fotonéw i okreslony zwrot polaryzacji podtuznej dla bezmasowych fermio-
now.

Operator potozenia, podobnie jak i jego stany wlasne, nie jest wielkoscia kowariantng
i zalezy od uktadu odniesienia. Podobnie wyglada zagadnienie gestosci prawdopodobien-
stwa oraz gestosci czteropradu prawdopodobienstwa polozenia.

Jednym z kryteriéw poprawnosci operatora potozenia sa uniwersalne reguly komuta-
cyjne tego operatora z czteropedem:

[QF, 5] = 4o [Q" H] =ip*/H; (8.18)

gdzie H = py jest jednoczastkowym hamiltonianem. Posta¢ drugiego komutatora jest
zgodna 7z klasyczna definicja predkosci.

Na tym zostanie zakoniczona analiza zagadnienia operatora potozenia w relatywistycz-
nej mechanice kwantowej.
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Rozdzial 9

Uzupelnienie: bezmasowe fermiony
jednoskretne

Niniejszy rozdzial jest uzupelnieniem pracy magisterskiej i zostal napisany po jej obro-
nie. Dotyczy on bezmasowych czastek o spinie 1/2 7 wyréznionym zwrotem polaryzacji
podiuznej. Teoria czastek o spinie 1/2 i dowolnej polaryzacji opisana jest w rozdziale
piatym i jest dobrze okreSlona réwniez dla przypadku m = 0. Zatem w takiej teorii
istnieje formalny operator potozenia o komutujacych sktadowych, ktory w standardowej
reprezentacji funkcji falowej ma postaé:

A S AT
e ()

= : (9.1)

{Q} =x+

gdzie p = \/—=A\, a S=ax a/4i. Powyzszy wzor mozna troche uprosci¢ wykorzystujac
podzial na dodatnie i ujemne czestosci:

~

{Qi}:XHl?ﬁ)%:XHl?B)(m ﬂFm) (9.2)

2p%  2p

Wprowadzenie wyrdznienia lewoskretnej lub prawoskretnej polaryzacji fermionéw bezma-
sowych komplikuje zagadnienie operatora potozenia.

9.1 Roéwnanie Weyla

Punktem wyjscia teorii czastek o spinie 1/2 jest rownanie Diraca. Rownanie to dla
m = 0 przybiera posta¢:
10y) = ic&x - V. (9.3)

W zwyklym réwnaniu Diraca (m # 0) wystepuje dodatkowo macierz B, kora tak jak

macierze o ma wymiar 4x4. Brak macierzy [ sprawia, ze algebra Diraca sprowadza sie
do warunku:

(&1, 67} = 261; (9.4)

ktory mozna realizowac juz przy pomocy macierzy wymiaru 2x2. Standardowym wyborem
macierzy &' sa z dokladno$cia do znaku macierze Pauliego (&' — 46%). Wybor znaku
w powyzszym przyporzadkowaniu oraz wybor okreslonej klasy realizacji macierzy Pauliego
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decyduje o skretnosci czastki opisywanej rozwazanym rownaniem. Zostanie przyjety znak
plus oraz nastepujaca realizacja macierzy Pauliego!:

L (01 o [0 i . (10
a—(lo, o= _ o) =4 _1 ) (9.5)

Macierze te spetniaja ponizszy zwiagzek komutacyjny?:
(6", 6" = —2ickm6™. (9.6)

Forma tego zwiazku implikuje nastepujaca postaé operatora spinu:
S§=—-0. (9.7)

Wprowadzony wybor znakow oraz postaci macierzy Pauliego odpowiada fermionom lewo-
skretnym, tzn. takim dla ktorych spin jest antyréwnolegty do pedu. Do niedawna pano-
walo przekonanie, ze w przyrodzie wystepuja jedynie lewoskretne fermiony bezmasowe.
Powyzsza teza opierala sie na zatozeniu zerowej masy neutrin. Wspotczesne doswiadczenia
przemawiaja jednak za niezerowa masa neutrin.

Jezeli 6° oznaczaé bedzie macierz jednostkows, to rownanie bezmasowych lewoskret-
nych fermionéw przyjmie ostatecznie kwazikowariantng postac:

"0, = 0. (9.8)

Jest to tzw. réwnanie Weyla na pole spinorowe ¢ o dwoch sktadowych. Spinory tego
typu transformuja sie przy zmianie uktadu inercjalnego zgodnie z zespolong reprezentacja

grupy Lorentza:
1+ 0*U,
¢ = AT (9.9)

N

gdzie U, jest czteropredkoscig primowanego uktadu odniesienia.

9.2 Kwantowanie kanoniczne

Procedura kwantowania kanonicznego oparta na gestosci lagranzjanu £ = @T&“iﬁuw
prowadzi do zwigzkoéw antykomutacyjnych dla operatorow pola Weyla . Jedyny rézny
od zera jednoczasowy antykomutator ma postac:

{2 (t,%), @l (8, %)} = 6@ (x — x') 0k (9.10)

gdzie K i L to dwuwarto$ciowe indeksy spinorowe. 7 powyzszego roéwnania wynikaja
zwiazki antykomutacyjne dla kowariantnej transformaty Fouriera pola ¢(p) na powloce
zerowej masy (p? = 0). Jedyny nietrywialny antykomutator tego typu ma postac:

{Gx(p). 2L} = 27)*2po(podir + P - ox)6® (p — ') dla €(po) = e(p}).  (9.11)

'Wprowadzona posta¢ macierzy Pauliego wynika z pewnej konstrukcji i r6zni sie od bardziej popularnej
realizacji znakiem drugiej macierzy.

2Znak wystepujacy po prawej stronie tego zwigzku okreéla jedng z dwoch klas mozliwych typow
macierzy Pauliego.
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Rozwazana transformata Fouriera pola speinia zwykle rownanie algebraiczne:

6D (p) = 0. (9.12)
Wygodnie jest wprowadzi¢ spinor bazowy u(p) spelniajacy analogiczne réwnanie:
5" pu(p) = 0. (9.13)

przy czym warto ograniczy¢ sie do nieujemnych py oraz przyja¢ nastepujacy warunek
normalizacyjny:

ul(p)u(p) = 2po. (9.14)
7Z rownania (9.13) wynika ponadto warunek ortogonalnosci postaci:
ut(p)u(p) =0, (9.15)

gdzie p oznacza czteroped o przeciwnym trojpedzie wzgledem p. Spinory u(p), u(p) tworza
zatem ortogonalng baze spinoréw, a pierwszy z nich spetnia rownanie Weyla w reprezen-
tacji pedowej. Umozliwia to zapisanie operatora pola w postaci nastepujacej superpozycji
fal ptaskich:

N Y L I —irw 4 gt ip-r 9.16

20 = [ G b+ (p)utr)e). (9.16)
gdzie zostal wprowadzony operator anihilacji fermionu lS(p) i operator kreacji antyfermionu
df (p)?. Mozna wykazac, ze operatory te spetniaja typowe zwigzki antykomutacyjne:

{b(p), 0 (p')} = (2m)°2p0d®® (p — p'); 9.17)
{dp). d'(p)} = (27)*2ped® (p — P');
a pozostale antykomutatory wynosza zero.
W dalszych rozwazaniach dotyczacych operatora potozenia okaze sie przydatny anty-

komutator dla anihilujacej (kreujacej) czesci pola. Na podstawie zwigzku (9.11) mozna
otrzymac nastepujaca postac takiego antykomutatora:

{Eeox (@), ¢l (@)} = (Okrids +io ks - V)id ) (z —2'); (9.18)

gdzie A¢yy() jest funkcja Wightmana o dodatnich czestodciach.

9.3 Uogoblniona transformacja Foldy’ego-Wouthuysena

Podobnie jak w przypadku fotonéw réowniez dla bezmasowych fermionéw mozna przy
pomocy przejécia granicznego zastosowaé¢ wzor na transformacje Foldy’ego-Wouthuysena
stosowany dla pol z niezerowg masa kwantow. Czynno$é ta wymaga wprowadzenia ope-
ratora czteropredkosci a®(p) zaleznego od umownej masy p fermionu. Zostanie tutaj

zastosowana taka sama posta¢ czteropredkosci jak w przypadku fotonow?. Uogdlniong
transformacje FW dla pola Weyla mozna zdefiniowa¢ wzorem:
V—=A1+ 6%,
S + (1) . (9.19)

lim = @.
=0 Vi /T4 ()

3W przypadku czastek obojetnych nalezy zastapié operator df (p) operatorem bt (p), co oznacza utoz-
samienie fermionu z antyfermionem.

4Dla fotonéw rozwazana byla réwniez alternatywna postaé¢ czteropredkosci, ktorej zastosowanie tak
jak w niniejszym rozdziale nie zmienia wynikéw rachunkow.
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Powyzszy wzOr poza wystepowaniem przejscia granicznego i charakterystycznej dla pola
Weyla reguly transformacyjnej r6zni sie od wzoru dla fermionéw z masa jedynie brakiem
czynnika 1/v/2. Warto§é¢ czynnika liczbowego zostal dobrany tak, aby zapewni¢ unitar-
no$¢ rozwarznej transformacji. Wykonanie przejscia granicznego na mocy rownania Weyla
i reguty de Hospitala prowadzi do trywialnego wyniku:

oFV = . (9.20)
Oczywiscie transformacja bedaca identycznos$cig nie prowadzi tak jak w przypadku pola
Diraca do zadnej separacji sktadowych pola Weyla. Niemozliwos¢ zbudowania takiej sepa-
racji jest konsekwencjg trywialnej postaci macierzy 6! = 1 Soraz niewystepowania w teorii
pola Weyla czynnika o wymiarze dtugosci, jaki stanowitaby masa.

9.3.1 Operator potozenia

Trywialna posta¢ uogélnionej transformacji Foldy’ego-Wouthuysena prowadzi do pro-
stego przepisu na operator potozenia czastki:

Q+=/ﬁ&x¢mwm¢ (9.21)

Jak widaé¢ powyzszy operator jest momentem rozktadu gestosci prawdopodobienstwa po-
lozenia czastki, ktora jest zadana wzorem:

61 = '10)0l%. (9.22)

Aby otrzymaé operator potozenia Q_ antyczastki i operator gestosci prawdopodobienstwa
jej potozenia o_ wystarczy we wzorach (9.21) i (9.22) zamieni¢ miejscami operatory @f
iQ.

Dalsza analize operatora potozenia wygodnie jest przeprowadzi¢ w standardowej re-
prezentacji funkcji falowej, ktora dla danego stanu jednoczastkowego |¥, ) ma postaé:

U () = (0]p(a) W)V (9.23)

Taka funkcja falowa jest kowariantnym polem spinorowym na czasoprzestrzeni. Funkcja
U, posiada jedynie dodatnie czestosci wobec czego spelnia nastepujace rownania:

i@t\lf+ - 26' : V\I]+ - +\/ —A\Ij+ (924)

Dla stanéw antyczastek mozna wprowadzi¢ analogiczng funkcje falowa ¥_ o ujemnych cze-
stosciach. Poniewaz wtasnosci tej funkcji w stosunku do funkcji o dodatnich czestosciach
roznig sie w zasadzie tylko znakiem, to nie ma potrzeby jej oddzielnego rozpatrywania.
W dalszych rozwazaniach wystepowaé bedzie jedynie funkcja o dodatnich czestodciach,
wobec czego opuszczanie indeksu ,,+” nie powinno prowadzi¢ do nieporozumien.

W celu znalezienia jawnej postaci operatora potozenia w reprezentacji funkcji falowe]
U nalezy skorzystaé z formutly definiujace;j:

{Q" eV = (0]¢x Q' W), (9.25)

®Macierz 4% 7 teorii Diraca nie ma takiej wlasnosci.
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w ktorej wykorzystano regute sumacyjna dla spinorowego indeksu L. Prawa strone po-
wyzszej formutly, po uzyciu wzoru na o.p., mozna przeksztatcié wykorzystujac komutator
(9.18). W rachunkach tych wygodnie jest uzy¢ nastepujacego wzoru na funkcje Wight-
mana w zerowej chwili czasu:

1A (0,x) = 6O (x). 9.26
Wstepne przeksztatcenia prowadza do wzoru:
Al 1 . ok ik .
YV = -2’ KL 2y, 9.27
{Q k¥ 233 K+ 5 ml’ L ( )

Przekomutowanie operatoréow roézniczkujacych z x' (najprosciej w przedstawieniu pedo-
wym) pozwala nada¢ o.p. postac:

(9.28)

Wida¢, ze oprocz standardowego x wprowadzony operator zawiera dodatkowe cztony.
Okazuje sie, ze te cztony zapewniaja parzystosé o.p., polegajacg na tym, ze dany operator
nie zmienia znaku czestosci funkcji falowej. Parzystosé operatora potozenia jest niezbedna,
jesli ma mieé sens jakakolwiek jednoczastkowa interpretacja tego operatora. Na parzystosc
operatora polozenia zwracal uwage juz Schrédinger (patrz ujecie historyczne), a Bacry
6 uzyskal operator (9.28) jako parzysta czes¢ x. Warto zaznaczy¢, ze pelna zgodnosé
operatoréw polozenia Bacry’ego z operatorami potozenia wprowadzanymi w tej pracy ma
miejsce tylko w przypadku bezmasowych fermionéw jednoskretnych. Fakt ten wynika
z trywialnosci uogoélnionej transformacji Foldy’ego-Wouhuysena dla pola Weyla.
Warto przeksztalcié jeszcze postaé o.p. i wyrazi¢ go przy pomocy operatora spinu:

P xS
-

{Q =x+ 5

(9.29)

Powyzsza posta¢ o.p. jest prawidlowa zaréwno dla dodatnich jak i ujemnych czestosci.
Ponadto jest ona taka sama jak postaé¢ operatora typu Borna-Infelda dla pola Diraca,
gdy polozymy m = 0 i utozsamimy macierze spinu o réznych wymiarach. Rozpatrywana
posta¢ o.p. mozna rowniez uzyska¢ opuszczajac czton z macierzg B we wzorze (9.1) na
operator potozenia fermionu o komutujacych sktadowych dla m = 0.

Inna réwnie wazna wtlasnoscia o.p. jest hermitowsko$¢. Na pierwszy rzut oka do-
datkowe cztony operatora (9.28) wydaja sie by¢ antyhermitowskie. Jednak na dziedzinie
funkcji falowych o dodatnich czestosciach rozwazany operator jest hermitowski. Powyzszy
fakt dowodzi posta¢ elementu macierzowego o.p. dla dwoch stanow:

<@ﬂng::/d&umx@% (9.30)

ktora mozna uzyska¢ bezposrednio z wzoru (9.21) lub posrednio na podstawie (9.27).
Zatem z punktu widzenia elementéw macierzowych operator Q sprowadza sie do mnozenia
przez X, a pozostala jego cze$¢ odpowiada jedynie za ,obcinanie ujemnych czestosci”, dzieki
czemu o.p. dziala w dziedzinie funkcji o dodatnich czestosciach. Zerowa wartosé elementu

SPatrz wzor (1.46) lub pozyzcja [3].
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macierzowego dla wspomnianej dodatkowe]j czesci o.p. wynika po prostu z ortogonalnosci
funkcji falowych o przeciwnych czestosciach.

Przestawienie (9.28) o.p. lub wzor (9.30) na jego elementy macierzowe moze poshuzy¢
do wyliczenia komutatora o.p. z czteropedem:

Q" H] =ip"/H;  [QFp] =id™. (9.31)

Powyzsze zwigzki maja uniwersalng postac¢ i zawieraja prawidlowa definicje operatora
predkosci.

Na zakoniczenie zostanie zbadane zagadnienie przemienno$ci sktadowych operatora po-
lozenia bezmasowego fermionu lewoskretnego. Przy pomocy (9.28) droga bezposredniego
rachunku (korzystajacego z przestrzeni pedéw) mozna otrzymac nastepujacy zwiazek ko-
mutacyjny:
okt — ¢liok  igtngn

{Q"}.{Q"Y] = - (9.32)
[ ] 9 /—_A3 2A
Powyzszy komutator mozna zgrabnie zapisa¢ przy pomocy iloczynu wektorowego:
oA o xiV o
{QxQ} = (9.33)

o0/TAS 24
Rozwazany komutator ma wcigz ztozong forme, ale jego elementy macierzowe upraszczaja
sie do prostszej postaci:

(T1]Q x Q|¥,) = Qll_/d?’x VG ATI,. (9.34)
Uproszczenie elementu macierzowego byto mozliwe dzieki temu, ze pole Weyla jest spola-
ryzowane podluznie, dzieki czemu spin jest antyrownolegly do pedu.

Okazuje sie, ze podobnie jak w przypadku fotonéw rézne sktadowe wprowadzonego
0.p. nie komutujg. Powyzszy fakt oznacza nieistnienie uogo6lnionych stanéw wtasnych
0.p. dla bezmasowych fermionéw jednoskretnych. To istotne ograniczenie na lokalizacje
jednoskretnych fermionoéw nie deprecjonuje jednak operatora potlozenia, a jedynie stanowi
0 jego nietypowych wtasnosciach.

9.4 Wnioski o operatorze polozenia
dla czastek bezmasowych ze spinem

W niniejszej pracy zostal podany do$¢ ogdlny wzor na operator potozenia. Wzor ten
opiera sie na tzw. spoczynkowej wartosci pola (opisujacego dany rodzaj czastek) blisko
zwigzanej z transformacja Foldy’ego-Wouthuysena. Odwotanie do uktadu spoczynko-
wego, w przypadku czastek bezmasowych o nietrywialnych prawach transformacyjnych,
takich jak fotony i bezmasowe fermiony, prowadzi do oczywistych trudnogci. Trudnosci te
zostaly rozwiazane przy pomocy specjalnego przejscia granicznego. W wyniku przepro-
wadzenia tego przejscia granicznego uzyskano operatory potozenia fotonu i bezmasowego
obuskretnego oraz jednoskretnego fermionu . Operatory te posiadaja wiekszosé whasnosci
o.p. dla czastek z masa , z wyjatkiem przemienno$éi sktadowych. Na podstawie analizy
przeprowadzonej w tej pracy, podpartej réznymi pracami naukowymi, mozna stwierdzi¢,
ze nie istnieje poprawny o.p. fotonu i bezmasowego jednoskretnego fermionu o komutu-
jacych sktadowych. Natomiast bez problemoéw udalo sie zdefiniowa¢ o.p. bezmasowego
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obuskretnego o takiej wlasnosci. Jednakze warto pamieta¢, ze nawet niekomutujace ope-
ratory polozenia sg w sensie elementow macierzowych i w odpowiedniej reprezentacji
zwyklym mnozeniem przez x. Fakt ten odzwierciedla podstawowa intuicje o.p. oraz idee
reprezentacji heterowariantnej, petnigcej w tej pracy role przedstawienia potozeniowego
w mozliwie najwierniejszym tego stowa znaczeniu.

Warto zauwazy¢, ze dla przypadku czastek bezmasowych istnieje mniej propozycji
operatoréw polozenia niz w przypadku czastek z masa. Proponowane operatory potozenia
fotonu i bezmasowego fermionu jednoskretnego pokrywaja sie z operatorami podanymi
przez Pryce’a i Bacry’ego. Autorzy ci jednak wychodzili z 0.p. typu Schrodingera-Borna-
Infelda, bez koniecznosci wykonywania prze$cia granicznego z operatorem typu Q. Mozna
zatem powiedzie¢, ze teoria operatora poltozenia w przypadku bezmasowym jest mimo
swojej trudnosci do$¢ jednoznaczna.

Reasumujac nalezy stwierdzi¢, ze czastki bezmasowe spolaryzowane poprzecznie lub
podtuznie lewoskretnie albo prawoskretnie charakteryzuja sie fundamentalng nieoznaczo-
noécig potozenia. Nie chodzi tutaj o nieoznaczonos$¢ pedu i polozenia jak w zasadzie
nieoznaczonosci Heisenberga, ale o niekreslonos¢ samego tyko potozenia. Warto jednak
zauwazy¢ na podstawie komutatorow (9.34) i (8.17), ze omawiana nieokreslonosé potoze-
nia jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu energii. Spostrzezenie to sugeruje istnie-
nie wysoko energetycznych stanéw czastek o stosunkowo dobrej lokalizacji przestrzennej.
Gtebsza analiza tej sugestii wychodzi jednak poza ramy tej pracy.
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