Dodatek -wektory, uktady wspétrzednych

Powierzchnia jako wielkos¢ wektor (pseudowektor)
Jednym ze sposobdw mnozenia dwdch wektordw przez siebie jest tzw. iloczyn wektorowy, ktéry dla wektoréw a i

b mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

=dxb

W wyniku mnozenia wektorowego wektoréw a i b dostajemy wektor ¢,

ktorego
e kierunek jest prostopadty do ptaszczyzny, w ktérej lezg wektory d i E, S
e zwrot jest okreslony za pomocg reguty sruby prawoskretne;j,
o dtugos¢ wynosi: c| b |

|¢| = |d| - |b| - sin(¢), gdzie ¢ - kat pomiedzy wektorami d i b

v

Wyrazenie |é| = |d| - |b| - sin(¢), to nic innego jak pole réwnolegtoboku a
rozpietego na wektorach na wektorach @ i b.

Rozumujac w drugg strone, pewnej powierzchni mozna przypisa¢ wektor, o kierunku prostopadtym do ptaszczyzny
powierzchni i dtugosci rownej polu tej powierzchni.

Uktady wspoétrzednych — infinitezymalne elementy przesuniecia, powierzchni i objetosci.
Krétkie przypomnienie o wektorach.

Wektory najczesciej wigzemy z pewnymi uktadami wspdtrzednych. Na rysunku ponizej zaprezentowano wektor Aw
kartezjanskim uktadzie wspétrzednych, utworzonym przez dwie prostopadte do siebie osie.

W kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, wspotrzedne
Qg [+oeeeeesesemm s wektora sg rowne:

ax = 4] - cos(¢)

ay = |4 - sin($)

Z kolei majac wspotrzedne wektora, mozna okreslic¢ jego kierunek i
dtugosc:

|,£T| = ’a,zc +a?

Ay

ax )’< ¢ = atan (a—x)

Przy opisie wektora wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie wektora jednostkowego, to jest wektora o okreslonym
kierunku i dtugosci rownej 1. Na N - i
powyiszym  rysunku po  lewej A=|A] e Y

stronie wprowadzono wektor €, o A= ay - By + ay - é’y

ay |§x|= |_e)y| =1

dtugosci rownej 1 i kierunku

rownolegtym do wektora A

Po prawej stronie rysunku, wektory ayé’y

|

jednostkowe (wersory) €, i €, sa
rownolegte do osi uktadu

kartezjanskiego. Wielkosci a,é,

oly <

oraz a.€, to wektory sktadowe

wektora A. a4, 6y
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Uktady 2D

Ptaski uktad kartezjanski.
Infinitezymalny element przesuniecia w ptaskim uktadzie kartezjanskim zaprezentowano na ponizszym rysunku:

YA Z kolei element Infinitezymalny Y‘
dif = dxé, + dyé, powierzchni wynosi:

- Uwaga - na powyzszy _ .

€y A rysunku podano tylko wielkosé ey ‘dye;v
elementu powierzchni. |d§| =dx - dy
Przypominamy, ze z powierzchnig
mozna wigza¢é wektor. W tym =
przypadku wektor ten bedzie doxe,
skierowany od kartki w kierunku
patrzacego. !, >

Uktad biegunowy.

Z4 Z 4

dre,

B
X X

Element dtugosci: dl = (¢ + d¢) — 7(¢) + dré, = rdpdéy + dré,, |dI| = /(rdp)? + (dr)?

Element powierzchni: |d§| =rd¢ - dr = rdrdg, wektor powierzchni ma kierunek od kartki w kierunku patrzacego.
Uwaga:

Kierunek wektoréw jednostkowych zalezy od punktu obserwacji.

W poczatku uktadu wspétrzednych nie zdefiniowane sg zaréwno ¢, jak i é’q, oraz é,,

Transformacje:

- - . - - - . -
x=rcosp T=r(cospé, +sinpé,) & =cospé, +singé,
y =rsing €, = —singé, + cospé,
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Uktady 3D
Uktad kartezjanski.
Aby nie zamazad rysunku nie narysowano wszystkich elementéw powierzchni.

7 A

dS, = dxdyé,

dV = dxdydz

|
dS, = —dxdzé, , dS, = dxdzé,
T —_—
: / ~v >
d3, = dzdyé, A | " Y
i
< PR .d.)l. ..... ’
X ds, = —dxdyé,

Uktad cylindryczny.

dV = rd¢drdz

........................ R
" Al

. dfé_..

dS, = rd¢dzé,

<V

| ——
____Jp‘"

Wektor V zapisujemy jako

W szczegdlnosci wektor przesuniecia:
dl = dré, + rdgé, + dzé,

Transformacje:
X =TCoSQ €, = Ccos@é, +singé,
. - - . - - = . = =
y =rsing r=r(cos<pex+51n<pey)+zez €p = —SIn@e, +cos@e,
z=1z €, =€,
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Uktad sferyczny.

W uktadzie sferycznym potozenie punktu P w przestrzeni, opisujemy za pomocg trzech liczb:

e 1 -odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu wspoétrzednych.

e ¢if - katy jakie tworzy rzut promienia wodzgcego na ptaszczyzne XY z osig X i rzut na
ptaszczyzne ZY z osig Z.

Wektor V zapisujemy jako
V =V,é, + Vgéy + V, &,
W szczegdlnosci wektor przesuniecia:
dl = dré, + rd0é, + rsin6 dpé,
Uwaga — w ukfadzie kartezjariskim wersory zawsze sg na state zwigzane z osiami ukfadu, w uktadzie sferycznym i
cylindrycznym wersory zmieniajg sie z potozeniem.
A
dS, = r2sin@d0ddé, V4
dV = r2drsin®@d0d¢ u

v

ey

T e~ S

Transformacje:

x = rsin6 cos@ é, =sinfcospé, +sinfsing €, + cosfé,

y =rsinfsing r=r(sm@cosgoex+sm951n(pey+cos€ez) e, = —singey +cosgpe,
z=rcosf €9 = cos B cos @ €, + cos@sing €, —sinf e,

Obliczenie elementu powierzchni w uktadzie sferycznym.
Np. powyzszym rysunku zaprezentowano wycinek kuli, ktéry potraktujemy, jako ,znieksztatcony” prostopadtoscian.
Tylna scianke tego prostopadfoscianu tworzg bok, bedace tukami o dtugosci:
e 1do,
e 7rsinfdg.-
Dtugosé tuku, dla ustalonego promienia r, ktory zakresla te tuk wynosi:
dl =rdg¢
W przypadku omawianego boku prostopadtoscianu, dtugos¢ tuku jest réwna:
dl =r'd¢

gdzie:

,rl

?=sin9—>r’ =1 -5ind
Ostatecznie, wiec:

dl = rsinfd¢
W zwigzku z powyzszym, element powierzchni zaznaczonej na rysunku bedzie miat wielkos¢:
dS = rsinfd¢ - rd® = r?sinfdOd¢
Wektor powierzchni ma oczywiscie takg dtugosé i jest réwnolegty do promienia wodzgcego.
Element objetosci liczymy jak objetos¢ prostopadtoscianu — mamy juz pole powierzchni podstawy, wiec mnozymy
przez wysokos$é dr:
dV = dS - dr = r?drsinf8d0d¢
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