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-]
Plan wyktadu

@ Praca, moc, energia kinetyczna
© Sily zachowawcze i energia potencjalna
© Zasada zachowania energii

@ Sita a energia potencjalna
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Praca, moc, energia kinetyczna

Praca

Mnozymy skalarnie obie strony przez dr:
dp -

L gF=F-dF

dt

Prawa strone tego réwnania oznaczamy przez dW i nazywamy praca

sity F' przy przesunieciu dr.

dW = Fds cos(<(F, dF)) = Fyds

Wag = F(F) - dify + .. + F (7 drN—/ F - dF

Praca wykonana przez site F moze (ale nie musi)
zalezeé od wyboru drogi laczacej punkty A i B.
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Praca, moc, energia kinetyczna

Praca sit prostopadtych do przesuniecia

Sity prostopadte do przesuniecia:
o Sila dosrodkowa
o Sila Lorentza

e Sita grawitacji w poblizu Ziemi dla przesunie¢ poziomych

Sita reakcji dla wiezdéw niezaleznych od czasu.

Praca tych sil jest réwna zero!
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Praca, moc, energia kinetyczna

Moc

W zastosowaniach praktycznych interesuje nas czesto szybkosé

wykonywania pracy. Wprowadzamy zatem wielko$¢ o nazwie moc
zdefiniowana jako:

aw = dE d 2
p= _p o=k _ 4 (MU
dt dt dt 2
Jesli znamy moc jako funkcje czasu, to prace wykonana w przedziale
czasu od t; do to mozemy przedstawié¢ w postaci:

to
W= [ Pt

t1
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Praca, moc, energia kinetyczna

Energia kinetyczna

dp -
=F
dt

Mnozymy skalarnie obie strony przez dr:

dp
dIt? di = F - dF

Lewa strona roéwnania:

dﬁ — dv dv d (1 B 1,
I -dr = dt dr—ma-vdt dt( mU)dt—d<mU>
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Praca, moc, energia kinetyczna

Energia kinetyczna i praca sity F'

dp

dt

Mnozymy skalarnie obie strony przez dr:

F

%-d?:ﬁ-d?

Calkujemy wzdtuz drogi taczacej punkty A i B:

B 1 B L
/ d(mv2>—/ F -dr
A \2 A
1 2 1 2
5 (B) — 5mw (A) =Wap
Praca sily zewnetrznej jest réwna zmianie energii kinetycznej ciata.
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Praca, moc, energia kinetyczna

Prosty przyktad - ruch w stalym polu grawitacyjnym

Masa m spoczywa na wysokosci A nad Ziemia i w pewnej chwili
zaczyna spadac.
Sita grawitacji wykonuje prace:

0
Whoote,, = / mg - dr =
h

0

0
= / (—mg)dz = —mg/ dz = —mg(0 — h) = mgh,
h h

co jest rowne zmianie energii kinetycznej (mozemy ja wyznaczy¢ z
réwnan ruchu):

1
mgh = imvz(z =0)— imUQ(z =h)= §mU2(Z =0)
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Praca, moc, energia kinetyczna

Praca w staltym polu grawitacyjnym
Jaka prace wykonamy podnoszac mase m na wysokosé h?

(Zaktadamy, Ze robimy to tak wolno, ze energie kinetyczna mozemy
zaniedbac.)

h h
Wiyt = / mg-dr = / (mg)dz = mgh
0 0

Czyli kosztem pracy sily zewnetrznej cialo zyskato energie potencjalng
mgh.

A jaks prace wykonala w tym czasie sita grawitacji?
h —
Wpole,T = / mﬁ dr =
0

h h
= / (—mg)dz = —mg/ dz = —mg(h — 0) = —mgh.
0 0
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Sity zachowawcze i energia potencjalna

Sity zachowawcze i energia potencjalna

Zauwazmy, ze praca sity ciezkosci przy przesunieciu masy m z punktu
A do B nie zalezy od drogi, ktéra ciato przebyto i zawsze jest réwna:

B
A

Ale wiemy, ze taka wlasciwo$é ma calka z wyrazenia, ktore jest
rozniczka jakiejs funkcji, nazwijmy ja —E):

B
/ (—dE,) = —(Ey(B) — E,(4)).

A
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Sity zachowawcze i energia potencjalna

Sity zachowawcze i energia potencjalna

Mamy wiec dla sity grawitacji:

B
Wasp = —/A dE, = —(E,(B) — E,(A)).

Roéwnanie to przyjmiemy jako definicje pewnej klasy sit, ktore nazywamy
sitami zachowawczymi: dla sit zachowawczych praca zalezy tylko od
polozenia poczatkowego i konnicowego, nie zalezy od pokonanej
drogi. Funkcj¢ E, nazywamy energiq potencjalng sity F.

W szczegolnosci, jesli A pokrywa sie z B, to wyciagamy wniosek, ze praca
sily zachowawczej po konturze zamknietym jest rowna zero.
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Sity zachowawcze i energia potencjalna

Definicje sity zachowawacze]

7 powyzszych rozwazan wynika, ze sita F jest zachowawcza, jesli
©Q Praca sily F na drodze okreslonej wektorem dr jest rowna
rozniczce pewnej funkeji, zwanej energia potencjalna, F'- dr = —E,,.
@ Praca sity zachowawaczej po konturze zamknietym jest réwna zero.

@ Praca sity zachowawczej miedzy punktami A i B zalezy wylacznie
od polozenia tych punktéw, a nie od przebytej drogi.

Kazde z tych stwierdzenn mozna przyjaé za definicje sity zachowawczej i
wykaza¢ rownowaznos$é przyjetej definicji z pozostalymi dwoma
stwierdzeniami.
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Sity zachowawcze i energia potencjalna

Poziom odniesienia dla energii potencjalnej

Energia potencjalna ciala w punkcie B jest okreslona przez prace wykonana przy
przesunieciu ciata z punktu A do B:

E,(B) — Ep(A) = f/AB F-dr.

Jegli zmienimy polozenie punktu poczatkowego do A’, to energia potencjalna w
punkcie B bedzie (w ogdlnosci) inna:

Widaé, ze

gdzie C' jest dane przez:

Zatem, energia potencjalna jest okreslona z doktadnosciq do stalej.
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Sity zachowawcze i energia potencjalna

Sita centralna jest zachowawcza

Sita centralna to sitg, ktorej wartosé zalezy wytacznie od odlegtosci od

centrum sity, czyli:
- - T

Jak juz wiemy, dla sily zachowawczej praca nie zalezy od drogi, a tylko
od polozenia punktu poczatkowego i konicowego. Zatem, dla sity

centralnej:

W:/ABﬁ.d}:/;F(r)f.d?:/ABF(r)dr:<1>(7’B)—q’(TA),

gdzie ®(r) jest calka funkcji F(r): F(r) =d®/dr.
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Zasada zachowania energii

Zachowanie energii mechanicznej dla sit zachowawczych

Widzielismy, ze dla sily zachowawczej,
2
AW =F . dif = d (mzv) oraz dW = —dE,.

Oznacza to, ze
d(E, + Ei) =0,
czyli
E, + Ej, = const.

Suma energii kinetycznej i potencjalnej nosi nazwe energii
mechanicznej.
Roéwnanie to wyraza zasade zachowania energii mechanicznej
w przypadku sit zachowawczych.
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Zasada zachowania energii

Klocek wciggany na réwnie

Zadanie: klocek o masie m wciagany jest sitg F' w gore rowni o kacie

nachylenia . Wspolczynnik tarcia jest rowny f. Rozwazyé¢ przemiany

energii podczas przesuniecia klocka wzdtuz réwni o d.
Rozwiazanie
T =—mgfcosa

F .
a=——gsina — gfcosa
m

1 02 — 2 02 — 2
d= vt + —at® = 0 =a= .
vot + 5@ 2 “T o
F 2 _ .2
——gsina—gfcosoz:v %
m 2d

1
Fd =mgsinad + im(v2 —vd) + mgfdcosa
Wg ::z&lZP + AE;, + Wy
Wg = AE1mech + AEerm
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Zasada zachowania energii

Zasada zachowania energii

Zmiana catkowitej energii uktadu jest rowna energii dostarczonej
do uktadu lub od niego odebrane;j.

Do tej pory zmiane energii moglismy osiagnaé¢ przez wykonanie nad
uktadem pracy. Ale sa i inne sposoby (np. ciepto).
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Sita a energia potencjalna

Sita a energia potencjalna - przypadek jednowymiarowy

Jesli sita zachowawcza ma tylko jedna sktadowsa F= Fe,, zas
wspohrzedne punktow A i B sa rowne a i b, to :

B b
Ep(b)—Ep(a)——/ F—dr——/ Fdzx,
A a
zatem IE
F(b)=—-——"2|,_
(0) Iy lo=b
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Sita a energia potencjalna

Sita a energia potencjalna - przyktady

e Sita sprezysta.
Energia potencjalna sprezyny $cisnietej o x jest réwna:
1
E, = ~ka?.
2
Stad, sita sprezystosci jest dana przez

d (1
Fopr = —— <2kx2) = —kuzx.

o Sila grawitacji przy powierzchni Ziemi.
Energia grawitacyjna jest rowna

E, = mgh.

Sita grawitacji

d
F= —%mgh = —myg.
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Sita a energia potencjalna

Przypadek trojwymiarowy - gradient

W ogélnym przypadku, energia potencjalna jest funkcja x, vy, z
E, = E,(z,y,z). Wtedy

- OF OF OF -
F=-"2g - Pz Pz — _VF
ar © Oy v 9z ¢ VE
aEp(‘T Y, ) : Ep(CL'—{—A:L‘,y, Z) E (‘/E Y, )
lim
ox Az—0 Ax
Operator
0 z 8 o
V= gate T oyt T art

nazywamy gradientem. Argumentem gradientu jest funkcja skalarna,
za$ wynikiem - funkcja wektorowa.

Gradient skalara jest wektorem.
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Sita a energia potencjalna

Gradient i powierzchnie ekwipotencjalne

Gradient funkcji skalarnej jest wektorem o nastepujacych
wladciwosciach:

e jest to wektor prostopadtly do ptaszczyzny ekwipotencjalnej =
z tego wynika, ze kierunek dziatania sity jest prostopadty do
powierzchni ekwipotencjalnej: F' = -V E,.

@ jest to wektor, ktéry pokazuje kierunek najszybszego wzrostu
funkcji E,.
Proste przyktady prostopadtosci sity i powierzchni ekwipotencjalnych:
e sila grawitacji w stalym polu grawitacyjnym

e sila grawitacji, elektrostatyczna ~ 2
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Sita a energia potencjalna

Gradient i powierzchnie ekwipotencjalne

Dowod powyzszych faktow jest nastepujacy:

e Rozniczka funkeji wielu zmiennych Ey(z,y, z) wyraza si¢ wzorem:

OE OE

OF. > .
d Pdz = VE, - dr.
oy vt 9z ~* par

dE, = G:L‘p dzx +

e Jedli dr lezy na powierzchni ekwipotencjalnej, to dE, = 0, czyli
ﬁEp -dr'= 0, co oznacza, ze 6Ep 1L d7, czyli ﬁEp jest prostopadty
do powierzchni ekwipotencjalnej

o Jesli rozpatrzymy dwie bardzo bliskie siebie powierzchnie
ekwipotencjalne odpowiadajace wartosciom E, i E, + dE,, to
najkrotsza linig taczaca te powierzchnie jest linia do nich
prostopadta, czyli odpowiadajaca kierunkowi gradientu. Oznacza
to, ze zmiana dF), jest najszybsza w kierunku gradientu.
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