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Zyroskopy, baki, etc.

Niezréwnowazony zyroskop

I Zyroskop nie jest zréwnowazony,
gdy momenty sity ciezkosci
wirujacego silnika o masie mg i
Mmsg mog masy mo wzgledem punktu
podparcia dzwigni dwustronne;j

z nie sg sobie réwne. Pojawia sie
wowcezas wypadkowy moment
g, €y sity M obracajacy uktad wokot

08l z.
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Zyroskopy, baki, etc.

Precesja zyroskopu - opis w uktadzie inercjalnym

W uktadzie inercjalnym mamy
roéwnanie ruchu:% = M, czyli przy

odpowiednio ustawionych osiach Analogia z ruchem po okregu
. L dé, . M > 7 -
uktadu blegunowego.ﬂd—t“’ =—T€. M Fy = —Fye,
jest prostopadly do L, zatem bedzie . o
- U =0

powodowaé obrot L wokot osi z. Aby ®
znalez¢ ruch wektora L zauwazm: 7 >

: Y M =—-Meé,
analogie z ruchem ze stala wartoscia T — e
predkosci wokot okregu. Rownanie v
Eilichu ma postac: ‘2—1; = Fy/m, czyli
e, z

N 4 e Faos
o = — e, Wspolezynnik 2L jest

T ) ] Zauwazmy, ze ta analogia nie wymaga
predkoscia katowa, z jaka obraca sie

aby wektor L byt zwiazany z

wektor J. Mamy przeciez w ukladzie
. dé, _  dp >
biegunowym —# = —Zrée,. Przez

analogie - czestoscia precesji wektora
L jest w, = M/L.

poruszajacym sie po okregu punktem!
Wazna jest tylko zmiana kierunku
wektora L.
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Zyroskopy, baki, etc.

Precesja zyroskopu - opis w uktadzie nieinercjalnym

Uktad nieinercjalny to uktad sztywno zwigzany z obracajgcq sie dZwigniq - nie
nalezy go wigza¢ z obracajacym si¢ wirnikiem zyroskopu! Réwnanie ruchu dla
momentu pedu w tym ukladzie otrzymujemy z rownania % =M
transformujac pochodng do uktadu nieinercjalnego:

dL _ dL' L

— =4 u,xL =M.

a  ar e
W uktadzie obracajacym sie wraz z dZzwignia moment pedu jest staty co do
kierunku i wartosci (w uktadzie inercjalnym - tylko co do wartosci). Zatem,

dr’ N
EZO CZyli OJ;,XL/:M.
Skad, jak poprzednio,

M
7

(Up:
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Zyroskopy, baki, etc.

Przechylenie osi zyroskopu

Jesli zyroskop (z krecacym sie wirnikiem, moment pedu L) jest
poczatkowo zrownowazony (dzwignia jest pozioma), a nastepnie
zwiekszymy mase mg od Am, to oprocz precesji z predkoscia

wp = M /L obserwujemy pochylenie dzwigni. Wynika to z zasady
zachowania momentu pedu: poczatkowo moment pedu uktadu byt
rowny E, natomiast, gdy dZwignia sie obraca, uktad ma dodatkowy
moment pedu I_;p zwigzany z precesja. Zatem, dla zachowania momentu
pedu, dzwignia musi sie pochyli¢. Kat pochylenia 6 jest rowny w
przyblizeniu L, /L.

L
L
0

L, 1
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Zyroskopy, baki, etc.

Energia kinetyczna ruchu obrotowego

1 1 o
Ek = 5 ZAmlvg = 5 ZAmz(UJ X 7'1')2
) 7

Korzystamy z tozsamosci wektorowe;j:

(AxB)-C=A4-(BxC)
skad mamy (& x )2 = & - (7 x (J x 7))
1 - 1 A~ 1 =
E, = icUZAml[rgch — (- @) = 5&5[&5 = 5(,?}' - L.

1
Ek = i(wilmm + UJ;Iyy + ngzz + 2wxwijy + 2w Iy + 2wywzlyz)-
W przypadku uktadu zgodnego z osiami gléwnymi:
1

E; = 5(wg%[m + winy + wgfzz).

Wyktad 9
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Twierdzenie Steinera

Twierdzenie Steinera

Niech bedzie dana 0§ SM przechodzaca przez srodek masy bryty

sztywnej znajdujacy sie w punkcie O oraz réwnolegta do niej i oddalona
odos B.

SM:

Wyktad 9
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Twierdzenie Steinera

Twierdzenie Steinera

Jesli moment bezwtadnosci bryty sztywnej o masie M wzgledem osi SM
przechodzacej przez srodek masy jest rowny Igps, to moment bezwladnosci
wzgledem osi B, réwnoleglej do SM i oddalonej o d jest rowny

IB = ISM +A1d2

UWAGA: 0§ B nie musi przechodzi¢ przez bryte sztywna.
Dowod: .
Ip =Y Amippl, =Y Amy(F L —d)’ =
=" Amgr?, + Md* —2d- Y Am | =
= Iy + Md?.
d- " Amii =d- Y Am(i — 7)) =0+ 0=0.

Pierwszy sktadnik sumy jest rowny zero, gdyz > Am,;7; /M jest polozeniem

srodka masy wzgledem $rodka masy. Drugi sktadnik jest rowny zero, gdyz jest

iloczynem skalarnym wektoré6w wzajemnie prostopadtych.
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Twierdzenie Steinera

Wahadto fizyczne

Wahadto fizyczne waha sie wokot osi, ktora nie przechodzi przez srodek

masy!
Ipd =D x Mg
Ipa=—MgDsinf
d?o _
0 = 6 cos(wt + ¢)
Y
MgD _ MgD
7 Ip Isy+MD?
X
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Twierdzenie Steinera

Wahadlo zredukowane

Wahadto zredukowane jest to wahadto matematyczne, ktérego okres
drgan jest taki, jak okres drgan danego wahadta fizycznego.

Wahadto fizyczne:

MgD
B Isy + M D2
Wahadlo matematyczne:
w=4/2.
L
Stad ,
Isy + MD I
L= =D+ 7% >D
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Praca momentu sit

Praca momentu sity przy obrocie bryty wokoét ustalone;
osl

W przypadku ruchu wokoét ustalonej osi, wszystkie punkty bryty poruszaja sie
po okregach. Prace wykonuje tylko sila styczna do toru - okregu (Fs), bo
sktadowa normalna jest prostopadla do przesuniecia. Zatézmy, ze sila jest
przyltozona tylko w jednym punkcie bryly (np. na obwodzie walca), w
odleglosci r od osi obrotu.

W czasie dt bryta obrocita sie o df. Punkt odleglty o r od osi obrotu przybyt
droge ds = dfr z predkoscia v = % = wr. W ogo6lnosci, sita Fy moze zalezeé
od kata: F, = F(0).

Praca wykonana przez sit¢ zewnetrzna jest rowna dW = dfrF,(0) = M (6)d6,
czyli

02
Wo, o, = | M(6)do.
01
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Nieobowigzkowo - réwnania Eulera

Rownania Eulera

Roéwnanie ruchu obrotowego w uktadzie inercjalnym U/ ma postac:

L -

M

dt
Przypusémy, ze wybraliémy osie uktadu U’ zgodne z osiami gtéwnymi
bryty, a poczatek O' umiescilismy w srodku masy bryty. W uktadzie U’
roOwnanie ruchu obrotowego ma postaé:

ar’ —

—+dxL' =M

dt
W tym réwnaniu wszystkie wektory mozemy przedstawi¢ w postaci
sktadowych na osiach uktadu U/’
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Nieobowigzkowo - réwnania Eulera

Rownania Eulera

ar’ . -
— +@xL =M
dt
Wy
G=| wy |, L'=10=Tywyw + Lywyey + Liw. &
(oo%
. €y €y €y (I — Iy/)wy/wz/em/—i—
!/ —
w X L = Wy wy/ Wy = (IQJ’ — Izl)wz/wzleyl+
Im/ww/ Iylwy/ IZ/UJZ/ (Iy/ — Iw’)w$’wy’€z’
d
L5 4 (L~ I Yoy = Mo
dw,,r
Iy/Tf (Iaj/ — Iy)&)mlwzl = My/
dw 1
L% 4 (I~ Lo)owy = Mo

Zazwyczaj momenty bezwladnosci oraz momenty sit sa znane, a szukamy &.
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Nieobowigzkowo - réwnania Eulera

Precesja predkosci katowej swobodnej kuli

Rozwazamy kule, na ktoéra nie dziala moment sity.

Roéwnania Eulera maja postac:

dwl-
dt

=0
dla kazdej ze sktadowych predkosci katowej.
Zatem, w tym przypadku & = const.

Zauwazmy, ze wniosek ten jest stuszny takze dla jednorodnego
szescianu, o ile obraca sie on wokoét jednej z osi gtoéwnych.
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Nieobowigzkowo - réwnania Eulera

Precesja predkosci katowej swobodnego baka o symetrii
walcowe]

W tym przypadku, Iy = I, # I, i rownania Eulera maja postac:

dw,,s
I :l)f +(Izl —Iy/)wy/wzx = 0
dw, s
Ly— — (L — Iy)wgw, = 0
dw,/ _
dt =0
. o . (I —1.)
Stad mamy, ze w,» = const. Niech Q = “=—==w ./ wtedy
dw s _
dt + wa/ = 0
dw, s
L Quy = 0

skad wy = wyr g cos(Q + @), wy = wy osin(Qt + @)
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Nieobowigzkowo - réwnania Eulera

Wirujaca swobodnie obrecz

Wiemy juz, ze w przypadku obreczy wirujacej w taki sposob, ze
(Srodkowa) 0§ obrotu nie jest prostopadla do ptaszczyzny obreczy,
wektor momentu pedu L ma inny kierunek niz wektor predkosci
katowej & i z powodu niezerowego momentu sit w tozysku - obraca sie
wokot wektora predkosci katowe;j.

A co bedzie, gdy obrecz nie bedzie zamocowana i bedzie wirowaé¢ wokot
osi ($rodkowej) ustawionej pod katem do ptaszczyzny obreczy?

W takiej sytuacji nie dziata moment sit, wiec staly jest moment pedu,
zatem wektor predkosci katowej okraza wektor momentu pedu.
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Nieobowigzkowo - réwnania Eulera

Precesja momentu pedu bryty wirujacej w polu
grawitacyjnym

Niech bedzie bryta sztywna podparta w jednym punkcie.

Jesli bryta nie wiruje, to pod wpltywem dzialania momentu sity
ciezkosci obraca sie wzgledem kierunku wskazywanego przez ten
moment - sie przewraca.

Jedli zas wiruje z predkoscia katowa w, to pod wplywem momentu sily
nastepuje zmiana kierunku mmentu pedu (moment sity jest prostopadty
do momentu pedu, wiec zmienia jego kierunek, a nie wartosé).
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