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Rozdziaª 1

Zbiory i logika

1.1 Wst¦p i zbiory uporz¡dkowane

Zbiory liczb naturalnych, caªkowitych i wymiernych. Liczby wymierne jako naj-
szerszy z tych zbiorów, lecz nadal nie wystarczaj¡co szeroki, gdy» nie zawieraj¡cy
rozwi¡za« wielu równa«, takich cho¢by jak

p2 = 2. (1.1)

Wyka»emy teraz, »e równanie to nie ma rozwi¡zania w zbiorze liczb wymiernych.
Gdyby tak byªo, to p = m

n oraz

m2 = 2n2. (1.2)

Zaªó»my, »e co najmniej jedna z tych liczb jest nieparzysta. Wtedy na przykªad
gdy m jest parzystam to m2 jest podzielne przez 4, a zatem prawa strona musi
by¢ te» podzielne przez 4, st¡d n2 jest liczb¡ parzyst¡, co stoi w sprzeczno±ci
z naszym zaªo»eniem. Zatem dowiedli±my, »e nie ma takiego p ∈ Q, które jest
rozwi¡zaniem równania (1.1).

Nast¦pnie zde�niujmy dwa zbiory: A taki, który zawiera wszystkie liczby
wymierne mniejsze od p b¦d¡cego rozwi¡zaniem (1.1) oraz B, który zawiera
wszystkie liczby wymierne wi¦ksze od p b¦d¡cego rozwi¡zaniem tego równania.
Wyka»emy teraz, »e A nie ma liczby najwi¦kszej, za± B najmniejszej. W tym
celu wyka»emy, »e istnieje w dla dowolnego p z A istnieje q > p i analogicznie
w B. Wprowadzamy

q = p− p2 − 2
p+ 2

oraz q2 − 2 =
2(p2 − 2)
(p+ 2)2

. (1.3)

Zatem, je»eli p ∈ A, wtedy równie» q ∈ A (i analogicznie dla B). St¡d widzimy,
»e zbiór liczby wymiernych ma �dziury�. Zbiór liczb rzeczywistych powstaje po-
przez uzupeªnienie tych luk.

De�nicja 1.1.1. Je»eli A jest zbiorem, to x ∈ A oznacza, »e x jest elementem
A. Je»eli x nie jest elementem A, piszemy x /∈ A.

Zbiór, który nie posiada elementów nazywamy zbiorem pustym, je»eli posiada
przynajmniej jeden element to jest zbiorem niepustym. Je»eli A i B s¡ zbiorami,
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to A jesy podzbiorem B, gdy ka»dy element nale»¡cy do A nale»y do B i piszemy
A ⊂ B. Je»eli A ⊂ B oraz B ⊂ A, to piszemy A = B. W przeciwnym wypadku
A 6= B.

De�nicja 1.1.2. Niech S b¦dzie zbiorem. Porz¡dkiem w zbiorze S nazwiemy
relacj¦ oznaczan¡ przez < maj¡c¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• dla x, y ∈ S zachodzi tylko jedna z mo»liwo±ci x < y, x = y, y < x.

• dla x, y, z ∈ S, je»eli x < y oraz y < z, to x < z.

De�nicja 1.1.3. Zbiorem uporz¡dkowanym nazywamy zbiór S wraz z okre±lon¡
w nim relacj¡ porz¡dku. Przykªad: Q jest zbiorem uporz¡dkowanym, je»eli r < s
okre±limy tak, »e r − s jest ujemn¡ liczb¡ wymiern¡.

De�nicja 1.1.4. Niech S b¦dzie zbiorem uporz¡dkowanym i E ⊂ S. Je»eli

∃ β ∈ S : ∀ x ∈ E x 6 β (1.4)

to mówimy, »e E jest ograniczony od góry i β jest ograniczeniem górnym E.

De�nicja 1.1.5. Niech S b¦dzie zbiorem uporz¡dkowanym i niech E ∈ S b¦dzie
podzbiorem ograniczonym z góry. Niech α ∈ S takie, »e:

• α jest ograniczeniem górnym E;

• je»eli y < α, to y nie jest ograniczeniem górnym E.

Wtedy α nazywamy najmniejszym ograniczeniem górnym albo kresem górnym
E. Oznaczamy α = supE.

Przykªad 1.1.1. Rozpatrzmy zbiory A i B rozwa»ane na pocz¡tku rozdziaªu,
jako podzbiory Q. Wiemy, »e A jest ograniczony od góry, ale poniewa» B nie
zawiera elementu najmniejszego, wi¦c A nie posiada kresu górnego w Q (i ana-
logicznie z kresem dolnym dla B).

Przykªad 1.1.2. Je»eli α =
∑
E istnieje, to α mo»e lub mo»e nie by¢ elemen-

tem E. Niech E1 b¦dzie zbiorem wszystkich r ∈ Q, dla których r < 0 i niech E2
b¦dzie zbiorem wszystkich r ∈ Q, dla których r 6 0. Wtedy supE1 = supE2 = 0
oraz 0 /∈ E1 i 0 ∈ E2.

Przykªad 1.1.3. Niech E skªada si¦ z liczb 1n , gdzie n ∈ N. Wtedy α = supE =
1 i α ∈ E za± β = inf E = 0 i β /∈ E.

1.2 Ciaªa

De�nicja 1.2.1. Ciaªem nazywamy zbiór F wyposa»ony w dwie operacje, które
b¦dziemy nazywali dodawaniem i mno»eniem. Dziaªania te speªniaj¡ �aksjomaty
ciaªa�. Dla dodawania s¡ to (x, y, z ∈ F ):

• x+ y ∈ F .



• x+ y = y + x

• (x+ y) + z = x+ (y + z)

• ∃0: 0 + x = x+ 0 = x ∀ x ∈ F

• ∀ x ∈ F ∃ − x : x+ (−x) = 0

Dla mno»enia s¡ to:

• xy ∈ F

• xy = yx

• (xy)z = x(yz)

• ∃1 6= 0 : 1 · x = x · 1 = x, ∀x ∈ F

• Je»eli x 6= 0 ∃ 1/x ∈ F : x(1/x) = 1

Ponadto zachodzi

• x+ (y + z) = xy + xz.

De�nicja 1.2.2. Ciaªem uporz¡dkowanym nazywamy ciaªo F b¦d¡ce jednocze-
±nie zbiorem uporz¡dkowanym w taki sposób, »e dla x, y, z ∈ F zachodzi

• x+ y < z + z je»eli y < z

• xy > 0 je»eli x > 0 i y > 0.

Je»eli x > 0, to x nazywamy elementem dodatnim, za± je»eli x < 0 � elementem
ujemnym.

1.3 Ciaªo liczb rzeczywistych

Twiedzenie 1.3.1. Istnieje ciaªo uporz¡dkowane R posiadaj¡ce wªasno±¢ ist-
nienia kresów dolnych. Ciaªo to zawiera Q jako podciaªo. (Dowód w ksi¡»ce.)

Twiedzenie 1.3.2. Je»eli x, y ∈ R i x > 0, to istnieje n ∈ N takie, »e nx > y.

Dowód. Niech A oznacza zbiór wszystkich liczb rzeczywistych o postaci nx,
gdzie n ∈ N. Je»eli twierdzenie jest faªszywe, wtedy y byªo by ograniczeniem
górnym A. Ale wtedy A posiadaªo by kres górny w R, oznaczany jako α = supA.
Poniewa» x > 0, zatem α− x < α st¡d α− x nie jest ograniczeniem górnym A.
Zatem α− x < mx dla pewnej m ∈ N. Ale wtedy α < (m+ 1)x ∈ A, co jest nie
prawd¡, gdy» α jest ograniczeniem górnym A.



Twiedzenie 1.3.3. Je»eli x, y ∈ R i x < y, to istnieje p ∈ Q takie, »e x < p < y.

Dowód. Jako »e x < y, wi¦c y − x > 0 i na mocy Tw. (1.3.2) istnieje n ∈ N
taka »e

n(y − x) > 1. (1.5)

Stosuj¡c Tw. (1.3.2) otrzymujemy m1,m2 ∈ N takie, »e m1 > nx oraz m2 >
−nx. Wtedy

−m2 < nx < m1 (1.6)

i istnieje m (taka »e −m2 6 m 6 m1) taka, »e

m− 1 6 nx < m. (1.7)

�¡cz¡c ostanie warunki otrzymujemy

nx < m 6 1 + nx < ny, (1.8)

a jako »e n > 0, wi¦c

x <
m

n
< y, (1.9)

co dowodzi twierdzenia (p = m
n ).

Na tej podstawie mówimy, »e R jest zbiorem g¦stym. W szczególno±ci mo»na
wykaza¢ nast¦puj¡ce twierdzenie (dowód w ksi¡»ce).

Twiedzenie 1.3.4. Dla dowolnej x ∈ R i x > 0 i dowolnej n ∈ N istnieje jedna
i tylko jedna y ∈ R i y > 0 taka, »e yn = x.

1.4 Dziaªania na zbiorach, prawa de Morgana

De�nicja 1.4.1. Niech A i Ω b¦d¡ zbiorami; zaªó»my, »e ka»demu elementowi
zbioru A odpowiada pewien podzbiór Ω, który b¦dziemy oznaczali przez Eα.
Zbiór, którego elementami s¡ zbiory Eα oznaczamy {Eα} i mówimy o systemie
albo rodzinie zbiorów.

Sum¡ zbiorów rodziny {Eα} nazywamy zbiór S taki, »e x ∈ S ⇐⇒ x ∈ Eα
przynajmniej dla jednego α ∈ A. Stosujemy oznaczenie

S =
⋃
α∈A

Eα. (1.10)

Je»eli A skªada si¦ z liczb caªkowitych, to zazwyczaj piszemy

S =
n⋃

m=1

Em = E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪ En. (1.11)

Je»eli A jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych to

S =
∞⋃
m=1

Em. (1.12)



De�nicja 1.4.2. Iloczynem rodziny zbiorów Eα nazywamy zbiór P taki, »e
x ∈ P ⇐⇒ x ∈ Eα∀α ∈ A. Oznaczenia

P =
⋂
α∈A

Eα. (1.13)

Je»eli A skªada si¦ z liczb caªkowitych, to zazwyczaj piszemy

P =
n⋂

m=1

Em = E1 ∩ E2 ∪ . . . ∩ En. (1.14)

Je»eli A jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych to

P =
∞⋂
m=1

Em. (1.15)

De�nicja 1.4.3. Niech zbiory A i B zawieraj¡ si¦ w Ω. Ró»nic¡ zbiorów A i B
nazywamy zbiór x ∈ A takich, »e x /∈ B i oznaczamy A \B.

De�nicja 1.4.4. Niech zbiór A zawiera si¦ w Ω. Dopeªnieniem A w Ω nazywamy
zbiór x ∈ Ω takich, »e x /∈ A i oznaczamy Ā.

Prawa de Morgana.

Twiedzenie 1.4.1. Niech zbiory A i B zawieraj¡ si¦ w Ω. Zachodzi:

A ∩B = Ā ∪ B̄ (1.16a)

A ∪B = Ā ∩ B̄. (1.16b)

Dowód na przykªad gra�cznie.

1.5 Elementy logiki

Tabelki dla koniunkcji, implikacji, alternatywy. Odpowiedniki praw de Morgana.
Sformuªowa¢ zasad¦ indukcji matematycznej.

1.6 Przestrze« euklidesowa, wektorowa i metryczna

De�nicja 1.6.1. Przy dowolnej liczbie k ∈ N niech Rk b¦dzie zbiorem upo-
rz¡dkowanym k-wyrazowych ci¡gów

x = (x1, . . . , xk), (1.17)

gdzie x1, . . . xk ∈ R nazywamy wspóªrz¦dnymi elementu x. Elementy Rk sa
zwane punktami lub wektorami, szczególnie w przypadku k > 1. Je±li y =
(y1, . . . , yk) oraz α ∈ R, to

x+ y = (x1 + y1, . . . , xk + yk), αx = (αx1, . . . , αxk), (1.18)

wtedy oczywi±cie x+y ∈ Rk i α ∈ Rk. Istnienie obu tych operacji, speªniaj¡cych
wªasno±ci przemienno±ci i ª¡czno±ci czyni z Rk przestrze« wektorow¡ nad cia-
ªem liczb rzeczywistych. Zerowym elementem (nazywanym czasem pocz¡tkiem
ukªadu wspóªrz¦dnych lub wektorem zerowym) jest punkt 0, którego wszystkie
skªadowe równe s¡ 0.



Okre±lmy teraz �iloczyn wewn¦trzny� (lub iloczyn skalarny) dwu punktów
za pomoc¡ wzoru

x · y =
k∑
i=1

xiyi (1.19)

oraz wprowad¹my norm¦ elementu x

|x| = (x,x)
1
2 =

(
k∑
i=1

x2i

) 1
2

. (1.20)

Obecnie zde�niowana struktura (przestrze« wektorowa Rk wraz ze zde�niowa-
nym iloczynem wewn¦trznym i norm¡) jest nazywana euklidesow¡ k-przestrzeni¡.

Twiedzenie 1.6.1. Niech x,y ∈ Rk i niech α ∈ R. Wtedy

1. |x| > 1

2. |x| = 0 ⇐⇒ x = 0

3. |αx| = |α||x|

4. |x · y| 6 |x||y|

5. |x+ y| 6 |x|+ |y|

6. |x− z| 6 |x− y|+ |y − z|.

Dowód. Dowód 1-3 oczywisty. 4 wynika z nierówno±ci Schwarza. St¡d z kolei
wynika

|x+ y|2 = (x+ y)(x+ y) = xx+ 2xy + yy 6 |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2,
(1.21)

co dowodzi 5. 6 wynika z 5 przy podstawieniu x− y za x oraz y − z za y.

De�nicja 1.6.2. Mówimy, »e zbiór X, którego elementy b¦dziemy nazywali
punktami, jest przestrzeni¡ metryczn¡, je»eli dowolnym dwóm punktom p i q
zbioru X odpowiada liczba rzeczywista d(p, q) nazywana odlegªo±ci¡ od p do q
taka, »e

1. d(p, q) > 0, je±li p 6= q; d(p, p) = 0

2. d(p, q) = d(q, p)

3. d(p, q) 6 d(p, r) + d(r, q) dla dowolonego r ∈ X.

Przykªadami przestrzeni metrycznych s¡ Rk, szczególnie R1 (prosta rzeczy-
wista), R2 (pªaszczyzna). Odlegªo±¢ w Rk de�niujemy jako

d(x,y) = |x− y|, (x,y ∈ Rk). (1.22)



Rozdziaª 2

Funkcje i wykresy

Podstawowe poj¦cia.

De�nicja 2.0.1. Niech X i Y b¦dzie dwoma zbiorami. Funckja to przyporz¡d-
kowanie elemntom X elementów Y , prawostronnie jednoznaczne, czyli takie, »e
ka»demu y ∈ Y odpowiada co najwy»ej jeden x ∈ X.

Element x ∈ X, któremu odpowiada y ∈ Y nazywamy argumentem funkcji,
za± y = f(x) nazywamy warto±ci¡ funkcji. Zbiór D ⊂ X, dla których jest okre-
±lona f nazywamy dziedzin¡, za± zbiór f(D) ⊂ Y nazywamy zbiorem warto±ci.

De�nicja 2.0.2. Wykres funkcji to zbiór wszystkich punktów o wspóªrz¦dnych
(x, f(x)).

• Wprowadzi¢ kartezja«ski ukªad wspóªrz¦dnych.
• Przykªad funkcji liniowej i kwadratowej, moduª.
• Wªasno±ci funkcji kwadratowej.
Wªasno±ci funkcji:
• Funkcja ró»nowarto±ciowa (iniekcja): ∀x 6= y, x ∈ D, y ∈ D : f(x) 6= f(y).
• Suriekcja: �na�, czyli przeciwdziedzina pokrywa si¦ z Y .
• Bijekcja: iniekcja + suriekcja.
• Funkcja parzysta ∀x ∈ D − x ∈ D : f(x) = f(−x)
• Funkcja nieparzysta ∀x ∈ D − x ∈ D : f(x) = −f(−x)
• Funkcja okresowa ∀x ∈ Dx + x0 ∈ D : f(x) = f(x + x0). x0 nazywamy

okresem funkcji.
• Funkcja monotonicznie rosn¡ca. Niech f : R ⊃ X → Y ⊂ R. Funkcja jest

monotonicznie rosn¡ca je»eli dla x1 > x2 zachodzi f(x1) > f(x2). Analogicznie
monotonicznie malej¡ca.
• Odwrotno±¢ funkcjil 1/f(x).
• Funkcja odwrotna f−1(x).
• Funkcja zªo»ona g(f(x)).

2.0.1 Ukªady wspóªrz¦dnych

• kartezja«ski
• biegunowy
• walcowy
• sferyczny
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Rozdziaª 3

Ci¡gi i szeregi

3.1 Ci¡gi

De�nicja 3.1.1. Ci¡giem nazywamy funkcj¦ f okre±lon¡ na zbiorze N. Je-
»eli f(n) = xn dla n ∈ N, to przyj¦ªo si¦ oznacza¢ f symbolem {xn} lub
x1, x2, x3, . . .. Warto±ci funkcji, to jest elementy xn nazywamy wyrazami ci¡gu.
Je»eli A jest pewnym zbiorem i xn ∈ A,∀n ∈ N, to {xn} nazywamy ci¡giem w
A lub ci¡giem elementów zbioru A.

De�nicja 3.1.2. Ci¡g {pn} w przestrzeni metrycznej X nazywamy zbie»nym,
je±li istnieje p ∈ X posiadaj¡cy nast¦puj¡ce wªasno±ci:
∀ε > 0 ∃N ∈ N : n ­ N → d(pn, p) < ε.

Mówimy, »e {pn} jest zbie»ny do p lub »e p jest granic¡ ci¡gu {pn} i piszemy

pn → p, lub lim
n→∞

pn = p. (3.1)

Przykªady wykazywania, »e g jest granic¡:
• xn = 1

n , g = 0
• xn = 2n+1

4n+5 , g = 1
2

Twierdzenia o granicy.

Twiedzenie 3.1.1. Rozwa»my ci¡gi {sn} i {tn} o granicach odpowiednio s i t.
Wówczas:
• lim
n→∞

(sn + tn) = s+ t

• lim
n→∞

csn = cs

• lim
n→∞

(c+ sn) = c+ s.

• lim
n→∞

(sntn) = st.

• lim
n→∞

(1/sn) = 1/s je»eli sn 6= 0 oraz s 6= 0.

Dowody w ksi¡»ce (str. 46).

Twiedzenie 3.1.2. Rozwa»my ci¡gi {sn} i {tn} o granicach odpowiednio s i
t 6= 0. Wówczas:

lim
n→∞

sn
tn

=
s

t
. (3.2)
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De�nicja 3.1.3. Ci¡g {sn} nazywamy ci¡giem Cauchy'ego, gdy

∀ε > 0 ∃N ∈ N : d(pn, pm) < ε, gdy n,m > N. (3.3)

Twiedzenie 3.1.3. Ka»dy ci¡g zbie»ny jest ci¡giem Cauchy'ego.

3.1.1 Pewne ci¡gi specjalne

Twiedzenie 3.1.4. Zachodz¡ nast¦puj¡ce twierdzenia
• Je»eli p > 0, to lim

n→∞
1/np = 0.

• lim
n→∞

n
√
n = 1

• Je»eli p > 0 oraz α ∈ Q, to lim
n→∞

nα

(1+p)n = 0.

• Je»eli |x| < 1, to lim
n→∞

xn = 0.

3.2 Szeregi

De�nicja 3.2.1. Niech b¦dzie dany ci¡g {an}. Sum¦ ap + ap+1+ . . . aq (p 6 q)
b¦dziemy oznaczali przez

∑q
n=p an. Ci¡gowi {an} b¦dzie odpowiadaª ci¡g {sn},

gdzie

sn =
n∑
k=1

ak. (3.4)

Symbol a1 + a2 + . . . lub krócej

∞∑
n=1

an (3.5)

b¦dziemy nazywali szeregiem niesko«czonym albo po prostu szeregiem. Liczby
sn nazywamy sumami cz¦±ciowymi tego szeregu. Je±li {sn} jest zbie»ny do s, to
b¦dziemy mówili, »e szereg jest zbie»ny i pisali

∞∑
n=1

an = s. (3.6)

Liczb¦ s nazywamy sum¡ szeregu, nale»y jednak pami¦ta¢, »e nie jest to suma
niesko«czonej liczby wyrazów ci¡gu {an} lecz granica ci¡gu sum cz¦±ciowych.
Je»eli {sn} jest rozbie»ny, mówimy, »e szereg jest rozbie»ny.

Twiedzenie 3.2.1. Szereg
∑
an jest zbie»ny ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N ∈ N:∣∣∣∣∣

m∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ 6 ε dla m > n > N. (3.7)

Twiedzenie 3.2.2. Je»eli
∑
an jest zbie»ny, to lim

n→∞
an = 0.

Uwaga: w drug¡ stron¦ nie zachodzi. Przykªad
∞∑
n=1

1
n .



Twiedzenie 3.2.3. Kryterium Cauchy'ego.

Niech dany b¦dzie szereg
∑
an i niech α = lim sup

n→∞
n
√
|an|. Wtedy

1. je±li α < 1, to szereg jest zbie»ny

2. je±li α > 1, to szereg jest rozbie»ny

3. je±li α = 1, to szereg jest rozbie»ny lub zbie»ny.

Twiedzenie 3.2.4. Kryterium d'Alamberta.

Szereg
∑
an jest

1. zbie»ny, je»eli

lim sup
n→∞

∣∣∣∣an+1an

∣∣∣∣ < 1 (3.8)

2. rozbie»ny, je»eli ∣∣∣∣an+1an

∣∣∣∣ > 1 (3.9)

dla n > n0, gdzie n0 ∈ N.

3.2.1 Zbie»no±¢ bezwzgl¦dna

Mówimy, »e szereg
∑
an jest zbie»ny bezwgl¦dnie, je»eli zbie»ny jest szereg∑

|an|.

Twiedzenie 3.2.5. Je»eli szereg jest zbie»ny bezwzgl¦dnie, to jest zbie»ny.

Dowód. Wynika z z nierówno±ci |
∑
an| 6

∑
|an| oraz kryterium Cauchy'ego.

De�nicja 3.2.2. We¹my dwa szeregi
∑
an i

∑
bn i przyjmijmy

cn =
n∑
k=0

akbn−k (3.10)

Szereg
∑
cn nazywamy iloczynem dwóch danych szeregów.

De�nicja wynika bezpo±rednio z wzi¦cia dwóch szeregów pot¦gowych
∑
anz

n

i
∑
bnz

n, wymno»enia ich wyraz po wyrazie i zebrania wyrazów o danej pot¦dze
z, czyli( ∞∑
n=0

anz
n

)( ∞∑
n=0

bnz
n

)
= a0b0 + (a1b0 + a0b1)z + (a0b2 + a1b1 + a2b0)z2 + . . .

(3.11)

Nast¦pnie kªadziemy z = 1 i odzyskujemy »¡dane wyra»enie.



3.2.2 Szeregi o wyrazach nieujemnych

Twiedzenie 3.2.6. Je»eli 0 6 x 6 1, to

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
. (3.12)

Je»eli x > 1, szereg jest rozbie»ny.

Dowód natychmiast przez wykonanie sumy cz¦±ciowej i policzenie jej granicy.

Twiedzenie 3.2.7. Niech a1 > a2 > a3 > . . . > 0. Wtedy
∞∑
n=1

an jest zbie»ny

⇐⇒ zbie»ny jest

∞∑
k=0

2ka2k = a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . (3.13)

Dowód. Wystarczy udowodni¢ ograniczono±c sum cz¦±ciowych. Niech

sn = a1 + . . .+ an, tk = a1 + 2a2 + . . .+ 2ka2k . (3.14)

Dla n < 2k mamy

sn 6 a1 + (a2 + a3) + . . .+ (a2k + . . .+ a2k−1−1) 6 a1 + 2a2 + 2ka2k = tk.
(3.15)

Dla n > 2k mamy

sn > a1 + a2 + (a3 + a4) + . . .+ (a2k−1−1 + . . .+ a2k)

>
1
2
a1 + 22 + 2a4 + . . .+ 2k−1a2k =

1
2
tk. (3.16)

Mamy zatem

tk > sn >
1
2
tk. (3.17)

St¡d je»eli tk jest rozbie»ne, to sn jest rozbie»ne. Je»eli tk jest zbie»ne, to na
mocy twierdzenia o trzech ci¡gach sn te» jest zbie»ne. I na odwrót, co ko«czy
dowód.

Twiedzenie 3.2.8. Szereg
∑

1/np jest zbie»ny, je»eli p > 1. Je»eli p 6 1 jest
rozbie»ny.

Dowód. Je»eli p > 0, oczywiste. Je»eli p > 0, stosujemy twierdzenie 3.2.7 i
przechodzimy do szeregu

∞∑
k=0

2k
1

2kp
=
∞∑
k=0

2(1−p)k. (3.18)

Na mocy twierdzenia 3.2.6, szereg ten jest zbie»ny, gdy p < 1, a rozbie»ny, gdy
p > 1.



Liczba e

De�nicja 3.2.3.

e =
∞∑
n=0

1
n!
. (3.19)

Szereg ten jest zbie»ny, gdy»

sn = 1 + 1 +
1

1 · 2
+

1
1 · 2 · 3

+ . . .+
1

1 · 2 · 3 . . . · n
< 1 + 1 +

1
2

+
1
22

+ . . .+
1

2n−1
< 3,

(3.20)

zatem de�nicja ma sens.

Ewentualnie:
• sumowanie cz¦±ciowe
• zmiana kolejno±ci sumowania.





Rozdziaª 4

Ci¡gªo±¢, pochodna i jej

zastosowanie

4.1 Ci¡gªo±¢

De�nicja 4.1.1. Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi. Niech E ⊂ X,
f niech b¦dzie odwzorowawniem E w Y . B¦dziemy pisali f(x) → q dla x → p
lub

lim
x→p

f(x) = q (4.1)

je±li istnieje q ∈ Y o nast¦puj¡cych wªasno±ciach: ∀ε > 0 ∃δ > 0:

dY (f(x), q) < ε dla 0 < dX(x, p) < δ. (4.2)

Je»eli

lim
x→p

f(x) = q oraz lim
x→p

g(x) = r (4.3)

zachodzi ponadto:

• lim
x→p

(f(x)± g(x)) = q ± r

• lim
x→p

(f(x)/g(x)) = q/r (r 6= 0)

• lim
x→p

(f(x)g(x)) = qr

De�nicja 4.1.2. Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie p je»eli ∀ε > 0 ∃δ > 0:

dY ((f(x), f(p)) < ε, gdy dX(x, p) < δ. (4.4)

Twiedzenie 4.1.1. Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie p ⇐⇒ lim
x→p

f(x) = f(p).

Ewentualnie:

• ci¡gªo±¢ i spójno±¢
• nieci¡gªo±ci
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4.2 Pochodna

De�nicja 4.2.1. Niech f b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡ okre±lon¡ na odcinku I =
[a, b]. Dla dowolnego x ∈ I rozpatrzmy wyra»enie

ϕ(t) =
f(t)− f(x)

t− x
, (a < t < b, t 6= x) (4.5)

i okre±lmy

f ′(x) = lim
t→x

ϕ(t) (4.6)

o ile granica ta istnieje. Funkcj¦ f ′ nazywamy pochodn¡ funkcji f .
Je»eli pochodna f ′ jest okre±lona w punkcie x, to mówimy, »e funkcja f jest

ró»niczkowalna w punkcie x. Je»eli f ′ jest okre±lona w ka»dym punkcie pewnego
zbioru E, to mówimy, »e f jest jest ró»niczkowalna w E.

Zauwa»my, »e we wzorze (7.27) mo»na rozwa»a¢ granice lewo- i prawo-
stronn¡, co prowadzi do de�nicji odpowiedniej pochodnej.

Twiedzenie 4.2.1. Niech f b¦dzie okre±lona w przedziale domkni¦tym I =
[a, b]. Je»eli f jest ró»niczkowalna w punkcie x ∈ I, to jest ci¡gªa w tym punkcie.

Dowód. Na podstawie twierdzenia o iloczynie granic, mamy

f(t)− f(x) =
f(t)− f(x)

t− x
(t− x)→ f ′(x) · 0 = 0. � (4.7)

Zauwa»my, »e w drug¡ stron¦ nie zachodzi. Przykªad: • f(x) = |x|.

Twiedzenie 4.2.2. Niech f i g b¦d¡ okre±lone w I = [a, b] i ró»niczkowalne w
x ∈ I. Wtedy f + g, fg i f/g s¡ ró»niczkowalne w x oraz:
• (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x)
• (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

• ( fg )′(x) = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)
g2(x)

(
g(x) 6= 0

)
.

Przykªady, strona 89.

Twiedzenie 4.2.3. Niech f b¦dzie ci¡gªa na I = [a, b], f ′(x) istnieje w x ∈ I,
niech g b¦dzie okre±lona na Y zawieraj¡cym zbiór wszystkich warto±ci przyjmo-
wanych przez f , oraz g ró»niczkowalna w punkcie f(x). Je»eli

h(t) = g(f(t)), (a 6 t 6 b), (4.8)

to h jest ró»niczkowalna w punkcie x oraz

h′(x) = g′(f(x))f ′(x). (4.9)

Dowód. Niech y = f(x). Z de�nicji pochodznej mamy

f(t)− f(x) = (t− x)[f ′(x) + u(t)], (4.10a)

g(s)− g(y) = (s− y)[g′(y) + v(s)], (4.10b)

(4.10c)



gdzie t ∈ I, s ∈ Y oraz u(t) → x przy t → 0 oraz v(s) → 0 przy s → y. Niech
s = f(t)y We¹my s = f(t). Wtedy na mocy równa« (4.10) mamy

h(t)− h(x) = g(f(t))− g(f(x)) = [f(t)− f(x)][g′(y) + v(s)]

= (t− x)[f ′(x) + u(t)][g′(y) + v(s)] (4.11)

a zatem

h(t)− h(x)
t− x

= [f ′(x) + u(t)][g′(y) + v(s)] (4.12)

co dla t→ x na mocy ci¡gªo±ci f daje s→ y, co dowodzi twierdzenia. �

Przykªady ze strony 90.

4.2.1 Twierdzenia o warto±ci ±redniej

De�nicja 4.2.2. Niech f b¦dzie funckj¡ rzeczywist¡ okre±lon¡ w przestrzeni
metrycznej X. Powiemy, »e f ma maksimum lokalne w punkcjie p ∈ X, je±li
istnieje δ > 0 taka, »e f(q) 6 f(p) ∀q ∈ X takich, »e d(p, q) < δ. Analogicznie
de�niujemy minimum lokalne.

Twiedzenie 4.2.4. Niech f b¦dzie okre±lona na I = [a, b]. Je»eli f ma w
punkcie x ∈ I maksimum lokalne i istnieje f ′(x), to f ′(x) = 0.

Dowód. We¹my δ takie, »e a < x − δ < x < x + δ < b. W przypadku gdy
x− δ < t < x, mamy

f(t)− f(x)
t− x

> 0. (4.13)

Za± gdy x < t < x+ δ, mamy

f(t)− f(x)
t− x

6 0. (4.14)

Zatem f ′(x) = 0. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla miminum lokalnego.

Twiedzenie 4.2.5. Je»eli f i g ci¡gªe na I = [a, b] i ró»niczkowalne na ]a, b[.
to istnieje punkt x ∈ I, w którym

[f(b)− f(a)]g′(x) = [g(b)− g(a)]f ′(x). (4.15)

Dowód. Zde�niumy nast¦puj¡c¡ funkcj¦:

h(t) = [f(b)− f(a)]g(t)− [g(b)− g(a)]f(t), dla a 6 t 6 b. (4.16)

Funkcja h jest ci¡gªa w I, ró»niczkowalna w ]a, b[ oraz

h(a) = f(b)g(a)− f(a)g(b) = h(b). (4.17)

Dla dowodu, wystarczy wykaza¢, »e h′(x) dla pewnego x ∈]a, b[. Je»eli h(x) jest
staªa dla x ∈ I, to h′(x) = 0. Je»eli h(t) > h(a), to z ci¡gªo±ci wynika, »e musi
istnie¢ lokalne maksimum, dla którego h′(x) = 0. Analogicznie dla h(t) < h(a).
�



Twierdzenie to nazywane jest uogólnionym twierdzeniem o warto±ci ±redniej.
W szczególno±ci dla g(x) = x, mamy

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(x) (4.18)

znane jako twierdzenie o warto±ci ±redniej.

Twiedzenie 4.2.6. Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na przedziale R =
]a, b[.
• Je»eli f ′(x) > 0 dla wszystkich x ∈]a, b[, to f ro±nie monotonicznie.
• Je»eli f ′(x) = 0 dla wszystkich x ∈]a, b[, to f jest staªa.
• Je»eli f ′(x) < 0 dla wszystkich x ∈]a, b[, to f maleje monotonicznie.

Dowód bezpo±rednio z twierdzenia o warto±ci ±redniej

f(x2)− f(x1) = (x2 − x1)f ′(x) (4.19)

dla pary liczb x1, x2 ∈ R przy pewnym x mi¦dzy x1 a x2.

4.2.2 Reguªa l'Hospitala

Twiedzenie 4.2.7. Niech f i g b¦d¡ funkcjami rzeczywistymi, ró»niczkowal-
nymi naR =]a, b[ i niech g′(x) 6= 0 przy dowolnym x ∈ R, gdzie∞ 6 a <6 +∞.
Niech

lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

= A. (4.20)

Je»eli

lim
x→a

f(x) = 0 i lim
x→a

g(x) = 0 (4.21)

lub je»eli

lim
x→a

g(x) = +∞, (4.22)

lim
x→a

f(x)
g(x)

= A. (4.23)

Dowód w ksi¡»ce.

4.2.3 Twierdzenie Taylora

Twiedzenie 4.2.8. Przypu±¢my, »e f jest funkcj¡ rzeczywist¡ na I = [a, b],
n ∈ N, f (n) jest ci¡gªa na I, a f (n) istnieje wsz¦dzie wewn¡trz ]a, b[. Niech α i
β b¦d¡ dwoma ró»nymi punktami w I. Okre±lmy

P (t) =
n−1∑
k=0

f (k)(α)
k!

(t− α)k. (4.24)

Istnieje punkt x le»¡cy mi¦dzy α i β taki, »e

f(β) = P (β) +
f (n)(x)
n!

(β − α)n. (4.25)



Rozdziaª 5

Caªka nieoznaczona i

oznaczona

De�nicja 5.0.1. Niech I = [a, b] b¦dzie pewnym przedziaªem. Przez podziaª P
przedziaªu I rozumie¢ b¦dziemy sko«czony zbiór punktów x0, . . . xn taki, »e

a = x0 6 x1 6 . . . 6 xn = b. (5.1)

B¦dziemy ponadto pisa¢

∆xi = xi − xi−1, (i = 1 . . . n). (5.2)

Niech f b¦dzie ograniczon¡ rzeczywist¡ liczb¡ okre±lon¡ na I. Ka»demu podzia-
ªowi P przedziaªu I przyporz¡dkowujemy liczby

Mi = sup f(x), mi = inf f(x), (xi−1 6 x 6 xi) (5.3)

U(P, f) =
n∑
i=1

Mi∆xi, L(P, f) =
n∑
i=1

mi∆xi (5.4)

oraz zwi¡zane z nimi wielko±ci∫ b

a

fdx = inf U(P, f) (5.5)∫ b

a

fdx = supL(P, f), (5.6)

gdzie kres górny i dolny brane s¡ ze wzgl¦du na wszystkie mo»liwe podziaªy I.
Lewe strony równa« (5.5) oraz (5.6) nazywaj¡ si¦ odpowiednio górn¡ i doln¡
caªk¡ Riemanna funckji f na przedziale I.

Je»eli caªka górna równa jest dolnej, to mówimy, »e funkcja f jest caªkowalna
w sensie Riemanna na przedziale I i b¦dziemy pisa¢ f ∈ R (czyli R oznacza
zbiór wszystkich funkcji caªkowalnych w sensie Riemanna). Wspóln¡ warto±c
tych dwóch wielko±ci oznaczamy∫ b

a

fdx lub
∫ b

a

f(x)dx. (5.7)
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Teraz zde�niujemy uogólnienie caªki Riemanna� tak zwan¡ caªk¦ Riemanna�
Stieltjesa.

De�nicja 5.0.2. Niech α b¦dzie monotonicznie rosn¡ funkcj¡ okre±lon¡ na
przedziale I = [a, b]. Je»eli P jest jakim± podziaªem I, to okre±limy ∆αi =
α(xi)− α(xi−1). Dla dowolnej funkcji rzeczywistej ograniczonej na I napiszmy

U(P, f, α) =
n∑
i=1

Mi∆αi, L(P, f, α) =
n∑
i=1

mi∆αi, (5.8)

gdziemi orazMi maj¡ to samo znaczenie co w de�nicji 5.0.1. Ponadto wprad¹my∫ b

a

fdα = inf U(P, f, α) (5.9)∫ b

a

fdα = supL(P, f, α). (5.10)

Je»eli lewe cz¦±ci równo±ci s¡ sobie równe, ich wspóln¡ warto±c oznaczamy∫ b

a

fdα lub czasami
∫ b

a

f(x)dα(x). (5.11)

Jest to caªka Riemanna-Stieltjesa lub po prostu caªka Stieltjesa funcki f wzgl¦-
dem α na I. Je»eli caªka ta istnieje, to mówimy, »e f jest caªkowalna wzgl¦dem
α w sensie Riemanna i piszemy f ∈ R(α).

5.0.1 Wªasno±ci caªki

Twiedzenie 5.0.1. • Je»eli f1 ∈ R(α) oraz f2 ∈ R(α) na I = [a, b], to
f1 + f2 ∈ R(α), cf ∈ R(α) (c ∈ R) oraz∫ b

a

(f1 + f2)dα =
∫ b

a

f1dα+
∫ b

a

f2dα oraz
∫ b

a

cfdα = c

∫ b

a

fdα.

(5.12)

• Je»eli f1(x) 6 f2(x) na I, to∫ b

a

f1dα 6
∫ b

a

f2dα. (5.13)

• Je»eli f ∈ R(α) na I i je±li a < c < b, to f ∈ R(α) na [a, c] oraz f ∈ R(α)
na [c, b] oraz ∫ b

a

fdα =
∫ c

a

fdα+
∫ b

c

fdα. (5.14)

• Je»eli f ∈ R(α) na I i f(x) 6M na I, to∣∣∣∣∣
∫ b

a

f1dα

∣∣∣∣∣ 6M [α(b)− α(a)]. (5.15)



• Je»eli f ∈ R(α1) oraz f ∈ R(α2), to f ∈ R(α1 + α2) i∫ b

a

fd(α1 + α2) =
∫ b

a

fdα1 +
∫ b

a

fdα2, (5.16)

w szczególno±ci, je»eli c > 0, to∫ b

a

fd(cα) = c

∫ b

a

fdα. (5.17)

Dowód. Je»eli f = f1 + f2, a P jest dowolnym podziaªem I, to zachodzi

L(P, f1, α) + L(P, f2, α) 6 L(P, f, α) 6 U(P, f, α) 6 U(P, f1, α) + U(P, f2, α)
(5.18)

Je±li f1 ∈ R(α) oraz f2 ∈ R(α), to dla ε > 0 istniej¡ takie podziaªy, »e

U(Pj , fj , α)− L(Pj , fj , α) < ε, j = 1, 2. (5.19)

Nierówno±¢ ta pozostanie speªniona, je»eli zast¡pimy je ich wspólnym zag¦sz-
czeniem P . Wtedy z równania (5.18) wynika, »e

U(P, f, α)− L(P, f, α) < 2ε. (5.20)

St¡d wynika, »e f ∈ R(α). Dla tego samego podziaªu P mamy

U(P, fj , α) 6
∫
fjdα+ ε (5.21)

a zatem z (5.18) wynika∫
fdα 6 U(P, f, α) 6

∫
f1dα+

∫
f1dα+ 2ε. (5.22)

Poniewa» ε jest dowolne, dostajemy∫
fdα 6

∫
f1dα+

∫
f1dα. (5.23)

Zamieniaj¡c f1 i f2 z −f1 i −f2 otrzymujemy przeciwn¡ nierówno±¢, co ko«czy
dowód. Pozostaªe punkty dowodzi si¦ analogicznie.

• Powiedzie¢ o ∫ b

a

fdα =
∫ b

a

f(x)α′(x)dx (5.24)

Twiedzenie 5.0.2. (O zamianie zmiennych)
Niech ϕ b¦dzie funkcj¡ ±ci±le rosn¡c¡ odworozuj¡c¡ I ′ = [A,B] na I = [a, b].

Niech α b¦dzie te» funkcj¡ rosn¡c¡ na I i niech f ∈ R(α) na I. Okre±lmy β i g
na I ′ wzorem

β(y) = α(ϕ(y)), g(y) = f(ϕ(y)). (5.25)

Wtedy g ∈ R(β) oraz ∫ B

A

gdβ =
∫ b

a

fdα. (5.26)

Dowód strona 113, poda¢ przykªady.



5.0.2 Caªkowanie a ró»niczkowanie

Twiedzenie 5.0.3. Niech f ∈ R na I = [a, b]. Dla a 6 x 6 b okre±lmy

F (x) =
∫ x

a

f(t)dt. (5.27)

Funkcja F jest ci¡gªa na I; ponadto je±li f jest ci¡gªa w x0 ∈ I, to funkcja F
jest ró»niczkowalna w punkcie x0 oraz

F ′(x0) = f(x0). (5.28)

Dowód. Funkcja f jest ograniczona, poniewa» f ∈ R. Niech f |(t)| 6 M przy
a 6 t 6 b. Przy a 6 x 6 y 6 b mamy

|F (y)− F (x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

f(t)dt
∣∣∣∣ 6M(y − x). (5.29)

St¡d wida¢, »e dla ε > 0 zachodzi |F (y) − F (x)| o ile tylko |y − x| < ε/M . W
ten sposób dowiedli±my, »e F jest jednostajnie ci¡gªa. Zaªó»my, »e f jest ci¡gªa
w punkcie x0. Dla danego ε > 0 dobieramy δ > 0 tak aby

|f(t)− f(x0)| < ε, jeżeli |t− x0| < δ. (5.30)

Wtedy mamy∣∣∣∣F (t)− F (s)
t− s

− f(x0)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
t− s

∫ t

s

[f(u)− f(x0)]du
∣∣∣∣ < ε, (5.31)

co ko«czy dowód.

Twiedzenie 5.0.4. (Podstawowe twierdzenie rachunku caªkowego)
Je±li f ∈ R na I = [a, b] i istnieje ró»niczkowalna na I funkcja taka, »e

F ′ = f , to ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a). (5.32)

Dowód. Niech P = {x0, . . . xn} b¦dzie podziaªem P . Na mocy twierdzenia o
warto±ci ±redniej istniej¡ punkty ti ∈ [xi−1, xi] takie, »e

F (xi)− F (xi−1) = f(ti)∆xi. (5.33)

Wtedy

n∑
i=1

f(ti)∆xi = F (b)− F (a), (5.34)

sk¡d ∣∣∣∣∣F (b)− F (a)−
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε, (5.35)

co ko«czy dowów.

Twiedzenie 5.0.5. (Twierdzenie o caªkowaniu przez cz¦±ci)
Niech F i G b¦d¡ funkcjami ró»niczkowalnymi na I ∈ [a, b] i niech F ′ = f ∈

R oraz G′ = g ∈ R. Wtedy∫ b

a

F (x)g(x)dx = F (b)G(b)− F (a)G(a)−
∫ b

a

f(x)G(x)dx. (5.36)



Rozdziaª 6

Liczby zespolone

De�nicja 6.0.1. Liczb¡ zespolon¡ nazywamy par¦ uporz¡dkowan¡ (a, b) liczb
rzeczywistych. �Uporz¡dkowan¡� znaczy, »e traktujemy pary (a, b) i (b, a) jako
ró»ne, o ile a 6= b.

Niech x = (a, b), y = (c, d) b¦d¡ dwoma liczbami zespolonymi. Napiszemy
x = y ⇐⇒ a = c, b = d. Zauwa»my na marginesie, »e de�nicja ta nie
jest oczywista � porównaj z de�nicj¡ liczby wymiernej. Ponadto okre±lamy
dziaªania

x+ y = (a+ c, b+ d), xy = (ac− bd, ad+ bc). (6.1)

Na mocy tych wªasno±ci mo»emy sformuªowa¢ nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twiedzenie 6.0.1. Przy powy»ej okre±lonych dziaªaniach dodawania i mno»e-
nia zbiór liczb zespolonych, oznaczany przez C staje si¦ ciaªem z elementami
(0, 0) oraz (1, 0) w roli odpowiednio 0 i 1.

Dowód. Sprawd¹my, »e speªnione s¡ aksjomaty ciaªa.

• x+ y ∈ C oczywiste

• x+ y = y + x oczywiste

• (x+ y) + z = x+ (y + z) oczywiste

• x+ 0 = (a, b) + (0, 0) = (a+ 0, b+ 0) = (a, b) = x

• Niech −x = (−a,−b). Wtedy x+ (−x) = (0, 0) = 0

• xy ∈ C oczywiste

• xy = yx oczywiste

• (xy)z = x(yz) sprawdzi¢

• 1 · x = (1, 0) · (a, b) = (a, b) = x
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• Je»eli x 6= 0, to (a, b) 6= (0, 0). Wtedy co najmniej jedna z liczb a lub b
jest niezerowa. Zatem a2 + b2 > 0 i mo»emy wprowadzi¢ liczb¦

1
x
≡
(

a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
, (6.2)

która speªnia x · 1x = (1, 0) = 1.

• x(y + z) = xy + xz oczywiste.

Twiedzenie 6.0.2. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b mamy (a, 0) +
(b, 0) = (a+ b, 0) oraz (a, 0) · (b, 0) = (ab, 0).

Dowód jest trywialny, ale twierdzenie to pokazuje, »e liczby zespolone po-
staci (a, 0) maj¡ te same wªasno±ci arytmetyczne, co odpowiadaj¡ce im liczby
rzeczywiste a. Mo»emy wi¦c identy�kowa¢ (a, 0) z a. Identy�kacja ta pozwala
nam traktowa¢ ciaªo liczb rzeczywistych jako podciaªo ciaªa liczb zespolonych.

De�nicja 6.0.2.

i ≡ (0, 1). (6.3)

Twiedzenie 6.0.3.

i2 = −1. (6.4)

Dowód.

i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1. (6.5)

Twiedzenie 6.0.4. Je»eli a, b ∈ R, to (a, b) = a+ ib.

Dowód.

a+ ib = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) = (a, 0) + (0, b) = (a, b). (6.6)

De�nicja 6.0.3. Je»eli a, b ∈ R oraz z = a+ib, to z ≡ a−ib b¦dziemy nazywali
liczb¡ sprz¦»on¡ do z. Liczby a i b odpowiednio stanowi¡ cz¦±¢ rzeczywist¡ i
urojon¡ liczby z. Stosuje si¦ zapis

a = Re z, b = Im z (6.7)

Twiedzenie 6.0.5. Je»eli z i w s¡ liczbami zespolonymi, to

1. z + w = z + w

2. zw = zw

3. z + z = 2Re z, z − z = 2iIm z

4. zz ∈ R+.

Wszystkie oczywiste, w (4) nale»y wykaza¢ zz = a2 + b2.

De�nicja 6.0.4. Warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ liczby z ∈ C, któr¡ oznaczamy |z|
nazywamy nieujemny pierwiastek kwadratowy zz, czyli |z| =

√
zz.



Twiedzenie 6.0.6. Niech z ∈ C i w ∈ C. Wtedy

1. |z| > 0 o ile z 6= 0; |0| = 0;

2. |z| = |z|;

3. |zw| = |z||w|;

4. |Re z| 6 |z|;

5. |z + w| 6 |z|+ |w|.

Dowód. Dowód 1-4 jest oczywisty. Dowód 5:

|z + w|2 = (z + w)(z + w) = zz + zw + zw + ww =

= |z|2 + 2Re (zw) + |w|2 6 |z|2 + 2|zw|+ |w|2 =

= |z|2 + 2|z||w|+ |w|2 = (|z|+ |w|)2. (6.8)

Twiedzenie 6.0.7. Je»eli a1 . . . an ∈ C oraz b1 . . . bn ∈ C, to∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajbj

∣∣∣∣∣∣
2

6
n∑
j=1

|aj |2
n∑
j=1

|bj |2. (6.9)

Dowód. Niech A =6
∑n
j=1 |aj |2, B =

∑n
j=1 |bj |2, C =

∑n
j=1 ajbj . Zakªadamy,

»e B > 0 (inaczej � oczywiste). Wtedy

n∑
j=1

|Baj − V bj |2 =
n∑
j=1

(Baj − Cbj)(Baj − Cbj) = (6.10)

= B2A2 −BC · C −BC · C + |C|2B = B(AB − |C|2) > 0.

Poniewa» B > 0, wi¦c AB − |C|2 > 0, co ko«czy dowód.

• interpretacja geometryczna

• zwi¡zek z funkcjami trygonometrycznymi





Rozdziaª 7

Funckja wykªadnicza,

logarytmiczna i funkcje

trygonometryczne

7.1 Szeregi pot¦gowe

Funkcje, które mo»na przedstawi¢ w postaci

f(x) =
∞∑
n=0

cn(x− a)n, a ∈ R (7.1)

nazywamy funckjami analitycznymi. Je»eli szereg (7.1) jest zbie»ny ∀x ∈]−R,R[
przy pewnym R > 0, to mówimy, »e f da si¦ rozwin¡¢ w szereg pot¦gowy w
otoczeniu x = 0.

Zde�niujmy

E(z) =
∞∑
n=0

zn

n!
. (7.2)

Kryterium d'Alamberta, zastosowane do szeregu (7.2) daje∣∣∣∣an+1an

∣∣∣∣ =
|z|
n+ 1

−−−−→
n→∞

0, (7.3)

zatem ten pot¦gowy jest zbie»ny dla ka»dego z ∈ C.
Nast¦pnie, wymnó»my dwa takie szeregi. Mamy mianowicie

E(z)E(w) =
∞∑
n=0

zn

n!

∞∑
m=0

zm

m!
=
∞∑
n=0

n∑
k=0

zkwn−k

k!(n− k)!
=

=
∞∑
n=0

1
n!

(z + w)n = E(z + w). (7.4)

W szczególno±ci zachodzi

E(z)E(−z) = E(0) = 1. (7.5)
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Wynika st¡d, »e dla wszystkich z zachodzi E(z) 6= 0. Ponadto bezpo±rednio z
(7.2) wynika, »e dla x → ∞, E(x) → ∞, a zatem E(x) → 0 dla x → −∞
oraz E(x) > 0 dla x > 0. Z wªasno±ci (7.5) wynika, »e dla wszystkich x ∈ R,
E(x) > 0. Porównanie wyraz po wyrazie E(x) i E(y) dla x > 0 pokazuje, »e
funkcja jest monotona rost¡ca, a zatem jest ±ci±le rosn¡ca na x ∈ R.

Ze wzoru na iloczy wynika te»

lim
h→0

E(z + h)− E(z)
h

= E(z) lim
h→0

E(h)− 1
h

= E(z), (7.6)

gdzie ostatnia równo±¢ wynika bezpo±rednio z (7.2).
Zauwa»amy nast¦pnie, »e iteruj¡c wzór (7.7) otrzymujemy

E(z1 + . . .+ zn) = E(z1) . . . E(zn). (7.7)

Podstawiaj¡c z1 = . . . = zn mamy

E(n) = en (7.8)

na mocy de�nicji (3.2.3). Je»eli ponadto p = n/m, gdzie n,m ∈ N, to

[E(p)]m = en, (7.9)

zatem

E(p) = ep. (7.10)

Jako »e

xy = sup yp, (7.11)

gdzie kres górny wzi¦ty jest dla wszystkich p ∈ Q takich, »e p < y. Je»eli
okre±limy dla dowolnego x ∈ R

ex = sup ep, (7.12)

to z ci¡gªo±ci i monotoniczno±ci E otrzymamy

E(x) = ex. (7.13)

Podsumowuj¡c, mamy nast¦puj¡ce wªasno±ci funkcji wykªadniczej:

1. funkcja ex jest ci¡gªa i ró»niczkowalna w dowolnym x ∈ R

2. (ex)′ = ex

3. ex jest funckj¡ rosn¡c¡ i ex > 0

4. ex+y = exey

5. ex →∞ przy x→∞, ex → 0 przy x→ −∞

6. lim
x∞

xne−x = 0 dla ka»dego n ∈ N.

Ostatnia wªasno±¢ wynika z

ex >
xn+1

(n+ 1)!
(7.14)

dla dodatnich x, st¡d

xne−x >
(n+ 1)!

x
, (7.15)

co ko«czy dowód.



7.1.1 Funkcja logarytmiczna

Poniewa» funkcja E jest ró»nowarto±ciowa, istnieje funckja odwrotna L, która
tak»e jest ró»nowarto±ciowa. Jej obszarem okre±lono±ci jest E(R), zatem R+.
Funkcja L okre±lona jest przez

E(L(y)) = y (y > 0) lub L(E(x)) = x (x ∈ R). (7.16)

Ró»niczkuj¡c drug¡ z tych równo±ci dostajemy

L′(y) =
1
y
. (7.17)

Jako »e L(1) = 0, mamy

L(y) =
∫ y

1

dx

x
. (7.18)

Równo±¢ ta jest powszechnie u»ywan¡ de�nicj¡ funkcji logarytmicznej.
Zauwa»my, »e dla u = E(x) oraz v = E(y) zachodzi

L(uv) = L(E(x) · E(y)) = L(E(x+ y)) = x+ y, (7.19)

zatem mamy

L(uv) = L(u) + L(v) (7.20)

i oznaczamy L(x) = log(x) lub ln(x). Oczywi±cie, jako »e jest to funckja od-
wrotna od wykªadnicznej, zachodzi

log(x) −−−−→
x→∞

∞ oraz log(x) −−−→
x→0

−∞. (7.21)

�atwo wykaza¢, »e

xα = eα log x, (7.22)

zatem

(xα)′ = αe(α−1) log x. (7.23)

7.1.2 Funkcje trygonometryczne

Okre±lmy

C(x) =
1
2

[E(ix) + E(−ix)] , S(x) =
1
2i

[E(ix)− E(−ix)] . (7.24)

Wyka»emy, »e dla x ∈ R funkcje te s¡ to»same z cosx oraz sinx. Po pierwsze,
zauwa»my, »e z E(z) = E(z) wynika, »e C i S s¡ rzeczywiste. Ponadto, ze
zwi¡zku

E(ix) = C(x) + iS(x) (7.25)

wynika, »e C i S s¡ odpowiednio rzeczywist¡ i urojon¡ cz¦±ci¡ funkcji zespolonej
E. Zauwa»my te», »e

|E(xi)|2 = E(ix)E(ix) = E(ix)E(−ix) = 1→ |E(ix)| = 1. (7.26)



Ponadto wida¢, »e C(0) = 1 i S(0) = 0 oraz

C ′(x) = −S(x), S′(x) = C(x). (7.27)

Wyka»emy nast¦pnie, »e istniej¡ dodatnie liczby x, dla których C(x) = 0. Gdyby
tak nie byªo, to z równo±ci C(0) = 1 wynikaªoby, »e C(x) > 0 dla dowolnego
x > 0. Zatem na podstawie (7.27), S′(x) > 0, co oznacza, »e S byªaby ±ci±le
rosn¡ca. Poniewa» S(0) = 0, wi¦c z tego wynikaªoby, »e S(x) > 0 dla x > 0,
zatem dla 0 < x < y zachodziªoby

S(x)(y − x) <
∫ y

x

S(t)dt = C(x)− C(y) 6 2. (7.28)

Ale to nie mo»e by¢ speªnione dla odpowiedniu du»ych y, bo S(x) > 0, wi¦c
C(x) = 0 dla pewnych x dodatnich.

Niech x0 b¦dzie najmniejsz¡ z dodatnich liczb x, dla których C(x) = 0.
Okre±lmy π jako

π ≡ 2x0. (7.29)

Wtedy C( 12π) = 0 oraz na mocy (7.26) S( 12π) = ±1. Poniewa» C(x) > 0 na
przedziale ]0, 12π[, zatem S( 12pi) = 1. Wobec tego E(iπ2 ) = i oraz E(iπ) = −1,
E(i2π) = 1. Zatem

E(z + 2πi) = E(z). (7.30)

Twiedzenie 7.1.1. 1. Funckja E jest ci¡gª¡ funkcj¡ okresow¡ o okresie 2πi.

2. Funkcje C i S s¡ okresowe o okresie 2π.

3. Je»eli 0 < t < 2π, to E(ti) 6= 1.

4. Je»eli z jest liczb¡ zespolon¡ i |z| = 1, to istnieje dokªadnie jedna liczba
rzeczywista t ∈ [0, 2π] taka, »e E(ti) = z.

Dowód. 1. Ju» udowodnili±my. 2. wynika z 1. oraz ze wzoru (7.24). Niech
0 < t < 1

2π, a E(ti) = x+ iy, gdzie 0 < x < 1 i 0 < y < 1. Mamy

E(4ti) = x4 − 6x2y2 + y4 + 4xyi(x2 − y2). (7.31)

Je»eli E(4ti) jest rzeczywiste, to x2−y2 = 0, a na podstawie x2+y2 = 1 wynika
x2 = y2 = 1

2 , a zatem E(4ti) = −1, co daje 3.
Je»eli 0 6 t1 6 t2 ¬ 2π0, to E(t2i)[E(t1i)]−1 = E(t2i−t1i) 6= 1 na podstawie

3. Wynika st¡d cz¦±¢ 4. dotycz¡ca jednoznaczno±ci. Cz¦±¢ o istnieniu w ksi¡»ce
(str. 156).

Z cz¦±ci 4 oraz wªasno±ci (7.26) wynika, »e E(ix) tworzy krzyw¡ zamkni¦t¡
- jest ni¡ okr¡g o promieniu 1. St¡d zasadne jest uto»samienie C(x) i S(x) jako
sin(x) i cos(x).


