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Rozdzial 1

Zbiory 1 logika

1.1 Wstep i zbiory uporzadkowane

Zbiory liczb naturalnych, catkowitych i wymiernych. Liczby wymierne jako naj-
szerszy z tych zbioréw, lecz nadal nie wystarczajaco szeroki, gdyz nie zawierajacy
rozwigzan wielu rownan, takich choéby jak

p? =2 (1.1)

Wykazemy teraz, ze rbwnanie to nie ma rozwiazania w zbiorze liczb wymiernych.
Gdyby tak byto, to p = ™ oraz

m? = 2n?. (1.2)

Zalozmy, ze co najmniej jedna z tych liczb jest nieparzysta. Wtedy na przyktad
gdy m jest parzystam to m? jest podzielne przez 4, a zatem prawa strona musi
by¢ tez podzielne przez 4, stad n? jest liczba parzysta, co stoi w sprzecznosci
z naszym zalozeniem. Zatem dowiedliSmy, ze nie ma takiego p € Q, ktore jest
rozwigzaniem roéwnania (1.1).

Nastepnie zdefiniujmy dwa zbiory: A taki, ktéry zawiera wszystkie liczby
wymierne mniejsze od p bedacego rozwiazaniem (1.1) oraz B, ktéry zawiera
wszystkie liczby wymierne wieksze od p bedacego rozwigzaniem tego réwnania.
Wykazemy teraz, ze A nie ma liczby najwiekszej, za§ B najmniejszej. W tym
celu wykazemy, ze istnieje w dla dowolnego p z A istnieje ¢ > p i analogicznie
w B. Wprowadzamy

22 2(p? —2
b oraz quQ:LQ).
p+2 (r+2)

qg=p-— (1.3)

Zatem, jezeli p € A, wtedy rowniez g € A (i analogicznie dla B). Stad widzimy,
ze zbior liczby wymiernych ma “dziury”. Zbiér liczb rzeczywistych powstaje po-
przez uzupeknienie tych luk.

Definicja 1.1.1. Jezeli A jest zbiorem, to x € A oznacza, ze = jest elementem
A. Jezeli x nie jest elementem A, piszemy x ¢ A.

Zbior, ktory nie posiada elementéw nazywamy zbiorem pustym, jezeli posiada
przynajmniej jeden element to jest zbiorem niepustym. Jezeli A i B sa zbiorami,
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to A jesy podzbiorem B, gdy kazdy element nalezacy do A nalezy do B i piszemy
A C B. Jezeli A C B oraz B C A, to piszemy A = B. W przeciwnym wypadku
A # B.

Definicja 1.1.2. Niech S bedzie zbiorem. Porzgdkiem w zbiorze S nazwiemy
relacje oznaczang przez < majaca nastepujace wlasnosci:

e dla z,y € S zachodzi tylko jedna z mozliwosci ¢ < y, z =y, y < z.

e dlax,y,z€ 5, jezeliz < yoraz y < z,to z < z.

Definicja 1.1.3. Zbiorem uporzgedkowanym nazywamy zbiér S wraz z okreslong
w nim relacja porzadku. Przyktad: Q jest zbiorem uporzadkowanym, jezeli r < s
okreslimy tak, ze r — s jest ujemng liczbg wymierna.

Definicja 1.1.4. Niech S bedzie zbiorem uporzadkowanym i £ C S. Jezeli
d3peS: VeeEx<p (1.4)
to méwimy, ze F jest ograniczony od gory i 3 jest ograniczeniem gornym E.

Definicja 1.1.5. Niech S bedzie zbiorem uporzadkowanym i niech F € S bedzie
podzbiorem ograniczonym z géry. Niech o € S takie, ze:

e ( jest ograniczeniem gérnym F;

e jezeli y < «, to y nie jest ograniczeniem gérnym F.

Wtedy « nazywamy najmniejszym ograniczeniem gérnym albo kresem gérnym
E. Oznaczamy o = sup E.

Przyklad 1.1.1. Rozpatrzmy zbiory A i B rozwazane na poczatku rozdziatu,
jako podzbiory Q. Wiemy, ze A jest ograniczony od gory, ale poniewaz B nie
zawiera elementu najmniejszego, wiec A nie posiada kresu gornego w Q (i ana-
logicznie z kresem dolnym dla B).

Przyklad 1.1.2. Jezeli o = ) F istnieje, to o moze lub moze nie by¢ elemen-
tem E. Niech F; bedzie zbiorem wszystkich r € Q, dla ktorych » < 0 i niech Es
bedzie zbiorem wszystkich r» € Q, dla ktérych r < 0. Wtedy sup E1 = sup Fy, =0
OI‘aZO%EliOEEQ.

Przyklad 1.1.3. Niech E sklada sie z liczb %, gdzien € N. Wtedy a = sup F =
liaeFzas f=infE=0i3¢E.

1.2 Ciala

Definicja 1.2.1. Ciatem nazywamy zbior F' wyposazony w dwie operacje, ktore
bedziemy nazywali dodawaniem i mnozeniem. Dziatania te spelniaja “aksjomaty
ciala”. Dla dodawania sg to (z,y,z € F):

e r+yckF.



e rt+y=y+zx
e (zt+y)tz=x+(y+2)
e 0:0+z=2x+0=axVzeklF

eVzeFd —x: z+(—x)=0
Dla mnozenia s3 to:

e xyc F
® Ty =Yyxr

o (ry)z = x(y2)
e31#0: l-a=z-1=z, Vz€F

o Jezeliz #03 1/x e F: z(1/z) =1
Ponadto zachodzi
e r+ (y+2z2)=ay+az.

Definicja 1.2.2. Ciatem uporzgdkowanym nazywamy cialo F' bedace jednocze-
$nie zbiorem uporzadkowanym w taki sposob, ze dla z,y, z € F zachodzi

e r+y<z+zjezeliy<z

o zy>0jezeliz>0iy>0.

Jezeli x > 0, to x nazywamy elementem dodatnim, za$ jezeli z < 0 — elementem
ujemnym.

1.3 Cialo liczb rzeczywistych

Twiedzenie 1.3.1. Istnieje cialo uporzadkowane R posiadajace wlasnosé ist-
nienia kreséw dolnych. Cialo to zawiera Q jako podciato. (Dowdd w ksiazce.)

Twiedzenie 1.3.2. Jezeli z,y € Riz > 0, to istnieje n € N takie, ze nx > y.

Dowé6d. Niech A oznacza zbiér wszystkich liczb rzeczywistych o postaci nz,
gdzie n € N. Jezeli twierdzenie jest falszywe, wtedy y bylo by ograniczeniem
gornym A. Ale wtedy A posiadato by kres gorny w R, oznaczany jako o = sup A.
Poniewaz x > 0, zatem a — z < « stad o — = nie jest ograniczeniem gérnym A.
Zatem o — x < mx dla pewnej m € N. Ale wtedy o < (m+ 1)a € A, co jest nie
prawda, gdyz « jest ograniczeniem gérnym A.



Twiedzenie 1.3.3. Jezeli z,y € Rix < y, to istnieje p € Q takie, ze x < p < y.

Dowéd. Jako ze x < y, wiec y —x > 0 i na mocy Tw. (1.3.2) istnieje n € N
taka ze

n(y —z) > 1. (1.5)

Stosujac Tw. (1.3.2) otrzymujemy mi,ms € N takie, ze m; > nx oraz my >
—nz. Wtedy

—mg < nx < my (1.6)
i istnieje m (taka ze —mo < m < 'my) taka, ze
m—1< nr <m. (1.7)
Y.aczac ostanie warunki otrzymujemy
nr <m < 1+nz < ny, (1.8)
a jako ze n > 0, wiec

r< 2 < Y, (1.9)
n

co dowodzi twierdzenia (p = 7).

Na tej podstawie méwimy, ze R jest zbiorem gestym. W szczegdlnosci mozna
wykazaé nastepujace twierdzenie (dowod w ksiazce).

Twiedzenie 1.3.4. Dla dowolnej x € Riz > 01i dowolnej n € N istnieje jedna
i tylko jedna y € Riy > 0 taka, ze y"™ = z.

1.4 Dzialania na zbiorach, prawa de Morgana

Definicja 1.4.1. Niech A i Q beda zbiorami; zatézmy, ze kazdemu elementowi
zbioru A odpowiada pewien podzbior 2, ktéry bedziemy oznaczali przez FE,,.
Zbior, ktorego elementami sa zbiory E,, oznaczamy {FE,} i méwimy o systemie
albo rodzinie zbioréw.

Sumgq zbioréw rodziny { E,} nazywamy zbior S taki, ze x € S <= z € E,
przynajmniej dla jednego oo € A. Stosujemy oznaczenie

S=|J E.. (1.10)

acA

Jezeli A sklada sie z liczb catkowitych, to zazwyczaj piszemy
S=|J) En=E1UE,U...UE,. (1.11)
m=1
Jezeli A jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych to

S=|]) En. (1.12)
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Definicja 1.4.2. Iloczynem rodziny zbiorow FE, nazywamy zbior P taki, ze
r € P < z € E,Va € A. Oznaczenia

P =) Ea. (1.13)
acA

Jezeli A sklada sie z liczb caltkowitych, to zazwyczaj piszemy

P=()En=ENEU..NE, (1.14)
m=1
Jezeli A jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych to
P= () En (1.15)
m=1

Definicja 1.4.3. Niech zbiory A i B zawieraja sie w ). Rdznicg zbiorow A i B
nazywamy zbiér « € A takich, ze x ¢ B i oznaczamy A\ B.

Definicja 1.4.4. Niech zbior A zawiera si¢ w (0. Dopetnieniem A w ) nazywamy
zbior x € ) takich, ze © ¢ A i oznaczamy A.

Prawa de Morgana.

Twiedzenie 1.4.1. Niech zbiory A i B zawieraja sie w ). Zachodzi:

Il
N

ANB
AUB

(1.16a)
. (1.16b)

U
N

I
N
[we]

Dowdd na przyktad graficznie.

1.5 Elementy logiki

Tabelki dla koniunkcji, implikacji, alternatywy. Odpowiedniki praw de Morgana.
Sformutowaé zasade indukcji matematycznej.

1.6 Przestrzen euklidesowa, wektorowa i metryczna

Definicja 1.6.1. Przy dowolnej liczbie & € N niech R* bedzie zbiorem upo-
rzadkowanym k-wyrazowych ciggdw

x = (z1,...,2g), (1.17)

gdzie z1,...7; € R nazywamy wspolrzednymi elementu x. Elementy R* sa
zwane punktami lub wektorami, szczegblnie w przypadku £ > 1. Jesli y =
(y1,.-.,yk) oraz a € R, to

x+y=(xr14+v1,-.., 2 +yr), ax = (az1,...,azxy), (1.18)

wtedy oczywiscie x+y € R¥ i a € RF. Istnienie obu tych operacji, spetniajacych
wlasnosci przemiennosci i tacznosci czyni z R¥ przestrzen wektorowa nad cia-
tem liczb rzeczywistych. Zerowym elementem (nazywanym czasem poczatkiem
uktadu wspolrzednych lub wektorem zerowym) jest punkt 0, ktorego wszystkie
sktadowe réwne sa 0.



Okreslmy teraz “iloczyn wewnetrzny” (lub iloczyn skalarny) dwu punktow
za POMoCcy Wzoru

k
X-y= Zmiyi (1.19)
i=1

oraz wprowadzmy norme elementu x

k 3
x| = (x,%)% = (Zﬁ) : (1.20)

Obecnie zdefiniowana struktura (przestrzeni wektorowa R¥ wraz ze zdefiniowa-
nym iloczynem wewnetrznym i norma) jest nazywana euklidesowa k-przestrzenia.

Twiedzenie 1.6.1. Niech x,y € R” i niech a € R. Wtedy
1. |x|>1

2. x| =0 < x=0

3. |ax| = |ax|
4. x-y| < [x|ly|
5. |x+y| < x|+ |yl

6. [x—z|<|x—y|+|y—zl

Dowo6d. Dowdd 1-3 oczywisty. 4 wynika z nieréwnosci Schwarza. Stad z kolei
wynika,

x+yl’ = (x+y)x+y) =xx+2xy +yy < [x|* + 2/x|ly[ + |y]* = (x| + y])?,
(1.21)

co dowodzi 5. 6 wynika z 5 przy podstawieniu x —y za x orazy —z za y.

Definicja 1.6.2. Moéwimy, ze zbior X, ktorego elementy bedziemy nazywali
punktami, jest przestrzenig metryczng, jezeli dowolnym dwém punktom p i ¢
zbioru X odpowiada liczba rzeczywista d(p, ¢) nazywana odlegtoscia od p do ¢
taka, ze

1. d(p,q) > 0, jesli p # ¢; d(p,p) =0
2. d(p,q) = d(q, p)
3. d(p,q) < d(p,r) + d(r,q) dla dowolonego r € X.

Przyktadami przestrzeni metrycznych sa R¥, szczegolnie R! (prosta rzeczy-
wista), R? (plaszczyzna). Odlegtosé w R* definiujemy jako

dx,y) = x—yl, (xyeR"). (1.22)



Rozdzial 2
Funkcje 1 wykresy

Podstawowe pojecia.

Definicja 2.0.1. Niech X i Y bedzie dwoma zbiorami. Funckja to przyporzad-
kowanie elemntom X elementéw Y, prawostronnie jednoznaczne, czyli takie, ze
kazdemu y € Y odpowiada co najwyzej jeden z € X.

Element x € X, ktéremu odpowiada y € Y nazywamy argumentem funkcji,
za$ y = f(x) nazywamy wartoscia funkcji. Zbior D C X, dla ktorych jest okre-
lona f nazywamy dziedzing, za$ zbior f(D) C Y nazywamy zbiorem wartosci.

Definicja 2.0.2. Wykres funkcji to zbior wszystkich punktéw o wspotrzednych
(z, f(x))-

o Wprowadzi¢ kartezjanski uklad wspotrzednych.

e Przyklad funkcji liniowej i kwadratowej, modut.

e Wiasnosci funkcji kwadratowe;j.

Wtasnosci funkcji:

e Funkcja roznowartosciowa (iniekcja): Vo £y, x € D, y € D : f(x) # f(y).

o Suriekcja: “na”; czyli przeciwdziedzina pokrywa sie z Y.

e Bijekcja: iniekcja + suriekcja.

e Funkcja parzystaVe € D—z € D: f(z) = f(—x)

e Funkcja nieparzysta Ve € D —xz € D: f(zx) = —f(—x)

e Funkcja okresowa Vz € Dx +x9 € D : f(z) = f(z + xo). xo nazywamy
okresem funkcji.

e Funkcja monotonicznie rosnaca. Niech f: R D X — Y C R. Funkcja jest
monotonicznie rosngca jezeli dla 1 > x9 zachodzi f(z1) > f(x2). Analogicznie
monotonicznie malejgca.

e Odwrotnosé funkcjil 1/ f(x).

e Funkcja odwrotna f~!(z).

e Funkcja ztozona g(f(z)).

2.0.1 Uklady wspoéirzednych

e kartezjanski
e biegunowy
e walcowy
e sferyczny
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Rozdzial 3

Ciagl 1 szeregi

3.1 Ciagi

Definicja 3.1.1. Ciggiem nazywamy funkcje f okreslona na zbiorze N. Je-
zeli f(n) = x, dla n € N, to przyjeto sie oznacza¢ f symbolem {x,} lub
Ty, %9, T3, . ... Wartodci funkcji, to jest elementy x,, nazywamy wyrazami ciggu.
Jezeli A jest pewnym zbiorem i z,, € A,Vn € N, to {z,,} nazywamy ciagiem w
A lub ciggiem elementéw zbioru A.

Definicja 3.1.2. Ciag {p,} w przestrzeni metrycznej X nazywamy zbieznym,
jesli istnieje p € X posiadajacy nastepujace wlasnosci:
Ve >03dN € N: n> N — d(pp,p) < e

Mowimy, ze {p,} jest zbiezny do p lub ze p jest granica ciagu {p, } 1 piszemy
Pn —p, lub lim p, =p. (3.1)

Przyklady wykazywania, ze g jest granica:
& Tpn = l: g =

Twierdzenia o granicy.

Twiedzenie 3.1.1. Rozwazmy ciagi {s,} i {¢»} o granicach odpowiednio s i ¢.
Woéwezas:
e lim (s, +1t,) =s+t
n—oo
e lim cs, =cs
e lim (c+s,) =c+s.
— 00
e lim (s,t,) = st.
n—oo

o lim (1/s,) =1/s jezeli s,, # 0 oraz s # 0.
n—oo

Dowody w ksiazce (str. 46).

Twiedzenie 3.1.2. Rozwazmy ciagi {s,} i {¢»,} o granicach odpowiednio s i
t # 0. Wowecezas:

(3.2)



Definicja 3.1.3. Ciag {s,} nazywamy ciggiem Cauchy’ego, gdy
Ve >0 3N € N: d(pp,pm) <€, gdy n,m > N. (3.3)

Twiedzenie 3.1.3. Kazdy ciag zbiezny jest ciaggiem Cauchy’ego.

3.1.1 Pewne ciagi specjalne

Twiedzenie 3.1.4. Zachodza nastepujace twierdzenia
e Jezeli p > 0, to lim 1/n? = 0.
e lim ¢Yn=1

n—oo

e Jezeli p > 0 oraz a € QQ, to lim =0.
n—oo

o
(1+p)"
e Jezeli x| < 1, to lim z™ =0.

n—oo

3.2 Szeregi
Definicja 3.2.1. Niech bedzie dany ciag {a,}. Sume ap+apt1+...a4 (p < Q)

bedziemy oznaczali przez Zi:p an,. Ciggowi {a,} bedzie odpowiadat ciag {s,},
gdzie

Sp = Zak. (3.4)
k=1

Symbol a; + as + ... lub krocej

> an (3.5)

bedziemy nazywali szeregiem mieskoriczonym albo po prostu szeregiem. Liczby
Sp, nazywamy sumami czesciowymi tego szeregu. Jesli {s,} jest zbiezny do s, to
bedziemy moéwili, ze szereg jest zbiezny i pisali

Z an = S. (3.6)

Liczbe s nazywamy sumg szeregu, nalezy jednak pamietaé, ze nie jest to suma
nieskoriczonej liczby wyrazéow ciagu {a,} lecz granica ciggu sum czesciowych.
Jezeli {s,} jest rozbiezny, méwimy, ze szereg jest rozbiezny.

Twiedzenie 3.2.1. Szereg Y a, jest zbiezny <= Ve >0 3N € N:

m

S

k=n

<e dla m>=n>N. (3.7)

Twiedzenie 3.2.2. Jezeli  a, jest zbiezny, to lim a, = 0.
n—oo

Uwaga: w druga strone nie zachodzi. Przyktad 3 %

n=1



Twiedzenie 3.2.3. Kryterium Cauchy’ego.
Niech dany bedzie szereg > a,, i niech o = limsup {/|a,,|. Wtedy

n—oo

1. jedli a < 1, to szereg jest zbiezny
2. jesli a > 1, to szereg jest rozbiezny
3. jesli @ = 1, to szereg jest rozbiezny lub zbiezny.

Twiedzenie 3.2.4. Kryterium d’Alamberta.
Szereg > ay, jest

1. zbiezny, jezeli

limsup | L] < 1 (3.8)
n—oo n
2. rozbiezny, jezeli
An41
>1 3.9
anp ( )

dla n > ng, gdzie ng € N.

3.2.1 Zbiezno$¢ bezwzgledna

Mowimy, ze szereg . a, jest zbiezny bezwglednie, jezeli zbieiny jest szereg

> lan].
Twiedzenie 3.2.5. Jezeli szereg jest zbiezny bezwzglednie, to jest zbiezny.
Dowo6d. Wynika z z nieréwnosci | Y an| < D |an| oraz kryterium Cauchy’ego.

Definicja 3.2.2. Wezmy dwa szeregi > a, i Y. b, 1 przyjmijmy
n
Cp = Zak:bn—k (3.10)
k=0

Szereg > ¢, nazywamy iloczynem dwoch danych szeregow.
Definicja wynika bezposrednio z wziecia dwoch szeregdéw potegowych > a,, 2™

iy b,2", wymnozenia ich wyraz po wyrazie i zebrania wyrazow o danej potedze
z, czyli

(Z anz"> (Z bnz”> = aobo + (albo + aobl)Z + ((Zobg -+ a1b1 + a2b0)22 —+ ...
n=0 n=0
(3.11)

Nastepnie ktadziemy z = 1 i odzyskujemy zadane wyrazenie.



3.2.2 Sgzeregi o wyrazach nieujemnych

Twiedzenie 3.2.6. Jezeli 0 < z < 1, to

- 1
;x": — (3.12)
Jezeli x > 1, szereg jest rozbiezny.
Dowdéd natychmiast przez wykonanie sumy czesciowej i policzenie jej granicy.

oo
Twiedzenie 3.2.7. Niech a; > a2 > a3 > ... > 0. Wtedy >_ a, jest zbiezny
n=1

<= zbiezny jest

Z 2P aor = ay + 2as + 4as + 8ag + . .. (3.13)
k=0

Dowéd. Wystarczy udowodnié ograniczono$c sum czeéciowych. Niech
Sp=0a1 F ...+ an, tp=a;+2az+...+2 . (3.14)
Dla n < 2* mamy

sn<a1+(a2+a3)—|—...—|—(a2k—|—...—|—a2k71_1)<a1+2a2+2ka2k = t.

(3.15)

Dla n > 2* mamy

Sn 2a1—|—a2—|—(a3—|—a4)—|—...+(a2k_1_1—|—...—|—a2k)
1 k—1 1
2 5(11—1—22—1—2@4—1—...—1—2 Aok = itk (316)
Mamy zatem
1

ty = Sp = §tk. (3.17)

Stad jezeli t; jest rozbiezne, to s, jest rozbiezne. Jezeli t; jest zbiezne, to na
mocy twierdzenia o trzech ciggach s, tez jest zbiezne. I na odwrét, co konczy
dowod.

Twiedzenie 3.2.8. Szereg > 1/n? jest zbiezny, jezeli p > 1. Jezeli p < 1 jest
rozbiezny.

Dowédd. Jezeli p > 0, oczywiste. Jezeli p > 0, stosujemy twierdzenie 3.2.7 i
przechodzimy do szeregu

o0 1 o0
> ZkQTp = 20k (3.18)
k=0 k=0

Na mocy twierdzenia 3.2.6, szereg ten jest zbiezny, gdy p < 1, a rozbiezny, gdy
p=1l



Liczba e

Definicja 3.2.3.

Szereg ten jest zbiezny, gdyz

1
Sn:1+1+7+ +~+

<1l+1+
“n

1-2 1-2-3 T1-2-3...

zatem definicja ma sens.

Ewentualnie:
e sumowanie czesSciowe
e zmiana kolejno$ci sumowania.

1
2

(3.19)
1
(3.20)






Rozdziat 4

Ciaglosé, pochodna 1 jej
zastosowanie

4.1 Ciaglosé

Definicja 4.1.1. Niech X i Y bedg przestrzeniami metrycznymi. Niech £ C X,
f niech bedzie odwzorowawniem E w Y. Bedziemy pisali f(z) — g dlax — p
lub

lim f(x) =¢q (4.1)

T—p

jesli istnieje ¢ € Y o nastepujacych wlasnoSciach: Ve > 0 36 > 0:

dy (f(z),q) <e dla 0<dx(z,p) <. (4.2)
Jezeli
lim f(z) =¢q oraz limg(z)=r (4.3)
T—p T—Dp

zachodzi ponadto:
o lim(f(z) £g(x)) =q£r
o lim (f(2)/g(x)) = q/r (r #0)
o lim (F(2)g(a)) = ar

Definicja 4.1.2. Funkcja f jest ciggla w punkcie p jezeli Ve > 0 39 > 0:

dy((f(x), f(p)) <e gdy dx(z,p)<é. (4.4)

Twiedzenie 4.1.1. Funkcja f jest ciagla w punkcie p <= lim f(z) = f(p).

Tr—p
Ewentualnie:
e cigglosé i spdjnosé
e niecigglosci
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4.2 Pochodna

Definicja 4.2.1. Niech f bedzie funkcja rzeczywistag okreslona na odcinku Z =
[a,b]. Dla dowolnego z € T rozpatrzmy wyrazenie

o(t) = f(ti : i(w)7 (a<t<b, t+#ux) (4.5)
i okreslmy
£/(z) = lim () (4.6

o ile granica ta istnieje. Funkcje f/ nazywamy pochodng funkcji f.

Jezeli pochodna f’ jest okre§lona w punkcie x, to moéwimy, ze funkcja f jest
rézniczkowalna w punkcie z. Jezeli f’ jest okreslona w kazdym punkcie pewnego
zbioru E, to méwimy, ze f jest jest rézniczkowalna w E.

Zauwazmy, ze we wzorze (7.27) mozna rozwaza¢ granice lewo- i prawo-
stronna, co prowadzi do definicji odpowiedniej pochodne;j.

Twiedzenie 4.2.1. Niech f bedzie okre$lona w przedziale domknietym Z =
[a,b]. Jezeli f jest rozniczkowalna w punkcie z € Z, to jest ciggla w tym punkcie.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia o iloczynie granic, mamy
f) — flz
0 - @) =IOy pwy0=0 0wy
Zauwazmy, ze w drugg strone nie zachodzi. Przyklad: e f(z) = |z|.

Twiedzenie 4.2.2. Niech f i g beda okreslone w Z = [a, ] i rozniczkowalne w
x€Z. Wtedy f+g, fgif/gsaroiniczkowalne w = oraz:

o« (f+9)(@) = f'@) + ¢/ ()

o (f9)(x) = f'(x)g(x) + f(2)g'(z)

° (g)/(m) _ I (@9(2)2?3{)(@)9 () (g(x) £ 0).

Przyklady, strona 89.

Twiedzenie 4.2.3. Niech f bedzie ciagta na 7 = [a,b], f/(z) istnieje w x € Z,
niech g bedzie okre§lona na Y zawierajacym zbiér wszystkich wartosci przyjmo-
wanych przez f, oraz g rdzniczkowalna w punkcie f(x). Jezeli

h(t) = g(f(t), (a<t<D), (4.8)

W(z)=g'(f(2)f'(2). (4.9)

Dowdd. Niech y = f(x). Z definicji pochodznej mamy
f@) = f@) = (t —2)[f'(z) + u(®)], (4.10a)
9(s) = g(y) = (s —y)lg'(y) + v(s)], (4.10b)

(4.10c)



gdzie t € Z, s € Y oraz u(t) — x przy t — 0 oraz v(s) — 0 przy s — y. Niech
s = f(t)y Wezmy s = f(t). Wtedy na mocy réwnan (4.10) mamy

h(t) — h(z) = g(f(1)) — 9(F(@)) = [F(t) — F@)][g () +o(s)]
= (t— 2)[f(z) +u(®)][g'(g) + v(s)] (4.11)
a zatem
O =M@) _ ) 1 u(t)lg () + v(s)] (4.12)

t—x
co dla t — = na mocy cigglosci f daje s — y, co dowodzi twierdzenia. [

Przyktady ze strony 90.

4.2.1 Twierdzenia o wartosci Sredniej

Definicja 4.2.2. Niech f bedzie funckja rzeczywisty okreslong w przestrzeni
metrycznej X. Powiemy, ze f ma maksimum lokalne w punkcjie p € X, jesli
istnieje § > 0 taka, ze f(q) < f(p) Vg € X takich, ze d(p,q) < §. Analogicznie
definiujemy minimum lokalne.

Twiedzenie 4.2.4. Niech f bedzie okreslona na Z = [a,b]. Jezeli f ma w
punkcie z € 7 maksimum lokalne i istnieje f/(z), to f'(z) =

Dowdéd. Wezmy 6 takie, ze a < 2 —§ < z <  + 6 < b. W przypadku gdy
T — 6 <t<x, mamy

t—x - '
Zas gdy © <t < x 4+ J, mamy
t—x '

Zatem f’(x) = 0. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla miminum lokalnego.

Twiedzenie 4.2.5. Jezeli f i g ciagle na 7 = [a,b] i rozniczkowalne na |a, b[.
to istnieje punkt x € Z, w ktérym

[£(b) = fla)lg'(z) = [9(b) — g(a)]f' (). (4.15)
Dowéd. Zdefiniumy nastepujaca funkcje
h(t) = [f(b) — fla)]g(t) — [9(b) — g(a)]f(t), dla a<t<bD. (4.16)
Funkcja h jest ciagla w Z, réimiczkowalna w ]a, b| oraz
h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b). (4.17)

Dla dowodu, wystarczy wykazaé, ze h/(z) dla pewnego x €]a, b[. Jezeli h(zx) jest
stata dla x € Z, to h/'(z) = 0. Jezeli h(t) > h(a), to z ciagtosci wynika, ze musi
istnie¢ lokalne maksimum, dla ktorego h'(z) = 0. Analogicznie dla h(t) < h(a).
(]



Twierdzenie to nazywane jest uogélnionym twierdzeniem o wartosci sredniej.
W szczegolnosei dla g(z) = x, mamy

fb) = fa) = (b—a)f'(x) (4.18)
znane jako twierdzenie o wartosci $redniej.

Twiedzenie 4.2.6. Niech f bedzie funkcja rézniczkowalna na przedziale R =
la, b].

e Jezeli f/(x) > 0 dla wszystkich = €]a, b[, to f rosnie monotonicznie.

o Jezeli f/(x) = 0 dla wszystkich = €]a, b, to f jest stala.

e Jezeli f'(x) < 0 dla wszystkich = €]a, b], to f maleje monotonicznie.

Dowdéd bezposrednio z twierdzenia o wartosci §redniej
f(@2) = f(z1) = (22 — 21) f'(2) (4.19)

dla pary liczb x1,z2 € R przy pewnym x miedzy x; a zs.

4.2.2 Regula ’Hospitala

Twiedzenie 4.2.7. Niech f i g beda funkcjami rzeczywistymi, rézniczkowal-
nymi na R =]a, b[iniech ¢'(z) # 0 przy dowolnym = € R, gdzie co < a << +00.
Niech

lim ch :E;”; = A (4.20)
Jezeli
lim f(2) =0 i lim g(x) =0 (4.21)
lub jezeli
lim () = +oo, (4.22)
lim ﬁz; — A (4.23)

Dowéd w ksiazce.

4.2.3 Twierdzenie Taylora

Twiedzenie 4.2.8. Przypusémy, ze f jest funkcjg rzeczywista na Z = [a, b],
n €N, f(™ jest ciagla na Z, a f(™) istnieje wszedzie wewnatrz ]a, b[. Niech « i
0 beda dwoma réznymi punktami w Z. Okreslmy

P(t) = nf fP(e) (t — )k (4.24)

k!
k=0

Istnieje punkt x lezacy miedzy « i [ taki, ze

") (5
18) = P(3) + T g -y (4.25)




Rozdzial 5

Calka nieoznaczona 1
0ZNnaczona

Definicja 5.0.1. Niech 7 = [a, b] bedzie pewnym przedzialem. Przez podziat P
przedziatu 7 rozumieé bedziemy skoriczony zbiér punktéw zg, ...z, taki, ze

a=ro<21 <...<2,, =0 (5.1)
Bedziemy ponadto pisaé
Ami =T; — Tij—-1, (’L = 1?’7,) (52)

Niech f bedzie ograniczong rzeczywisty liczba okreslong na Z. Kazdemu podzia-
towi P przedzialu Z przyporzadkowujemy liczby

M; = sup f(z), m; =inf f(z), (zio1 <z <ay) (5.3)
UP, f) =Y MiAz;, L(P f)=)Y miAux (5.4)
i=1 i=1
oraz zwigzane z nimi wielkoSci
b
/ fdx=infU(P, f) (5.5)
b
[ #dz=swrep, (56)

gdzie kres gorny i dolny brane sg ze wzgledu na wszystkie mozliwe podzialty 7.
Lewe strony réwnan (5.5) oraz (5.6) nazywaja sie odpowiednio gorna i dolna
catka Riemanna funckji f na przedziale 7.

Jezeli catka gorna réwna jest dolnej, to mowimy, ze funkcja f jest catkowalna
w sensie Riemanna na przedziale T i bedziemy pisa¢ f € R (czyli R oznacza
zbior wszystkich funkcji catkowalnych w sensie Riemanna). Wspo6lng wartosc
tych dwdch wielkosci oznaczamy

b b
/ fdx lub / f(z)de. (5.7)
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Teraz zdefiniujemy uogdlnienie catki Riemanna — tak zwang catke Riemanna—
Stieltjesa.

Definicja 5.0.2. Niech « bedzie monotonicznie rosna funkcja okreslong na
przedziale Z = [a,b]. Jezeli P jest jakim$ podzialem I, to okreslimy Ac; =
a(z;) — a(z;—1). Dla dowolnej funkcji rzeczywistej ograniczonej na Z napiszmy

U(P, f, o ZMA% L(P, f,« ZmZAa“ (5.8)

gdzie m; oraz M; maja to samo znaczenie co w definicji 5.0.1. Ponadto wpradzmy

b
/ fda = inf U(P, f, ) (5.9)

b
/ fda =sup L(P, f, «). (5.10)

Jezeli lewe czedci rownosci sg sobie réwne, ich wspdlng warto$c oznaczamy

b b
/ fda  lub czasami / f(z)da(z). (5.11)
Jest to catka Riemanna-Stieltjesa lub po prostu catka Stieltjesa funcki f wzgle-

dem « na Z. Jezeli calka ta istnieje, to méwimy, ze f jest caltkowalna wzgledem
a w sensie Riemanna i piszemy f € R(«).

5.0.1 Wlasnosci calki

Twiedzenie 5.0.1. o Jezeli f1 € R(w) oraz fo € R(a) na I = [a,b], to
fi+ fo e R(a), cf € R(a) (c € R) oraz

/ab(f1+f2)da=/abf1doz+/abf2da oraz /abcfda:c/abfda,

(5.12)

e Jezeli fi1(z) < fa(z) naZ, to

/ab frda < /ab foda. (5.13)

o Jezeli f e R(w)naZijeslia <c<b, tofe€R(a)nala,c oraz f € R(a)

na [c, b] oraz
/ab fda = /ac fda+ /Cb fda. (5.14)

o Jezeli fe R(a)naZi f(x) < M naZ,to

/abf1d0é

< Ma(b) — a(a)]. (5.15)




o Jezeli f € R(ay) oraz f € R(az), to f € R(an + ag) i

/ab fd(ar +az) = /ab fday +/ab fdas, (5.16)

w szczegblnosci, jezeli ¢ > 0, to

/: fd(ca) = c/ab fdo. (5.17)

Dowaéd. Jezeli f = f1 + f2, a P jest dowolnym podzialem 7, to zachodzi

L(P,fl,Oé)+L(P7f2,Oé) gL(P,f,O[) < U(P,f,Oé) < U(P7f17a)+U(P7f23a)
(5.18)

Jesli f1 € R(«) oraz fy € R(a), to dla e > 0 istnieja takie podzialy, ze
U(Pj7fj,a)—L(Pj7fj,a) <e J=172. (519)

Nier6wno$¢ ta pozostanie spelniona, jezeli zastapimy je ich wspolnym zagesz-
czeniem P. Wtedy z réwnania (5.18) wynika, ze

U(P, f,a) — L(P, f,a) < 2e. (5.20)
Stad wynika, ze f € R(«). Dla tego samego podzialu P mamy
U(P, fj,«) /f]da +e (5.21)
a zatem z (5.18) wynika
/fda UP, f,« /flda+/f1d0é+26 (5.22)

Poniewaz € jest dowolne, dostajemy

/fdag/fldoz+/f1da. (5.23)

Zamieniajac f1 1 fo z —f1 1 — fo otrzymujemy przeciwng nieréwnosé, co konczy
dowdd. Pozostate punkty dowodzi sie analogicznie.

/ab fda = /ab f(x)d! (z)dz (5.24)

Twiedzenie 5.0.2. (O zamianie zmiennych)

Niech ¢ bedzie funkcja scisle rosnaca odworozujaca Z' = [A, Bl na I = [a, b].
Niech « bedzie tez funkcja rosnaca na 7 i niech f € R(«a) na Z. OkreSlmy 51 g
na 7’ wzorem

e Powiedzie¢ o

By) = aley)), gly) = fleW)). (5.25)

Wtedy g € R(3) oraz
B b
/A gdf = / fda. (5.26)

Dowod strona 113, poda¢ przyktady.



5.0.2 Calkowanie a rézniczkowanie

Twiedzenie 5.0.3. Niech f € R na Z = [a,b]. Dla a < z < b okre$lmy

x
F(z) = / ft)dt. (5.27)
Funkcja F jest ciagla na Z; ponadto jesli f jest ciagta w xg € Z, to funkcja F
jest rézniczkowalna w punkcie x( oraz
F'(z9) = f(z0). (5.28)
Dowéd. Funkcja f jest ograniczona, poniewaz f € R. Niech f|(t)| < M przy
a<t<b Przy a <z <y <bmamy

[ i <3ty (529

Stad widac, ze dla € > 0 zachodzi |F(y) — F(z)| o ile tylko |y — z| < ¢/M. W
ten spos6b dowiedliSmy, ze F' jest jednostajnie ciagla. Zalézmy, ze f jest ciagta
w punkcie xg. Dla danego € > 0 dobieramy § > 0 tak aby

[F(y) — F(x)| =

[f(t) = flzo)| <€ jezeli [t —xo| <. (5.30)
Wtedy mamy
w_f(m)‘:‘tls/s [f(u) — f(zo)]du| < e, (5.31)

co konczy dowdd.

Twiedzenie 5.0.4. (Podstawowe twierdzenie rachunku caltkowego)
Jesli f € R naZ = [a,b] i istnieje rézniczkowalna na 7T funkcja taka, ze
F'=f,to

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a). (5.32)

Dowéd. Niech P = {zy,...2,} bedzie podzialem P. Na mocy twierdzenia o
wartodci Sredniej istnieja punkty ¢; € [z;_1, ;] takie, ze

F(le) — F(in_l) = f(tl)AJJl (533)
Wtedy

n

Z f(ti)Az; = F(b) — F(a), (5.34)

i=1

skad

b
F(b) — F(a) — / f(z)dz| < e, (5.35)

co konczy dowow.

Twiedzenie 5.0.5. (Twierdzenie o catkowaniu przez czesci)
Niech F'i G beda funkcjami rozniczkowalnymi na 7 € [a,b] i niech F' = f €
R oraz G' = g € R. Wtedy

b b
/ F(z)g(x)dz = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / f(2)G(z)dz. (5.36)



Rozdzial 6

Liczby zespolone

Definicja 6.0.1. Liczba zespolong nazywamy pare uporzadkowana (a, b) liczb
rzeczywistych. “Uporzadkowang’ znaczy, ze traktujemy pary (a,b) i (b,a) jako
rozne, o ile a # b.
Niech z = (a,b), y = (¢,d) beda dwoma liczbami zespolonymi. Napiszemy
r =y <= a = c¢ b= d. Zauwazmy na marginesie, ze definicja ta nie
jest oczywista — porownaj z definicjg liczby wymiernej. Ponadto okreslamy
dzialania
r+y=(a+c,b+d), zy=(ac—bd,ad+ bc). (6.1)

Na mocy tych wtasnosci mozemy sformutowaé nastepujace twierdzenie.
Twiedzenie 6.0.1. Przy powyzej okreslonych dzialaniach dodawania i mnoze-
nia zbior liczb zespolonych, oznaczany przez C staje sie cialem z elementami
(0,0) oraz (1,0) w roli odpowiednio 0 i 1.
Dowdéd. Sprawdzmy, ze spetnione sg aksjomaty ciata.

o z +y € C oczywiste

o 2+ y =y + x oczywiste

o (x+y)+z=x+ (y+ 2) oczywiste

e £+0=(a,b)+(0,0) =(a+0,b4+0) = (a,b) =z

e Niech —z = (—a, —b). Wtedy = + (—z) = (0,0) =0

e zy € C oczywiste

e Xy = yx oczywiste

o (zy)z = x(yz) sprawdzic

o 1.-2=(1,0)-(a,b) =(a,b)=2x
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o Jezeli © # 0, to (a,b) # (0,0). Wtedy co najmniej jedna z liczb a lub b
jest niezerowa. Zatem a? + b? > 0 i mozemy wprowadzi¢ liczbe

a —-b
(a2—|—b2’a2+b2>’ (6.2)

ktéra spelia z - 1 = (1,0) = 1.

1
T

e z(y + z) = xy + xz oczywiste.

Twiedzenie 6.0.2. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b mamy (a,0) +
(b,0) = (a+b,0) oraz (a,0) - (b,0) = (ab,0).

Dowéd jest trywialny, ale twierdzenie to pokazuje, ze liczby zespolone po-
staci (a,0) maja te same wlasnodci arytmetyczne, co odpowiadajace im liczby
rzeczywiste a. Mozemy wiec identyfikowaé (a,0) z a. Identyfikacja ta pozwala
nam traktowaé ciato liczb rzeczywistych jako podcialo ciata liczb zespolonych.

Definicja 6.0.2.

i=(0,1). (6.3)
Twiedzenie 6.0.3.
i2 = —1. (6.4)
Dowéd.
i? = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1. (6.5)

Twiedzenie 6.0.4. Jezeli a,b € R, to (a,b) = a + ib.
Dowéd.
@t ib= (a,0) + (b,0)(0,1) = (,0) + (0,b) = (a,b). (6.6)

Definicja 6.0.3. Jezeli a,b € R oraz z = a+1ib, to Z = a—1ib bedziemy nazywali
liczba sprzezona do z. Liczby a i b odpowiednio stanowia cze$¢ rzeczywista i
urojong liczby z. Stosuje sie zapis

a=Rez, b=Imz (6.7)

Twiedzenie 6.0.5. Jezeli z i w s3 liczbami zespolonymi, to

Wszystkie oczywiste, w (4) nalezy wykaza¢ 2z = a® + b

Definicja 6.0.4. Wartoscia bezwzgledna liczby z € C, ktoéra oznaczamy |z|
nazywamy nieujemny pierwiastek kwadratowy zz, czyli |z| = V2Z.



Twiedzenie 6.0.6. Niech z € Ci w € C. Wtedy
1. |z| > 0 oile z # 0; |0] = 0;

2. [z = [2];
3. [zw] = [2]|w];
4. |Rez| < |z|;

5. |z +w| < |z| + |wl.
Dowéd. Dowod 1-4 jest oczywisty. Dowod 5:
|z +w)? = (2 +w)(Z+W) = 2Z + 20 + Zw + Wi =
= |2|® + 2Re (20) + |w|* < |2|* + 2|270| + |w|? =
= |2 + 2[zl[w] + [w]? = (J2] + |w])*. (6.8)
Twiedzenie 6.0.7. Jezeliay...a, € Coraz by ...b, € C, to

2

> abi| <> a2 (6.9)
Jj=1 j=1

j=1
Dowdd. Niech A =<7 [a;]?, B =37, |bj|*, C =37, a;b;. Zakladamy,
ze B > 0 (inaczej — oczywiste). Wtedy

n n
Z IBG,]‘ — Vbj|2 = Z(Baj — Obj)(Baj — @]) = (610)
j=1 j=1
=B?A*>-BC-C—-BC-C+|C]?B=B(AB—|C?*) > 0.
Poniewaz B > 0, wiec AB — |C|? > 0, co koticzy dowéd.
e interpretacja geometryczna

e zwigzek z funkcjami trygonometrycznymi






Rozdzial 7

Funckja wykladnicza,
logarytmiczna 1 funkcje
trygonometryczne

7.1 Szeregi potegowe

Funkcje, ktore mozna przedstawi¢ w postaci

o

f('r)zzcn(x_a)n, a€R

n=0

(7.1)

nazywamy funckjami analitycznymi. Jezeli szereg (7.1) jest zbiezny Vo €]— R, R|
przy pewnym R > 0, to méwimy, ze f da sie rozwinaé w szereg potegowy w

otoczeniu xz = 0.

Zdefiniujmy
e} Zn
E(z)=> —
n=0
Kryterium d’Alamberta, zastosowane do szeregu (7.2) daje
an+1 — ‘Z| 0
an n+1 n—ooo

zatem ten potegowy jest zbiezny dla kazdego z € C.
Nastepnie, wymnézmy dwa takie szeregi. Mamy mianowicie

0 prg > S x© n zkwn—k
BEEw) = 5> 5= tim i
n=0 m=0 n=0 k=0
oo 1 .
= Zﬁ(z—kw) = E(z+w).
n=0

W szczegolnosei zachodzi

(7.2)

(7.3)



Wynika stad, ze dla wszystkich z zachodzi F(z) # 0. Ponadto bezposrednio z
(7.2) wynika, ze dla x — o0, E(z) — o0, a zatem E(z) — 0 dla z — —o0
oraz E(x) > 0 dla > 0. Z wlasnosci (7.5) wynika, ze dla wszystkich x € R,
E(z) > 0. Porownanie wyraz po wyrazie E(z) i E(y) dla > 0 pokazuje, ze
funkcja jest monotona rostaca, a zatem jest $ciéle rosnaca na = € R.

Ze wzoru na iloczy wynika tez

_ B(z+h)—E(z) . B(h) -1 _
i = = B im == — = E(2), (7.6)

gdzie ostatnia rowno$¢ wynika bezposrednio z (7.2).
Zauwazamy nastepnie, ze iterujac wzor (7.7) otrzymujemy

E(z1+ ...+ 2,) = E(21)... E(zn). (7.7)
Podstawiajac z; = ... = z, mamy
E(n)=e" (7.8)
na mocy definicji (3.2.3). Jezeli ponadto p = n/m, gdzie n,m € N, to
[E(p)]™ = e", (7.9)
zatem
E(p) = €P. (7.10)
Jako ze
¥ =supy?, (7.11)

gdzie kres gorny wrziety jest dla wszystkich p € Q takich, ze p < y. Jezeli
okre§limy dla dowolnego z € R

e =supe?, (7.12)
to z ciaglosci i monotonicznosci F otrzymamy
E(z) = €". (7.13)
Podsumowujac, mamy nastepujace wlasnosci funkcji wyktadnicze;j:
1. funkcja e® jest ciagla i rézniczkowalna w dowolnym x € R
2. (e%) =e”
3. €” jest funckja rosnaca i e > 0
4, e*TY = %Y
5. ¥ — oo przy x — o0, €¥ — 0 przy x — —o0o

6. lima"e™" = 0 dla kazdego n € N.

oo

Ostatnia wlasno$¢ wynika z

xn+1
T
7t (714)
dla dodatnich z, stad
1!
2" T > ? (7.15)

co koniczy dowod.



7.1.1 Funkcja logarytmiczna

Poniewaz funkcja E jest réznowartosciowa, istnieje funckja odwrotna L, ktoéra
takze jest réznowartosciowa. Jej obszarem okreslonosci jest E(R), zatem Ry.
Funkcja L okreslona jest przez

E(L(y))=y (y>0) lub L(E(z))=z (z€R). (7.16)

Roézniczkujac druga z tych réwnosci dostajemy
L'(y) = -. (7.17)

Jako ze L(1) = 0, mamy

L(y) = ly d;x- (7.18)

Rownosé ta jest powszechnie uzywang definicjg funkcji logarytmiczne;j.
Zauwazmy, ze dla u = E(z) oraz v = E(y) zachodzi

L(uwv) = L(E(z) - E(y)) = L(E(z +y)) == +y, (7.19)
zatem mamy
L(uv) = L(u) + L(v) (7.20)

i oznaczamy L(z) = log(z) lub In(z). Oczywiscie, jako ze jest to funckja od-
wrotna od wyktadnicznej, zachodzi

log(z) —— oo oraz log(x) — % (7.21)
T—00 xr—

Latwo wykazaé, ze
z% = e™lo8T (7.22)
zatem

(z%) = qele"Dlose, (7.23)

7.1.2 Funkcje trygonometryczne

Okreslmy

1 1

C(z) = 5 [E(z) + E(—ix)], S(x) = -

2 2

Wykazemy, ze dla € R funkcje te sg tozsame z cosx oraz sinz. Po pierwsze,

zauwazmy, ze z E(Z) = E(z) wynika, ze C' i S sa rzeczywiste. Ponadto, ze
zwiazku

[E(iz) — E(—iz)]. (7.24)

E(iz) = C(z) + iS(x) (7.25)

wynika, ze C'i S sa odpowiednio rzeczywista i urojong czescia funkcji zespolonej
E. Zauwazmy tez, ze

|E(2i)|> = E(iz)E(iz) = E(iz)E(—iz) = 1 — |E(iz)| = 1. (7.26)



Ponadto wida¢, ze C'((0) =11 S(0) =0 oraz
C'(x) =-S(z), S'(x)=C(x). (7.27)

Wykazemy nastepnie, ze istnieja dodatnie liczby x, dla ktérych C'(z) = 0. Gdyby
tak nie bylo, to z réwnosci C(0) = 1 wynikaloby, ze C(x) > 0 dla dowolnego
x > 0. Zatem na podstawie (7.27), S’(x) > 0, co oznacza, ze S bylaby Scisle
rosnaca. Poniewaz S(0) = 0, wiec z tego wynikaloby, ze S(z) > 0 dla > 0,
zatem dla 0 < x < y zachodziloby

S(2)(y —7) < / " S(tydt = Cla) — Cly) < 2. (7.28)

Ale to nie moze by¢ spetnione dla odpowiedniu duzych y, bo S(z) > 0, wiec
C(z) = 0 dla pewnych z dodatnich.

Niech zy bedzie najmniejsza 7z dodatnich liczb z, dla ktérych C(z) = 0.
Okreslmy 7 jako

T = 2x0. (7.29)

Wtedy C(3m) = 0 oraz na mocy (7.26) S(37) = +1. Poniewaz C(z) > 0 na
przedziale |0, 37|, zatem S(3pi) = 1. Wobec tego E(i%) = i oraz E(ir) = —1,
E(i27) = 1. Zatem

E(z + 2mi) = E(z). (7.30)
Twiedzenie 7.1.1. 1. Funckja F jest ciagla funkcja okresowy o okresie 27i.
2. Funkcje C' 1 S sy okresowe o okresie 27.
3. Jezeli 0 < t < 2m, to E(ti) # 1.

4. Jezeli z jest liczbg zespolona i |z| = 1, to istnieje doktadnie jedna liczba
rzeczywista t € [0, 27] taka, ze E(ti) = z.

Dowdd. 1. Juz udowodnilismy. 2. wynika z 1. oraz ze wzoru (7.24). Niech
0<t<gmakBElti)=x+iy, gdzie 0 <z <1i0<y< 1 Mamy

E(4ti) = 2% — 622y + y* + dayi(z? — 3?). (7.31)

Jezeli E(4ti) jest rzeczywiste, to 22 —y? = 0, a na podstawie 2% +y? = 1 wynika
2% = y? = 3, a zatem E(4ti) = —1, co daje 3.

Jezeli 0 < t; < tg < 270, to E(t21)[E(t1i)] " = E(t2i—t14) # 1 na podstawie
3. Wynika stad czes¢ 4. dotyczaca jednoznacznosci. Czeéé o istnieniu w ksiazce
(str. 156).

Z czesci 4 oraz whasnosci (7.26) wynika, ze E(ix) tworzy krzywa zamknieta
- jest nig okrag o promieniu 1. Stad zasadne jest utozsamienie C(x) i S(z) jako
sin(x) i cos(z).



