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Rozdziaª 1

Kwantowanie pola

elektromagnety
znego

W tym rozdziale przedstawimy trady
yjn¡ metod� kwantowania swobodnego

pola elektromagnety
znego. Za
zniemy od klasy
zny
h pól: elektry
znego i ma-

gnety
znego, speªniaj¡
y
h swobodne równania Maxwella w pró¹ni. Wyprowa-

dzimy wyra»enie na energi� swobodnego pola, a nast�pnie, bazuj¡
 na analogii

do Hamiltonianu os
ylatora harmoni
znego, dokonamy kwantowania pola.

1.1 Energia swobodnego pola

elektromagnety
znego

Punktem wyj±
iowym naszy
h rozwa»a« jest zestaw 
ztere
h równa« Maxwella

∇×H = ∂D

∂t
(1.1a)

∇×E = −∂B
∂t

(1.1b)

∇ ·B = 0 (1.1
)

∇ ·D = 0, (1.1d)

gdzie B = µ0H, D = ǫ0E oraz µ0ǫ0 = c−2. Poprzez przemno»enie wektorowo

przez ∇ równania (1.1a), 
zyli przez poli
zenie stronami rota
ji tego równania,

otrzymujemy

∇2E− 1
c2
∂2E

∂t2
= 0, (1.2)


zyli równanie falowe. Wyprowadzaj¡
 to równanie skorzystali±my ze zwi¡zku

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A) −∇2A, gdzie A jest dowolnym, dwókrotnie ró»ni
z-

kowalnym polem wektorowym. Rozwi¡zanie tego równania jest posta
i

E(r, t) = ekEkei(k·r−ωkt), (1.3)

gdzie ek jest jednostkowym wektorem polaryza
ji, speªniaj¡
ym ek · k = 0, za±
Ek jest amplitud¡ pola elektry
znego. Zwi¡zek dyspersyjny ª¡
z¡
y 
z�stotliwo±¢
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ωk z wektorem falowym k dla swobodnego pola jest posta
i ωk = |k|c. Poniewa»
równanie jest liniowe, w ogólno±
i jego rozwi¡zanie b�dzie zªo»eniem rozwi¡za«

posta
i (1.3), 
zyli

E(r, t) =
∑

k,σ

ek,σEk,σei(k·r−ωkt), (1.4)

gdzie σ ozna
za dwie mo»liwe polaryza
je ortogonalne do wektora k. Dla kom-

pletu, wypiszmy wyra»enie na pole H, które otrzymuje si� poprzez wstawienie

(1.4) do (1.1b) i od
aªkowanie rezultatu po 
zasie. W wyniku tej pro
edury

otrzymujemy

H(r, t) =
1

µ0

∑

k,σ

k× ek,σ
ωk

Ek,σei(k·r−ωkt). (1.5)

1.1.1 Przypadek jednowymiarowy

Dla uprosz
zenia rozwa»ymy teraz przypadek jednowymiarowy, gdy pole elek-

try
zne ograni
zone jest wewn¡trz wn�ki rezonansowej o dªugo±
i L zoriento-

wanej wzdªu» osi z. Zaªó»my ponadto, »e pole spolaryzowane jest wzdªu» osi x.
Korzystaj¡
 z warunków zerowania si� pola na brzega
h wn�ki, otrzymujemy

Ex(z, t) =
∑

n

Anqn(t) sin(knz), gdzie kn = n
π

L
. (1.6)

Zauwa»my, »e zale»no±¢ od poªo»enia w posta
i sin(knz) wymuszona jest wa-

runkami brzegowymi. Poniewa» równanie falowe jest liniowe, nie okre±la ono

warto±¢ staªy
h An.
Nast�pnie, wyzna
zmy poleH. Jako »e pola E iH s¡ prostopadªe, a ponadto

ka»de z ni
h jest prostopadªe do wektora falowego (skierowanego wzdªu» osi z
w naszym przypadku), zatem pole H we wn�
e mo»e mie¢ jedynie skªadow¡

wzdªu» osi y. Korzystaj¡
 z równania (1.1a) otrzymujemy

Hy(z, t) =
∑

n

An
q̇n(t)ǫ0
kn

cos(knz), (1.7)

gdzie ˙ ozna
za po
hodn¡ 
zasow¡.

W kolejnym kroku wyzna
zmy energi� pola elektromagnety
znego, dan¡ w

naszym przypadku przez wyra»enie

H = 1
2

∫

V

dr
(

ǫ0E
2
x(z, t) + µ0H

2
y (z, t)

)

. (1.8)

Obszar V po którym 
aªkujemy ma dªugo±¢ L wzdªó» z oraz poprze
zn¡ po-

wierz
hni� S. Podstawiaj¡
 do H równania (1.6) i (1.7) otrzymujemy

H = V

4

∑

n

A2n

(

ǫ0q
2
n(t) +

µ0ǫ
2
0

k2n
q̇2n(t)

)

. (1.9)

Nast�pnie, dobieramy An w posta
i (przypominamy, »e równanie falowe jest

liniowe, wi�
 mamy tu peªn¡ dowolno±¢):

An =

(

2mn
V ǫ0

)
1
2

ωn, (1.10)




o daje

H =
∑

n

(

1

2
mnq̇

2
n +
1

2
mnω

2
nq
2
n(t)

)

. (1.11)

Ozna
zaj¡
 pn = mnq̇n, dostajemy

H =
∑

n

(

p2n
2mn

+
1

2
mnω

2
nq
2
n

)

. (1.12)

Je»eli qn dobierzemy tak, by miaªo wymiar dªugo±
i, analiza wymiarowa poka-

zuje, »e mn ma wymiar masy, 
o uzasadnia ozna
zenie.

Widzimy zatem, »e energia pola elektromagnety
znego we wn�
e rezonan-

sowej jest to»sama z energi¡ zbioru os
ylatorów harmoni
zny
h. Analogia ta

pozwoli nam na zapostulowanie rozs¡dnej metody kwantowania pola elektro-

magnety
znego.

1.2 Kwantowanie przez dostawienie daszków

Przypomnijmy, »e dla pojedyn
zej 
z¡stki o masie m umiesz
zonej w poten
jale

harmoni
znym o 
z�sto±
i ω, klasy
zny Hamiltonian jest posta
i

H = p2

2m
+
1

2
mω2q2. (1.13)

Kwantowy odpowiednik tego wyra»enia to

Ĥ = p̂2

2m
+
1

2
mω2q̂2. (1.14)

Zatem wyra»enie (1.14) otrzymuje si� poprzez dodanie daszków zmiennym dy-

nami
znym z równania (1.13) (teraz to s¡ operatory hermitowskie dziaªaj¡
e

na elementy przestrzeni Hilberta 
z¡stki), oraz (
o nie mniej istotne!) podanie

reguªy komuta
yjnej [x̂, p̂] = i~. Poprzez analogi�, postulujemy, »e Hamiltonian

swobodnego skwantowanego pola elektromagnety
znego b�dzie nast�puj¡
¡ mo-

dy�ka
j¡ równania (1.12):

Ĥ =
∑

n

(

p̂2n
2mn

+
1

2
mnω

2
nq̂
2
n

)

(1.15)

z reguªami komuta
yjnymi

[q̂n, p̂m] = i~δnm. (1.16)

Kolejnym krokiem jest wprowadzenie operatorów krea
ji i anihila
ji. W tym


elu, zde�niujmy os
ylatorow¡ jednostk� dªugo±
i stowarzyszon¡ z n-tym mo-

dem, ξn =
(

~

mnωn

)
1
2

. Operator anihila
ji dany jest wzorem

âne
−iωnt =

1√
2

(

x̂n
ξn
+ iξn

p̂n
~

)

, (1.17)



za± operator krea
ji jest jego hermitowskim sprz�»eniem. Reguªa komuta
yjna,

wynikaj¡
a z (1.16), to

[

ân, â
†
m

]

= δnm. Hamiltonian (1.15), wyra»ony w j�zyku

nowy
h operatorów przyjmuje znan¡ posta¢

Ĥ =
∑

n

~ωn

(

â†nân +
1

2

)

. (1.18)

Dla kompletu, przywoªajmy posta¢ pól elektry
znego i magnety
znego po skwan-

towaniu. Mianowi
ie, korzystaj¡
 z równa« (1.6), (1.7) oraz transforma
ji (1.17),

otrzymujemy

Ex(z, t) =
∑

n

En
(

âne
−iωnt + â†ne

iωnt
)

sin(knz), (1.19a)

Hy(z, t) = −iǫ0c
∑

n

En
(

âne
−iωnt − â†neiωnt

)

cos(knz), (1.19b)

gdzie amplituda En =
(

~ωn
ǫ0V

)
1
2

ma wymiar pola elektry
znego.

Trzy wymiary

Poprzez analogi� do zagadnienia jednowymiarowego,mo»emy poda¢ posta¢ skwan-

towanego pola elektry
znego i magnety
znego w trze
h wymiara
h,

Ê(r, t) =
∑

k,σ

ek,σEk,σâk,σei(k·r−ωkt) +H.c ≡ Ê(+)(r, t) + Ê(−)(r, t) (1.20a)

Ĥ(r, t) =
1

µ0

∑

k,σ

k× ek,σ
ωk

Ek,σâk,σei(k·r−ωkt) +H.c ≡ Ĥ(+)(r, t) + Ĥ(−)(r, t).

(1.20b)

Rozkªad na 
z�±¢ o dodatniej i ujemnej 
z�sto±
i (
zyli na 
z�±¢ ewoluuj¡
¡ w


zasie jak e−iωkt oraz eiωkt) b�dzie przydatny w dalszy
h rozwa»ania
h. Hamil-

tonian swobodnego pola elektry
znego i magnety
znego jest posta
i

Ĥ =
∑

k,σ

(

â†k,σâk,σ +
1

2

)

. (1.21)

1.3 Przestrze« Hilberta � stany Fo
ka

Powtórzymy teraz ra
huenk znany z wst�pnego kursu z me
haniki kwantowej

� wyka»emy mianowi
ie, »e przestrze« Hilberta os
ylatora harmoni
znego roz-

pinana jest przez stany o ustalonej li
zbe fotonów (wzbudze« pola elektroma-

gnety
znego), zwane stanami Fo
ka. W tym 
elu rozwa»my Hamiltonian dla

jednego modu, 
zyli

Ĥ = ~ω

(

â†â+
1

2

)

. (1.22)

Ozna
zmy przez |n〉 stan wªasny Ĥ, 
zyli stan o ustalonej energii, speªniaj¡
y

Ĥ |n〉 = En |n〉 . (1.23)



Zauwa»my, »e bezpo±rednio z reguª komuta
yjny
h wynika, »e

Ĥ
(

â |n〉
)

= (En − ~ω) â |n〉 . (1.24)

Zatem wektor â |n〉 równie» jest wektorem wªasnym (nie stanem, bo w ogólno±
i

nie jest unormowany), operatora Ĥ, za± odpowiadaj¡
a mu energia jest o ~ω
mniejsza od En. W sz
zególno±
i, istnieje stan podstawowy |0〉 o energii E0. Dla
niego, zwi¡zek powy»szy ma posta¢

Ĥ
(

â |0〉
)

= (E0 − ~ω) â |0〉 . (1.25)

Poniewa» |0〉 jest stanem podstawowym, nie mo»e istnie¢ stan â |0〉 o energii

o ~ω ni»szej od niego. St¡d wnioskujemy, »e powy»sz¡ równo±¢ mo»na speªni¢

tylko wtedy, gdy â |0〉 ≡ 0. Zatem, korzystaj¡
 z równania (1.23), otrzymujemy

E0 =
1

2
~ω. (1.26)

Nast�pnie, reguªa (1.24) zastosowana n-krotnie daje znane wyra»enie

En = ~ω

(

n+
1

2

)

. (1.27)

Zatem energie wªasne oddalone s¡ o ~ω, st¡d mo»emy napisa¢, »e wektor â |n〉,
który na mo
y (1.24) daje energi� o ~ω ni»sz¡ od |n〉, jest posta
i

â |n〉 = αn |n− 1〉 , (1.28)

gdzie αn jest staª¡ normaliza
yjn¡. Mamy

〈n|â†â |n〉 = n = |αn|2. (1.29)

St¡d, z dokªadno±
i¡ do fazy, αn =
√
n. Analogi
zny ra
hunek przeprowadzony

dla operatora krea
ji, daje komplet zwi¡zków

â |n〉 = √n |n− 1〉 (1.30a)

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 . (1.30b)

Przestrze« Hilberta jest zatem rozpi�ta przez stany |n〉, które tworz¡ baz� zu-

peªn¡

1̂ =
∑

n

|n〉 〈n|. (1.31)

Wyniki te mo»na uogólni¢ na przypadek wielomodowy i trójwymiarowy. Sta-

nem wªasnym operatora â†k,σâk,σ jest |nk,σ〉, za± wektory wªasne rozpinaj¡
e

przestrze« Hilberta

H =
⊗

k,σ

Hk,σ (1.32)

s¡ posta
i

|{n}〉 =
⊗

k,σ

|nk,σ〉 , (1.33)



gdzie |{n}〉 ozna
za n1 wzbudze« modu k1, σ1, i tak dalej.

Wra
aj¡
 do przypadku jednomodowego, gdy pole elektry
zne jest posta
i

Ê(r, t) = E âei(k·r−ωt) +H.c. (1.34)

Ozna
za to, »e ±rednia warto±¢ pola na stanie |n〉 wynosi

〈n|Ê(r, t) |n〉 = 0. (1.35)

Le
z, 
o 
iekawe, ±rednia warto±¢ kwadratu operatora pola nie jest zerowa,

〈n|Ê2(r, t) |n〉 = 2|E|2
(

n+
1

2

)

. (1.36)

W sz
zególno±
i w stanie pró»ni, mamy

〈0|Ê2(r, t) |0〉 = |E|2. (1.37)

Zatem �uktua
je pola elektry
znego (jak i magnety
znego), w stanie pró»ni s¡

niezerowe

〈

(∆Ê(r, t))
〉2

=
〈

Ê2(r, t)
〉

−
〈

Ê(r, t)
〉2

= |E|2. (1.38)

Fakt ten � niezerowe �uktua
je pró»ni elektromagnety
znej � prowadzi do li
z-

ny
h konsekwen
ji, który
h badania nale»¡ do dziedziny elektrodynamiki kwan-

towej. W jednym z nast�pny
h rozdziaªów wyka»emy, »e zjawisko to prowadzi

do emisji spontani
znej atomów.



Rozdziaª 2

Stany koherentne i stany

±
i±ni�te

W tym rozdziale wprowadzimy stany koherentne pola elektromagnety
znego �

rodzin� stanów kwantowy
h, które w najwi�kszym mo»liwym stopniu odtwa-

rzaj¡ klasy
zne promieniowanie elektromagnety
zne.

2.1 Pole od klasy
znego pr¡du

Rozwa»my klasy
zne ¹ródªo promieniowania elektromagnety
znego. Klasy
zne,


zyli opisywane 
-li
zbowym pr¡dem J(r, t), a nie skwantowanym operatorem

Ĵ(r, t). Pr¡d ten oddziaªuje z polem elektromagnety
znym, za± poten
jaª od-

dziaªywania dany jest przez

V̂ (t) =

∫

dr J(r, t) · Â(r, t). (2.1)

Obiekt, który pojawiª si� powy»ej, 
zyli Â(r, t), to poten
jaª wektorowy pola

elektromagnety
znego. Wi¡»e si� on, na przykªad, z polem elektry
znym, po-

przez wyra»enie

Ê(r, t) = −∂Â(r, t)
∂t

, (2.2)

zatem korzystaj¡
 z wyra»enia (1.20a) otrzymujemy

Â(r, t) = −i
∑

k,σ

1

ωk
ek,σEk,σâk,σei(k·r−ωkt) +H.c. (2.3)

W nast�pnym kroku poszukujemy ewolu
ji stanu pola elektromagnety
znego

pod wpªywem oddziaªywania (2.1). W obrazie oddziaªywania po
z¡tkowy stan

(zakªadamy, »e przy braku pola jest to pró»nia) zmienia si� w sposób nast�pu-
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j¡
y

1

|ψ(t)〉 = e−
i
~

∫ t

0
dτV̂ (τ) |0〉 . (2.4)

Zauwa»my, »e wykªadnik mo»emy przedstawi¢ w posta
i

− i
~

∫ t

0

dτV̂ (τ) =
∑

k,σ

(

αk,σâ
†
k,σ − α∗k,σâk,σ

)

, (2.5)

gdzie zespolona amplituda αk,σ dana jest wzorem

αk,σ =
Ek,σ
~ωk

∫ t

0

dτ

∫

dr J(r, t) · ek,σei(k·r−ωkτ). (2.6)

A zatem stan kwantowy pola elektromagnety
znego po
hodz¡
y od klasy
znego

pr¡du jest posta
i

|{α}〉 =
∏

k,σ

eαk,σâ
†
k,σ
−α∗k,σâk,σ |0〉 . (2.7)

Stan taki nazywamy koherentnym i istnieje wiele powodów by u»ywa¢ tego okre-

±lenia. Cz�±¢ z ni
h przedstawimy w tym rozdziale, pozostaªe przy okazji teorii

spójno±
i Glaubera. Jako »e operatory krea
ji i anihila
ji dla ró»ny
h modów

komutuj¡, stan ten mo»na zapisa¢ jako ilo
zyn jednomodowy
h stanów kohe-

rentny
h, 
zyli

|{α}〉 =
∏

k,σ

|αk,σ〉 . (2.8)

Poniewa» ró»ne mody nie s¡ skorelowane, mo»emy zbada« 
e
hy stanu kohe-

rentnego skupiaj¡
 si� na staniejednomodowym

|α〉 = eαâ†−α∗â |0〉 . (2.9)

Zanim jednak przedyskutujemy te wªasno±
i, wyprowadzimy powy»sze wyra»e-

nie w alternatywny sposób.

2.2 Stan koherentny ina
zej

Wprowad¹my stan wªasny operatora anihila
ji o warto±
i wªasnej α, 
zyli

â |α〉 = α |α〉 . (2.10)

W rama
h standardowego kursu me
haniki kwantowej wykazuje si�, poprzez

rozªo»enie |α〉 = ∑n cn |n〉 i wyzna
zenie zwi¡zku rekuren
yjnego mi�dzy cn i

cn−1, »e stan ten jest posta
i

|α〉 = e−
|α|2
2

∞
∑

n=0

αn√
n!
|n〉 . (2.11)

1

Poten
jaª zale»y od 
zasu i nie komutuje sam ze sob¡ w ró»ny
h 
hwila
h 
zasu, po-

winni±my wi�
 uwzgl�dni¢ uporz¡dkowanie 
zasowe operatora ewolu
ji. Niemniej, jako »e

[V̂ (τ), V̂ (τ ′)] ∝ f(τ − τ ′) � 
zyli komutator jest li
zb¡ � uwzgl�dnienie uporz¡dkowania


zasowego wprowadzi wyª¡
znie zale»ne od 
zasu 
zynniki fazowe, które mo»na pomin¡¢, do-

staj¡
 równanie (2.4).



Korzystaj¡
 ze zwi¡zku (1.30b) zastosowanego n-krotnie, 
zyli
(

â†
)n |0〉 =

√
n! |n〉,

powy»sze wyra»enie mo»emy przepisa¢ jako

|α〉 = e− |α|
2

2 eαâ
† |0〉 . (2.12)

W ostatnim kroku zauwa»my, »e operator, który pojawia si� w wyra»eniu (2.9)

mo»na, na mo
y twierdzenia BCH przepisa¢ w posta
i

eαâ
†−α∗â = e−

|α|2
2 eαâ

†
e−α

∗â. (2.13)

Wynika to ze zwi¡zku eÂ+B̂ = eÂeB̂e
1
2 [Â,B̂]

, który za
hodzi pod warunkiem, »e

[[Â, B̂], Â] = [[Â, B̂], B̂] = 0, to za± w naszym przypadku jest speªnione, gdy»

αâ† i α∗â komutuj¡ do staªej. Zauwa»my, »e

e−α
∗â |0〉 = |0〉 , (2.14)

gdy» tylko jedynka prze»ywa rozwini�
ie funk
ji wykªadni
zej, pozostaªe 
zªony,

w dziaªaniu na pró»ni�, nie daj¡ wkªadu. A zatem, ª¡
z¡
 wyra»enia (2.9), (2.12)

i (2.11), wnioskujemy, »e stan wªasny operatora anihila
ji jest zarazem stanem

koherentnym zde�niowanym w 
z�±
i 2.1.

2.2.1 Operator przesuni�
ia

Operator, który pojawia si� w równania
h (2.9) i (2.13) nazywamy operatorem

przesuni�
ia (ang. displa
ement operator), i ozna
zamy jako

D̂(α) ≡ eαâ†−α∗â. (2.15)

Jest to operator unitarny,

D̂†(α) = D̂(−α) = D̂(−1)(−α) (2.16)


o wida¢ z równania po
z¡tkowego (2.4), a tak»e mo»na wykaza¢ bezpo±red-

nim ra
hunkiem. Gª�bsze zrozumienie, 
zemu ten obiekt nazywamy operatorem

przesuni�
ia, b�dzie mo»liwe dopiero, gdy omówimy metody przestrzeni fazo-

wej w rozdziale 3. Teraz zawua»my, »e prze
hodz¡
 z obrazu S
hrödingera do

Heisenberga, otrzymujemy (znowu korzystaj¡
 z twierdzenia BCH)

D̂†(α)âD̂(α) = â+ α, (2.17)

zatem operator D̂ rze
zywi±
ie przesuwa operator anihila
ji o staª¡.

2.3 Czemu koherentny jest koherentny

By przedstawi¢ pewne argumenty na rze
z tego, »e stan |α〉 mo»na nazywa¢

koherentnym, znajd¹my najpierw jego reprezenta
j� poªo»eniow¡. W tym 
elu,

przywoªajmy de�ni
j� (2.10) oraz wyra¹my operator anihila
ji przez operatory

poªo»enia i p�du. Otrzymujemy równanie na funk
j� falow¡ ψα(x) stanu kohe-

rentnego w reprezenta
ji poªo»eniowej, 
zyli

1√
2

(

x

ao
+ a0

∂

∂x

)

ψα(x) = αψα(x). (2.18)



Przenosz¡
 wszystko, 
o nie zale»y od po
hodnej na jedn¡ stron�, dostajemy

równanie ró»ni
zkowe posta
i

ψ′α(x) =
1

a20
(
√
2αa0 − x)ψα(x), (2.19)

którego rozwi¡zaniem jest funk
ja falowa

ψα(x) = N e
− (x−

√
2αa0)

2

2a2o , (2.20)

gdzie N jest staª¡ normaliza
yjn¡. A zatem fun
kja falowa stanu koherentnego

w reprezenta
ji poªo»eniowej jest ni
zym innym, tylko stanem podstawowym

os
ylatora harmoni
znego przesuni�tym wzgl�dem minimum poten
jaªu o staª¡

x0 =
√
2αa0. Ewolu
ja 
zasowa tej pa
zki falowej sprowadza si� do zmiany

x0 → x0 cosωt oraz nadruku fazy. Szeroko±¢ pa
zki pozostaje jednak bez zmian,


o ozna
za, »e stan koherentny w funk
ji 
zasu jedynie harmoni
znie zmienia

swoje poªo»enie, le
z nie zmienia swojego ksztaªtu. Mówimy zatem, »e w trak
ie

ewolu
ji stan ψα(x) utrzymuje swoj¡ spójno±¢, jest zatem koherentny, 
o w

pewnym stopniu uzasadnia nazewni
two.

2.4 Wªasno±
i stnau koherentnego

Omówimy teraz podstawowe wªasno±
i stanu koherentnego, takie jak statystyka,


zy li
zba fotonów. Za
znijmy od tego, »e stan |α〉 nie ma ustalonej li
zby foto-

nów, innymi sªowy nie jest stanem wªasnym operatora li
zby fotonów n̂ = â†â.
Niemniej, ±rednia li
zba fotonów wyra»a si� bardzo ªatwo

〈n̂〉 = 〈α|n̂ |α〉 = |α|2, (2.21)


o wynika bezpo±rednio z de�ni
ji (2.10). Nast�pnie mo»emy wyprowadzi¢ wa-

rian
j� li
zby 
z¡stek. W tym 
elu zauwa»amy, »e

n̂2 = (â†â)2 = â†â†ââ+ â†â, (2.22)

a zatem

〈

n̂2
〉

− 〈n̂〉2 = |α|2 = 〈n̂〉 , (2.23)


o jest 
harakterysty
zne dla rozkªadu Poissona. W rze
zy samej prawdopodo-

bie«stwo zmierzenia n fotonów w stanie koherentnym dane jest wzorem

p(n) = |〈n|α〉|2 = 〈n̂〉 e
−n

n!
, (2.24)


o wynika bezpo±rednio z równania (2.13). Stany koherentne nie s¡ ortogonalne.

Z (2.13) dostajemy

〈α|β〉 = e− 12 (|α|2+|β|2)eα∗β → |〈α|β〉|2 = e−|α−β|2. (2.25)

Ponadto rozpinaj¡ 
aª¡ przestrze«, albowiem, przedstawiaj¡
 α = reiϕ dosta-

jemy

1

π

∫

d2α |α〉 〈α| = 1
π

∞
∑

n,m=0

∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dϕe−r
2 rn+meiϕ(n−m)√

n!m!
|n〉 〈m|. (2.26)



Caªka po k¡ta
h daje 2πδn,m, zatem powy»sze wyra»enie uprasz
za si� do

1

π

∫

d2α |α〉 〈α| = 2
∞
∑

n=0

∫ ∞

0

rdre−r
2 r2n

n!
|n〉 〈n|. (2.27)

Caªka po zmiennej radialnej daje n! (funk
ja spe
jalna gamma Eulera), st¡d

1

π

∫

d2α |α〉 〈α| =
∞
∑

n=0

|n〉 〈n| = 1̂. (2.28)

Mówimy zatem, »e stany koherentne tworz¡ baz� nadzupeªn¡ � jest i
h wi�
ej,

ni» potrzeba, by rozpi¡¢ 
aª¡ przestrze« Hilberta.

2.5 Stany ±
i±ni�te

W poprzedniej 
z�±
i argumentowali±my, »e stan koherentny, w reprezenta
ji po-

ªo»eniowej, jest przesuni�tym stanem podstawowym os
ylatora haromi
znego,

patrz równanie (2.20). Wiemy sk¡din¡d, »e stan podstawowy os
ylatora jest

pa
zk¡ gaussowsk¡, która minimalizuje zasad� niezna
zono±
i Heisenberga, da-

j¡


∆x̂∆p̂ =
~

2
, gdzie ∆A =

√

〈A2〉 − 〈A〉2. (2.29)

Poniewa» ψα(x) ma t� sam¡ szeroko±¢, 
o stan podstawowy, zatem o
zywi±
ie

równie» dla tego stanu za
hodzi powy»sza równo±¢ (2.29). Trzymaj¡
 si� opisu

pola elektromagnety
znego przy pomo
y operatorów krea
ji i anihila
ji, wpro-

wad¹my bezwymiarowe odpowiedniki operatorów poªo»enia i p�du, zgodnie z

transforma
j¡ odwrotn¡ do (1.17), 
zyli

X̂1 =
1

2
(â+ â†) (2.30a)

X̂2 =
1

2i
(â− â†) (2.30b)

Operatory te speªniaj¡ reguª� komuta
yjn¡ [X̂1, X̂2] =
i
2 , zatem ze zwi¡zku

∆X̂1∆X̂2 >
1
2 |
〈

[X̂1, X̂2]
〉

otrzymujemy zasad� nieozna
zono±
i posta
i

∆X̂1∆X̂2 >
1

4
. (2.31)

�atwo sprawdzi¢, »e stan koherentny minimalizuje t� nierówno±¢, 
o jest inn¡

form¡ wysªowienia zwi¡zku (2.29). Zauwa»my ponadto, »e stan koherentny jest

symetry
zny, 
zyli jego kwantowy rozrzut jest równomiernie rozªo»ony pomi�dzy

dwie �kwadratury� X̂1 i X̂2,

∆X̂1 = ∆X̂2 =
1

2
. (2.32)

Jako »e zasada nieozna
zono±
i ma posta¢ nierówno±¢i, nale»y si� spodziewa¢,

»e inny stan ±wiatªa, przygotowany ad-ho
, nie b�dzie jej nasy
aª, le
z wr�
z

prze
iwnie da ilo
zyn ∆X̂1∆X̂2 ≫ 1
4 . Pytanie, które stawiamy w tej 
z�±
i jest



nast�puj¡
e: 
zy da si� przygotowa¢ taki stan pola elektromagnety
znego, by

nadal speªnione byªo (2.31), le
z zªamana byªa symetria mi�dzy kwadraturami,

wyra»ona w równaniu (2.32)? Stan taki nazywamy �stanem ±
i±ni�tym�, albo-

wiem ma zmiejszon¡ warian
j� jednej z kwadratur, na przykªad ∆X̂1 kosztem
drugiej, tak by nadal speªniona byªa równo±¢ (2.31).

Posta¢ stanów ±
i±ni�ty
h mo»na wyprowadzi¢, posªuguj¡
 si� nast�puj¡
¡

analogi¡. Rozwa»my pojedyn
z¡ 
z¡stk� w poten
jale harmoni
znym, której Ha-

miltonian dany jest wzorem

Ĥ =
p̂2

2m
+
1

2
mω2x̂2. (2.33)

Stan podtsawowy tego ukªadu, w reprezena
ji poªo»eniowej, jest pa
zk¡ gaus-

sowsk¡ o szeroko±
i danej przez dªugo±¢ os
ylatorow¡ âho =
√

~

mω . Gdyby±my

teraz to tego Hamiltonianu dodali dodatkowy poten
jaª

V̂ =
1

2
mΩ2x̂2, (2.34)

po
z¡tkowa funk
ja falowa zostaªaby ±
i±ni�ta, albowiem zwi�kszyªaby si� 
z�-

sto±¢ puªapki. St¡d wnioskujemy, »e dodanie 
zªonu ∼ x̂2 do Hamiltonianu os
y-

latora harmoni
znego prowadzi¢ b�dzie do ±
iskania pa
zki falowej w reprezen-

ta
ji poªo»eniowej (a zatem do jej rozszerzania w reprezenta
ji p�dowej).

Bazuj¡
 na analogii pomi�dzy 
z¡stk¡ w poten
jale harmoni
znym a Ha-

miltonianem pola elektromagenty
znego, oraz zauwa»aj¡
, »e przy przej±
iu od

operatorów poªo»enia i p�du do operatorów krea
ji i anihila
ji mamy x̂2 staje
si� i
h form¡ kwadratow¡, postulujemy, »e Hamiltonian ±
iskania powinien mie¢

posta¢

Ĥs = i~(gâ
†2 − g∗â2), (2.35)

gdzie g ∈ C jest staª¡. Operator ten generuje dynamik�, st¡d zwi¡zany z nim

operator ewolu
ji

Ŝ(ξ) = e−iĤt/~ = e
1
2 ξ
∗â− 12 ξâ

†2
(2.36)

nazywamy operatorem ±
iskania. Zauwa»my, »e ξ = −2g∗t = reiθ jest zale»n¡
od 
zasu wielko±
i¡ zespolon¡. Operator ±
iskania jest unitarnym, 
zyli

Ŝ†(ξ) = Ŝ(−ξ) = Ŝ−1(ξ). (2.37)

Ponadto, z twierdzenia BCH, poprzez analogi� do równania (2.17), otrzymujemy

Ŝ†(ξ)âŜ(ξ) = â cosh r − â†eiθ sinh r (2.38a)

Ŝ†(ξ)â†Ŝ(ξ) = â† cosh r − âe−iθ sinh r. (2.38b)

Do analizy tego, jaki wpªyw ma operator ±
iskania na kwadratury, wygodnie

jest wprowadzi¢ wielko±
i

Ŷ1,2 = X̂1,2e
−i θ2 . (2.39)



Wprowadzamy teraz rodzin� stanów pola elektromagnety
znego, które odgry-

waj¡ sz
zególn¡ rol� w wielu dziaªa
h optyki kwantowej. S¡ to ±
i±ni�te stany

koherentne, które otrzymuje si� poprzez zadziaªanie operatorem ±
iskania (2.36)

na stan koherentny |α〉, 
zyli

|α, ξ〉 = Ŝ(ξ)D̂(α) |0〉 . (2.40)

Bezpo±rednio z równania (2.38a) wynika, »e za
hodzi zwi¡zek

〈α, ξ|â |α, ξ〉 = α cosh r − α∗eiθ sinh r. (2.41)

To z kolei pozwala wyzna
zy¢ warian
je kwadratur pola, które wynosz¡ odpo-

wiednio

∆Ŷ1 =
1

2
e−r (2.42a)

∆Ŷ2 =
1

2
er (2.42b)

Zatem dla r > 0 pierwsza warian
ja maleje kosztem drugiej, le
z ilo
zyn∆Ŷ1∆Ŷ2 =
1
4 jest staªy, 
zyli za
howana jest minimalna warto±¢ zasady nieozna
zono±
i.

2.5.1 �
iskanie wielomodowe

Dla porz¡dku przywoªajmy jesz
ze wyra»enie na operator ±
iskania w przypadku

dwumodowym. Jest on posta
i

Ŝ(ξ) = e
ξ∗âω+ω′ âω−ω′−ξâ†ω+ω′a

†
ω+ω′ . (2.43)

By skwanty�kowa¢ stopie« ±
iskania, wprowadzamy operator

b̂ =
1√
2

(

âω+ω′ + e
−iδâω−ω′

)

. (2.44)

Kwadratury pola

b̂1 =
1

2
(b̂+ b̂†) (2.45a)

b̂2 =
1

2i
(b̂ − b̂†) (2.45b)

speªniaj¡ zasad� nieozna
zono±
i ∆b̂1∆b̂2 >
1
4 . Ewolu
ja 
zasowa ty
h operato-

rów pod wpªywem (2.43) daje

(∆b̂1)
2 =
1

4

[

e−2r cos2
(

δ − θ
2

)

+ e2r sin2
(

δ − θ
2

)]

(2.46a)

(∆b̂2)
2 =
1

4

[

e2r cos2
(

δ − θ
2

)

+ e−2r sin2
(

δ − θ
2

)]

. (2.46b)

Dla δ − θ = 0 lub π odtwarzamy wyniki dla zagadnienia jednomodowego.

Na konie
 zapiszmy wielomodowy operator ±
iskania, który jest naturalnym

uogólnieniem wyra»enia (2.43). Mianowi
ie

Ŝ[ξ(ω)] =

∫

dω′e
ξ∗(ω′)âω+ω′ âω−ω′−ξ(ω′)â

†
ω+ω′a

†
ω+ω′ . (2.47)



Wielomodowy stan ±
i±ni�ty jest posta
i

|α(ω), ξ(ω)〉 = Ŝ[ξ(ω)]D̂[α(ω)]
∣

∣0̃
〉

, (2.48)

gdzie

∣

∣0̃
〉

jest wielomodow¡ pró»ni¡. Na obe
nym etapie nie jeste±my w stanie

stwierdzi¢, 
zy i w jakim stopniu stany ±
i±ni�te s¡ nieklasy
zne oraz jak si�

je uzsykuje i jakie s¡ i
h zastosowania. Na pytania te odpowiemy kolejno w

rozdziaªa
h 3, 4 oraz 8.



Rozdziaª 3

Metody przestrzeni fazowej

W tym rozdziale omówione zostan¡ podstawowe funk
je rozkªadu kwazi-prawdopo-

dobie«stwa w przestrzeni fazowej. Obiekty te, jak si� przekonamy w tym i na-

st�pny
h rozdziaªa
h, s¡ u»yte
znymi narz�dziami sªu»¡
ymi do li
zenia ±red-

ni
h kwantowy
h zªo»ony
h obserwabli na 
zysty
h i mieszany
h stana
h pól

elektromagnety
zny
h.

Za
znijmy jednak od krótkiej uwagi natury ogólnej. Mianowi
ie do tej pory

posªugiwali±my si� stanami 
zystymi |ψ〉. Formalizm me
haniki kwantowej do-

pusz
za, by ±rednie kwantowe obar
zone byªy, poza 
zysto kwantow¡ niepew-

no±
i¡, równie» tak¡, która po
hodzi z 
zysto statysty
znego rozrzutu (a zatem

danego wyª¡
znie przez rozkªad prawdpodobonie«stwa, a nie zespolone ampli-

tudy).

Innymi sªowy, zamiast doty
h
zas stosowanej ±redniej obserwabli Ô na stanie


zystym

〈

Ô
〉

= 〈ψ|Ô |ψ〉 (3.1)

dopusz
zamy równie» rozkªad statysty
zny tego wyniki

〈

Ô
〉

=
∑

i

pi〈ψi|Ô |ψi〉 , (3.2)

gdzie pi jest pewnym rozkªadem prawdopodobie«stwa. Nie
h {|n〉} tworz¡ baz�
zupeªn¡. Mo»emy wtedy wstawi¢ do powy»szego wyra»enia rozkªad jedynki

〈

Ô
〉

=
∑

i,n

pi〈ψi|Ô |n〉 〈n|ψi〉 =
∑

i,n

pi〈n|ψi〉〈ψi|Ô |n〉 . (3.3)

De�niujemy ma
ierz g�sto±
i ˆ̺ jako

ˆ̺ =
∑

i

piψi〈ψi|. (3.4)

Wtedy powy»sza ±rednia zapisuje si� w posta
i

〈

Ô
〉

= Tr
[

Ô ˆ̺
]

. (3.5)

Widzimy zatem, »e stan 
zysty (wektor jednostkowy z przestrzeni Hilberta)

zostaª zast¡piony przez operator g�sto±
i (Hermitowski, dodatnio okre±lony),

który jest obiektem nios¡
ym bogatsz¡ informa
j� od samego |ψ〉.
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3.1 P -reprezta
ja Glaubera

Zauwa»my, »e ma
ierz g�sto±
i (3.4) mo»na rozpisa¢ w dowolnej bazie zupeªnej

poprzez wstawienie jedynek w tej przestrzeni

ˆ̺ =
∑

n,m

|n〉 〈n| ˆ̺ |m〉 〈m| =
∑

n,m

|n〉 〈m|̺n,m. (3.6)

Równie dobrze, mogliby±my wstawi¢ jedynki po
hodz¡
e z 
aªek operatorów

rzutowy
h na stany koherentne, patrz równanie (2.28),

ˆ̺ =

∫∫

d2α

π

d2β

π
|α〉 〈α| ˆ̺ |β〉 〈β|. (3.7)

R-reprezenta
j¡ stanu kwantowego ˆ̺ nazywamy wielko±¢

R(α, β) = 〈α| ˆ̺ |β〉 e 12 (|α|2+|β|2), (3.8)

która w poª¡
zeniu z równaniem (3.7) daje

ˆ̺ =

∫∫

d2α

π

d2β

π
|α〉 〈β|R(α, β)e− 12 (|α|2+|β|2). (3.9)

Jest to zatem rozkªad ma
ierzy g�sto±
i w elementy pozadiagonalne bazy stanów

koherentny
h. Wyka»emy teraz, »e sz
zególn¡ rol� odgrywa taki rozkªad, gdzie

obe
ne s¡ tylko elementy diagonalne (
zyli posta
i |α〉 〈α|).
W tym 
elu de�niujemy normalne uporz¡dkowanie jako takie ustawienie

operatorów â i â† w operatorze b�d¡
y
h dowoln¡ i
h funk
j¡, gdzie wszystkie

operatory z krzy»em stoj¡ po lewej stronie. Ma on zatem ogóln¡ posta¢

ÔN (â, â
†) =

∑

n,m

cnm(â
†)nâm. (3.10)

Naszym zadaniem jest poli
zenie warto±
i ±redniej tego operatora na stanie

kwantowym ˆ̺. Z de�ni
ji mamy

〈

ÔN (â, â
†)
〉

= Tr
[

Ô ˆ̺
]

=
∑

n,m

cnmTr
[

ˆ̺ (â†)nâm
]

. (3.11)

Wyprowadzimy teraz nast�puj¡
y zwi¡zek

δ(α∗ − â†)δ(α − â) = 1
π2

∫

d2β e−β(α
∗−â†)eβ

∗(α−â). (3.12)

W rama
h dowodu, obkªadamy to równanie stronami stanem koherentnym |γ〉
i korzystamy z faktu, »e jest to stan wªasny operatora â. Mamy zatem

δ(α∗ − γ∗)δ(α − γ) = 1
π2

∫

d2β e−β(α
∗−γ∗)eβ

∗(α−γ). (3.13)

W nast�pnym kroku zauwa»amy, »e β = xβ+iyβ, za± 
aªkowanie po pªasz
zy¹nie
zespolonej mo»na przedstawi¢ jako 
aªk� podwójn¡ po 
z�±
i rze
zywistej xβ i

urojonej yβ. Mamy zatem

1

π2

∫

d2β e−β(α
∗−γ∗)eβ

∗(α−γ) =
1

(2π)2

∫

dxβ e
ixβ(xα−xγ)

∫

dyβ e
−iyβ(yα−yγ),

(3.14)



gdzie dokonali±my zamiany zmienny
h 2xβ → xβ oraz 2yβ → yβ. Korzysztaj¡

z to»samo±
i

1

(2π)

∫

dxeikx = δ(k), (3.15)

otrzymujemy porz¡dan¡ lew¡ stron� równania (3.13), 
o dowodzi (3.12). Za-

uwa»my, »e to»szame do (3.12) jest

δ(α∗ − â†)δ(α − â) = 1
π2

∫

d2β e−iβ(α
∗−â†)eiβ

∗(α−â), (3.16)

otrzymane przez zamian� zmienny
h β → iβ. Wra
aj¡
 do równania (3.11),

mamy

〈

ÔN (â, â
†)
〉

=
∑

n,m

cnm

∫

dα

∫

dα∗Tr
[

ˆ̺δ(α∗ − â†)δ(α− â)
]

(α∗)nαm

=

∫

dα

∫

dα∗ON (α, α
∗)P (α, α∗), (3.17)

gdzie

P (α, α∗) ≡ Tr
[

ˆ̺δ(α∗ − â†)δ(α− â)
]

(3.18)

nazywamy P -reprezenta
j¡ Glaubera stanu kwantowego ˆ̺. Widzimy zatem, »e

P -reprezenta
ja sªu»y do li
zenia ±redni
h dowolny
h operatorów normalnie

uporz¡dkowany
h. O
zywi±
ie

∫∫

dαdα∗P (α, α∗) = 1, (3.19)


o sugeruje, »e jest to rozkªad prawdopodobie«stwa. Tak jednak w ogólno±
i nie

jest�istniej¡ stany kwantowe, dla który
h P nie jest dodatnio okre±lone. Nie-

mniej, wyra»enie (3.17) ªudz¡
o przypomina ±redniowanie z rozkªadem praw-

dopodobie«stwa. St¡d te» waga tego wzoru, i rozkªadu P w ogóle: pozwala on

na zast¡pienie operatorów â i â† w ÔN przez α i α∗. Jak b�dziemy argumento-

wali w rozdziale (4), P -reprezenta
ja pozwala na wyzna
zenie zwi¡zku mi�dzy

klasy
znymi, póª-klasy
znymi i kwantowymi stanami ±wiatªa.

Zauwa»my, »e równanie (3.18) ozna
za, »e P jest rozkªadem ˆ̺ w diagonalnej

bazie stanów koherentny
h, 
zyli

ˆ̺ =

∫∫

dαdα∗P (α, α∗) |α〉 〈α|. (3.20)

By si� o tym przekona¢, wystar
zy podstawi¢ powy»sze wyra»enie po prawiej

stronie równania (3.18), do daje

Tr
[

ˆ̺δ(α∗ − â†)δ(α − â)
]

= (3.21)

∫∫

dα′dα′∗P (α′, α′∗)Tr
[

|α′〉 〈α′|δ(α∗ − â†)δ(α− â)
]

= (3.22)

∫∫

dα′dα′∗P (α′, α′∗)Tr [|α′〉 〈α′|δ(α∗ − α′∗)δ(α− α)] = (3.23)

P (α, α∗)Tr [|α〉 〈α|] = P (α, α∗), (3.24)




o nale»aªo wykaza¢.

Wyka»emy teraz, »e dla ka»dego ˆ̺ istnieje P (α, α∗) zde�niowane wzorem

(3.20). Innymi sªowy, wyka»emy, »e rozkªad w bazie diagonalnej stanów kohe-

rentny
h jest wystar
zaj¡
y, by odtworzy¢ ka»dy operator g�sto±
i. Naturalnie,

jest to konsekwen
j¡ nadzupeªno±
i zbioru stanów koherentny
h. W tym 
elu

zauwa»my, »e w ogólno±
i, w bazie stanów Fo
ka, za
hodzi

ˆ̺ =
∑

n,n′

ρn,n′ |n〉〈n′|. (3.25)

Z kolei wielko±¢ |n〉〈m| mo»na odtworzy¢ w nast�puj¡
y sposób

|n〉〈n′| =
√
n!n′!

(n+ n′)!

(

∂

∂r

)n+n′ ∫ 2π

0

dθ

2π
er
2+i(n′−n)θ|reiθ〉〈reiθ |

∣

∣

∣

∣

∣

r=0

, (3.26)

gdzie α = reiθ . Warunek r = 0 mo»emy zapisa¢ jako 
aªkowanie z delt¡, 
zyli

|n〉〈n′| =
√
n!n′!

(n+ n′)!

∫ ∞

0

drδ(r)

(

∂

∂r

)n+n′ ∫ 2π

0

dθ

2π
er
2+i(n′−n)θ|reiθ〉〈reiθ |.

(3.27)

Caªkuj¡
 n+ n′-krotnie przez 
z�±
i otrzymujemy

|n〉〈n′| =
√
n!n′!

(n+ n′)!

∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dθ

2πr
er
2+i(n′−n)θ|reiθ〉〈reiθ |

(

− ∂

∂r

)n+n′

δ(r).

(3.28)

St¡d otrzymujemy

P (α, α∗) = P (r, θ) =
∞
∑

n,n′=0

ρnn′

√
n!n′!

(n+ n′)!
×

×
∫ ∞

0

rdr

∫ 2π

0

dθ

2πr
er
2+i(n′−n)θ

(

− ∂

∂r

)n+n′

δ(r). (3.29)

Wyprowadzimy teraz sz
zególnie przydatny wzór, który pozwala w wielu

przypadka
h na anality
zne wyprowadzenie P -reprezenta
ji. Zauwa»my miano-

wi
ie, »e obªo»enie powy»szego wyra»enia z dwó
h stron stanami koherentnymi

|−β〉 oraz |β〉 daje

〈−β| ˆ̺ |β〉 =
∫∫

dαdα∗P (α, α∗)〈−β|α〉〈α|β〉

= e−|β|
2

∫∫

dαdα∗
(

P (α, α∗)e−|α|
2
)

e−β
∗α+α∗β , (3.30)

gdzie w ostatnim kroktu skorzystali±my z wyra»enia na ilo
zyn skalarny dwó
h

stanów koherentny
h, dany przez równanie (2.25). Wyra»aj¡
 α i β przez i
h


z�±¢ rze
zywist¡ i urojon¡, jak w równaniu (3.14), mamy

〈−β| ˆ̺ |β〉 e|β|2 =
∫∫

dxαdyα

(

P (xα, yα)e
−x2α−y2α

)

e2i(yβxα−xβyα). (3.31)



Zatem wyra»enie po lewej stronie jest dwuwymiarow¡ transformat¡ Fouriera

funk
ji P (xα, yα)e
−x2α−y2α

. Mo»emy zatem ten zwi¡zek odwró
i¢, dzi�ki 
zemu

otrzymujemy

P (α, α∗) =
e|α|

2

π2

∫

d2β〈−β| ˆ̺ |β〉 e|β|2e−βα∗+β∗α. (3.32)

Skorzystamy teraz z tego wyra»enia, by wyzna
zy¢ P w paru sz
zególny
h przy-

padka
h.

3.1.1 P -reprezenta
ja � przykªady

Stan termi
zny

Na po
z¡tek rozwa»ym stan termi
zny to jest taki, którego ma
ierz g�sto±
i

dana jest wzorem

ˆ̺ =
1

Z e
− Ĥ
kBT , (3.33)

gdzie Ĥ = ~ωâ†â, suma statysty
zna dana jest wzorem

Z = Tr
[

e
− Ĥ
kBT

]

=
∑

n

〈n|e−
~ωâ†â
kBT |n〉 =

∑

n

e
− ~ωn
kBT =

1

1− e−
~ω
kBT

. (3.34)

Zatem otrzymujemy

ˆ̺ =
(

1− e−
~ω
kBT

)

e
− Ĥ
kBT =

(

1− e−
~ω
kBT

)

∑

n

e
− ~ωn
kBT |n〉 〈n|. (3.35)

Zauwa»my, »e ±rednia li
zba fotonów w ukªadzie dana jest wzorem

〈n̂〉 = Tr
[

â†â ˆ̺
]

=
(

1− e−
~ω
kBT

)

∑

n

ne
− ~ωn
kBT =

1

e
~ω
kBT − 1

, (3.36)

st¡d ma
ierz g�sto±
i mo»na zapisa¢ w posta
i

ˆ̺ =
∑

n

〈n̂〉n
(1 + 〈n̂〉)n+1 |n〉 〈n|. (3.37)

W nast�pnym kroku korzystamy z wyra»enia (3.32) i wyzna
zamy

〈−β| ˆ̺ |β〉 = e−|β|
2

1 + 〈n̂〉
∑

n

(−|β|2)n
n!

( 〈n̂〉
1 + 〈n̂〉

)n

=
e−|β|

2

1 + 〈n̂〉e
− |β|2

1+ 1
〈n̂〉 . (3.38)

Wyzna
zenie P -reprezenta
ji sprowadza si� zatem do poli
zenia 
aªki gaussow-

skiej w równaniu (3.32), 
o daje

P (α, α∗) =
1

π 〈n̂〉e
− |α|

2

〈n̂〉 . (3.39)

Zatem P -reprezenta
ja stanu termi
znego jest dana fun
kj¡ Gaussa.



Stan koherentny

Gdy stan ukªadu dany jest przez 
zysty stan koherentny |α0〉, mamy

〈−β| ˆ̺ |β〉 = e−|α0|2−|β|2−α0β∗βα∗0 , (3.40)


o po podstawieniu do (3.32) daje spodziewany wynik

P (α, α∗) = δ(2)(α− α0). (3.41)

Stan Fo
ka

Na konie
 rozwa»amy przypadek, gdy ukªad jest w 
zystym stanie Fo
ka |n〉.
Znów wyzna
zamy

〈−β| ˆ̺ |β〉 = e−|β|2 (−1)
n|β|2n
n!

. (3.42)

Podstawiamy to wyra»enie do (3.32) i dostajemy

P (α, α∗) =
e|α|

2

(−1)n
n!π2

∫

d2β|β|2ne−βα∗+β∗α =

e|α|
2

n!π2
∂2n

∂αn∂α∗n

∫

d2βe−βα
∗+β∗α =

e|α|
2

n!

∂2n

∂αn∂α∗n
δ(2)(α). (3.43)

Zatem w tym przypadku P -reprezenta
ja nie jest zwykªym rozkªadem prawdo-

podobie«stwa, le
z dana jest przez wyso
e patologi
zne po
hodne dystrybu
ji.

Wnioskujemy st¡d, »e stan Fo
ka jest silnie nieklasy
zny oraz »e P w ogólno±
i

nie mo»e by¢ interpretowana jako klasy
zny rozkªad prawdpodoobie«stwa.

3.2 Q-reprezenta
ja

W odró»nienu od P -reprezenta
ji, która sªu»y do li
zenia ±redni
h z operato-

rów uporz¡dkowany
h normalnie, Q-reprezenta
ja, jak si� przekonamy, sªu»y do

li
zenia ±redni
h z operatorów uporz¡dkowany
h anty- normalnie. De�niujemy

j¡, poprzez analogi� do (3.18), jako

Q(α, α∗) ≡ Tr
[

ˆ̺δ(α − â)δ(α∗ − â†)
]

. (3.44)

Wstawiaj¡
 rozkªad jedynki na stany koherentne pomi�dzy delty, otrzymujemy

Q(α, α∗) =
1

π

∫

d2α′Tr
[

ˆ̺δ(α− â) |α′〉 〈α′|δ(α∗ − â†)
]

= (3.45)

1

π

∫

d2α′Tr
[

ˆ̺δ(α− α′) |α′〉 〈α′|δ(α∗ − α′∗)
]

=
1

π
Tr [ˆ̺ |α〉 〈α|] = 1

π
〈α| ˆ̺ |α〉 .

Q-reprezenta
ja jest unormowana i nieujemna, 
o wida¢ po podstawieniu roz-

kªadu spektralnego ˆ̺. Prze
hodzimy teraz do wyzna
zenia ±redniej operatora

uporz¡dkowanego anty-normalnie, 
zyli

ÔA(â, â
†) =

∑

n,m

cnmâ
n(â†)m. (3.46)



Mamy

〈

ÔA(â, â
†)
〉

= Tr
[

ˆ̺ÔA(â, â
†)
]

=
∑

n,m

cnmTr
[

ˆ̺ân(â†)m
]

=

1

π

∑

n,m

cnm

∫

d2αTr
[

ˆ̺ân |α〉 〈α|(â†)m
]

=

1

π

∑

n,m

cnm

∫

d2αTr [ˆ̺ |α〉 〈α|αnα∗m] =
∫

d2α
1

π
〈α| ˆ̺ |α〉

∑

n,m

cnmα
nα∗m =

=

∫

d2αQ(α, α∗)OA(α, α
∗). (3.47)

Wynik ten potwierdza, »e Q-reprezenta
ja sªu»y do wyzna
zania ±redni
h z

operatorów uporz¡dkowany
h anty-normalnie. Zauwa»my, »e podstawiaj¡
 do

(3.45) wyra»enie na P z równania (3.20), znajdujemy zwi¡zek mi�dzy dwiema

poznanymi doty
h
zas reprezenta
jami, 
zyli

Q(α, α∗) =
1

π

∫

d2α′e−|α−α
′|2P (α′, α′∗). (3.48)

3.2.1 Q-reprezenta
ja � przykªady

Stan temri
zny

Dla stanu termi
znego w posta
i (3.37), otrzymujemy naty
hmiast

Q(α, α∗) =
1

π(1 + n̄)
e−

|α|2
1+n̄ . (3.49)

�atwo sprawdzi¢, »e wynik ten mo»na otrzyma¢ z (3.39) poprzez splot (3.48).

Stan koherentny

Gdy ˆ̺ = |α0〉〈α0|, dostajemy naty
hmiast

Q(α, α∗) =
1

π
e−|(α−α0)|

2

. (3.50)

Raz jesz
ze, wynik ten mo»na otrzyma¢ z (3.41) poprzez splot (3.48).

Stan Fo
ka

Je»eli ukªad jest reprezentowany 
zystym stanem Fo
ka, Q-reprezenta
ja przyj-
muje sz
zególnie prost¡ form�

Q(α, α∗) =
1

π
|〈n|α〉|2 = e−|α|

2 |α|2n
πn!

. (3.51)

Stan ±
i±ni�ty

Wyprowadzenie wyra»enia na Q-reprezenta
j� stanu ±
i±ni�tego jest zna
znie

trudniejsze. Za
zynamy od de�ni
ji

Q(α, α∗) =
1

π
|〈α|β, ξ〉|2, (3.52)



gdzie stan |β, ξ〉 zde�niowany jest w równaniu (2.40). Naszym zadaniem jest za-

tem poli
zenie ilo
zynu skalarnego stanu koherentnego ze stanem koherentnym

±
i±ni�tym, 
zyli

〈α|β, ξ〉 = 〈α|Ŝ(ξ) |β〉 . (3.53)

W tym 
elu wykorzystamy fakt, »e stan koherentny α jest stanem wªasnym

operatora anihila
ji, 
o ozna
za, »e powy»szy zwi¡zek mo»na przepisa¢ w posta
i

〈α|β, ξ〉 = 〈α|Ŝ(ξ) |β〉 = 1
α∗
〈α|â†Ŝ(ξ) |β〉 = 1

α∗
〈α|Ŝ(ξ)Ŝ†(ξ)â†Ŝ(ξ) |β〉 . (3.54)

Operator krea
ji, obªo»ony operatorami ±
iskania, zgodnie z równaniem (2.38b),

wynosi

Ŝ†(ξ)â†Ŝ(ξ) = â† cosh r − âe−iθ sinh r (3.55)

Zatem otrzymujemy

〈α|β, ξ〉 = 1
α∗
〈α|Ŝ(ξ)

(

â† cosh r − âe−iθ sinh r
)

|β〉 . (3.56)

Zauwa»my teraz, »e za
hodzi zwi¡zek

â† |β〉 =
(

∂

∂β
+
1

2
β∗
)

|β〉 . (3.57)

By to wykaza¢, zauwa»my najpierw, »e

â† |β〉 = e−
|β|2
2

∞
∑

n=0

βn
√
n+ 1√
n!

|n+ 1〉 = e−
|β|2
2

∞
∑

n=0

βn(n+ 1)
√

(n+ 1)!
|n+ 1〉 . (3.58)

Nast�pnie li
zymy po
hodn¡ stanu koherentnego po β, 
zyli

∂

∂β
|β〉 = −β

∗

2
|β〉+ e− |β|

2

2

∞
∑

n=0

nβn−1√
n!
|n〉 = −β

∗

2
|β〉+ e− |β|

2

2

∞
∑

n=0

(n+ 1)βn
√

(n+ 1)!
|n+ 1〉 ,

(3.59)


o w poª¡
zeniu z (3.58) dowodzi szukanego zwi¡zku (3.57). Podstawiaj¡
 ten

wynik do (3.56), otrzymujemy

〈α|β, ξ〉 = 1
α∗
〈α|Ŝ(ξ)

[(

∂

∂β
+
1

2
β∗
)

cosh r − βe−iθ sinh r
]

|β〉 =

=
1

α∗

[(

∂

∂β
+
1

2
β∗
)

cosh r − βe−iθ sinh r
]

〈α|Ŝ(ξ) |β〉

=
1

α∗

[(

∂

∂β
+
1

2
β∗
)

cosh r − βe−iθ sinh r
]

〈α|β, ξ〉. (3.60)

Otrzymali±my zatem proste równanie ró»ni
zkowe

∂

∂β
〈α|β, ξ〉 =

(

α∗sech r − 1
2
β∗ + βe−iθ tanh r

)

〈α|β, ξ〉, (3.61)



którego rozwi¡zanie jest posta
i

〈α|β, ξ〉 = K(α, α∗, β∗, r, θ)e− 12 |β|2+α∗βsech r+ 12β2e−iθ tanh r, (3.62)

gdzie K jest staª¡ (
zyli wielko±
i¡ niezale»n¡ od β), któr¡ nale»y wyzna
zy¢.

Zauwa»my, »e nie wynika ona wyª¡
znie z unormowania funk
ji Q, le
z pewne

jej wªasno±
i s¡ konsekwen
j¡ tego, »e funk
ja 〈α|β, ξ〉 jest ilo
zynem skalarnym.

W sz
zególno±
i ozna
za to, »e

〈α|Ŝ(ξ) |β〉∗ = 〈β|Ŝ†(ξ) |α〉 = 〈β|Ŝ(−ξ) |α〉 . (3.63)

Otrzymujemy zatem zwi¡zek

K(α, α∗, β∗, r, θ)e−
1
2 |β|

2+ 12β
2e−iθ tanh r = K(β, β∗, α∗, r,−θ)e− 12 |α|2− 12α2eiθ tanh r.

(3.64)

St¡d wnioskujemy, »e

K(α, α∗, β∗, r, θ) = Ae−
1
2 |α|

2− 12α
2e−iθ tanh r, (3.65)

gdzie A jest staª¡ wynikaj¡
¡ z normaliza
ji funk
ji Q. Zatem poszukiwana

funk
ja jest posta
i

〈α|β, ξ〉 = Ae− 12 (|α|2+|β|2)+α∗βsech r+ 12 (β2e−iθ−(α∗)2e−iθ) tanh r, (3.66)

St¡d funk
ja Q stanu ±
i±ni�tego jest posta
i

Q(α, α∗) =
|A|2
π
e−(|α|

2+|β|2)+(α∗β+αβ∗)sech r+ 12 [(β
2−α2)e−iθ+((β∗)2−(α∗))2eiθ] tanh r.

(3.67)

• wykaza¢, »e A2 = sech r
• narysowa¢ Q.

3.3 Funk
ja Wignera-Weyla

Zajmiemy si� teraz kolejnym bardzo wa»nym kwazi-rozkªadem prawdopodo-

bie«stwa, 
zyli funk
j¡ Wignera-Weyla, która sªu»y do li
zenia ±redni
h z ope-

ratorów uporz¡dkowany
h symetry
znie. Zanim jednak zde�niujemy funk
j�W ,

zauwa»my, »e obie doty
h
zas zde�niowane rozkªady, 
zyli

P (α, α∗) = Tr
[

δ(α∗ − â†)δ(α − â)ˆ̺
]

(3.68a)

Q(α, α∗) = Tr
[

δ(α− â)δ(α∗ − â†)ˆ̺
]

, (3.68b)

mo»na wyrazi¢ przy pomo
y funk
ji 
harakterysty
zny
h. Mianowi
ie

P (α, α∗) =
1

π2

∫∫

d2β e−iβα
∗−iβ∗αC(n)(β, β∗), (3.69)

gdzie

C(n)(β, β∗) = Tr
[

eiβâ
†
eiβ

∗â ˆ̺
]

, (3.70)




o wynika bezpo±rednio z de�n
iji funk
ji δ. Analogi
znie mamy

Q(α, α∗) =
1

π2

∫∫

d2β e−iβα
∗−iβ∗αC(a)(β, β∗), (3.71)

gdzie

C(a)(β, β∗) = Tr
[

eiβ
∗âeiβâ

†
ˆ̺
]

. (3.72)

Zauwa»my, »e obie te funk
jie tworz¡
e wyró»niaj¡ pewne sz
zególne uporz¡d-

kowanie, to zna
zy w C(n) operatory krea
ji s¡ po lewej stronie, za± w C(a) po
prawej, 
o w konsekwen
ji rzutuje na przydatno±¢ ty
h rozkªadów do li
zenia

±redni
h z operatorów uporz¡dkowany
h w pewien konkretny sposób.

Wprowadzamy teraz taki¡ funk
j� tworz¡
¡, która nie wyró»nia »adnego upo-

rz¡dkowania, traktuj¡
 oba operatory tak samo. Mianowi
ie

C(s)(β, β∗) = Tr
[

eiβ
∗â+iβâ† ˆ̺

]

, (3.73)

za± stowarzyszony z t¡ funk
j¡ tworz¡
¡ rozkªad nazywamy funk
j¡ Wignera-

Weyla

W (α, α∗) =
1

π2

∫∫

d2β e−iβα
∗−iβ∗αC(s)(β, β∗). (3.74)

Funk
ja ta sªu»y do li
zenia ±redni
h z operatorów uporz¡dkowany
h symetry
z-

nie, na przykªad

1

2

〈

â†â+ ââ†
〉

=

∫∫

d2αW (α, α∗)αα∗. (3.75)

W ogólno±
i, mo»emy odwró
i¢ zwi¡zek mi�dzy funk
j¡ tworz¡
¡ a funk
j¡ Wi-

gnera jako

C(s)(β, β∗) =

∫∫

d2α eiβα
∗+iβ∗αW (α, α∗). (3.76)

Zauwa»my ponadto, »e za
hodzi

C(s)(β, β∗) = Tr
[

eiβ
∗â+iβâ† ˆ̺

]

= e−
|β|2
2 Tr

[

eiβâ
†
eiβ

∗â ˆ̺
]

, (3.77)

Widzimy zatem podobie«stwo do funk
ji C(n). Poli
zmy zatem przy pomo
y

funk
ji W ±redni¡ z operatora uporz¡dkowanego normalnie

Ô(â, â†) =
∑

n,m

cnm(â
†)nâm. (3.78)

Zauwa»my, »e ±redni¡ z pojedyn
zy
h operatorów mo»na otrzyma¢ poprzez na-

st�puj¡
e odwzorowanie funk
ji C(s),

〈â〉 =
[

∂

∂(iβ∗)
+
β

2i

]

C(s)(β, β∗)
∣

∣

∣

β=β∗=0
(3.79a)

〈

â†
〉

=

[

∂

∂(iβ)
+
β∗

2i

]

C(s)(β, β∗)
∣

∣

∣

β=β∗=0
. (3.79b)



St¡d w ogólno±
i

〈

Ô(â, â†)
〉

=
∑

n,m

cnm

[

∂

∂(iβ)
+
β∗

2i

]n [
∂

∂(iβ∗)
+
β

2i

]m

C(s)(β, β∗)
∣

∣

∣

β=β∗=0
=

∑

n,m

cnm

[

∂

∂(iβ)
+
β∗

2i

]n [
∂

∂(iβ∗)
+
β

2i

]m ∫∫

d2α eiβα
∗+iβ∗αW (α, α∗)

∣

∣

∣

β=β∗=0

=

∫∫

d2αOS(α, α
∗)W (α, α∗), (3.80)

gdzie

OS(α, α
∗) ≡

∑

n,m

cnm

[

∂

∂(iβ)
+
β∗

2i

]n [
∂

∂(iβ∗)
+
β

2i

]m

eiβα
∗+iβ∗α

∣

∣

∣

β=β∗=0
.

(3.81)

Dla przykªadu wykaza¢ (strona 94):

• Ô(â, â†) = â†â→ OS(α, α
∗) = α∗α− 12

• Ô(â, â†) = â†2â = α∗2α− α∗

3.4 Reprezenta
je uogólnione

W ko«
z¡
ej sek
ji tego rozdziaªu przedstawimy ogólny przepis na li
zenie do-

wolnej reprezenta
ji stanu kwantowego. W tym 
elu wprowadzamy

ˆ̺ = π

∫∫

d2αF (Ω)(α, α∗)∆̂(Ω)(α− â, α∗ − â†), (3.82)

gdzie F (Ω)(α, α′) nazywamy uogólnion¡ reprezenta
j¡ ˆ̺, za±

∆̂(Ω)(α− â, α∗ − â†) = 1
π2

∫∫

d2βeΩ(β,β
∗)e−β(α

∗−â†)+β∗(α−â). (3.83)

Jak wida¢, posta¢ F zale»y od tego, jak wygl¡da Ω(β, β∗). W sz
zególno±
i,

gdy Ω(β, β∗) = |β|
2

2 , F jest Q-reprezenta
j¡. Gdy Ω(β, β∗) = 0, F jest funk
j¡

Wignera, za± gdy Ω(β, β∗) = − |β|
2

2 dostajemy P -repreznta
j� Glaubera. Roz-

wa»ymy teraz po kolei te trzy przypadki i wyka»emy, »e rze
zywi±
ie za
hodz¡

wspomniane powy»ej zwi¡zki.

Przypadek Ω(β, β∗) = − |β|
2

2

W tym przypadku, na mo
y twierdzenia BCH, mamy

∆̂(Ω)(α− â, α∗ − â†) = 1
π2

∫∫

d2βeβ
∗(α−â)e−β(α

∗−â†)

=
1

π2

∫∫

d2β

∫

d2α′

π
eβ
∗(α−â) |α′〉 〈α′|e−β(α∗−â†) =

=
1

π2

∫∫

d2β

∫

d2α′

π
eβ
∗(α−α′) |α′〉 〈α′|e−β(α∗−α

′∗) =
1

π
|α〉 〈α|, (3.84)


o po podstawieniu do (3.82) odtwarza de�ni
j� P -reprezenta
ji.



Przypadek Ω(β, β∗) = |β|
2

2

W tym przypadku, na mo
y twierdzenia BCH, mamy

∆̂(Ω)(α− â, α∗ − â†) = 1
π2

∫∫

d2βe−β(α
∗−â†)eβ

∗(α−â). (3.85)

Wynik podstawiamy do ma
ierzy g�sto±
i (3.82), za± otrzymany operator ob-

kªadamy stanem koherentnym, dostaj¡


1

π
〈α′| ˆ̺ |α′〉 =

∫∫

d2αF (Ω)(α, α∗)〈α′|∆̂(Ω)(α− â, α∗ − â†) |α′〉 = F (Ω)(α′, α′∗),
(3.86)


o z kolei odtwarza de�ni
j� Q-reprezenta
ji.

Przypadek Ω(β, β∗) = 0

Wprowadzamy operator

ˆ̄∆, który jest odwrotny do ∆̂ w takim sensie, »e

Tr
[

∆̂(Ω)(α− â, α∗ − â†) ˆ̄∆(Ω)(α′ − â, α′∗ − â†)
]

=
1

π
δ(2)(α− α′). (3.87)

Mo»na wykaza¢, »e za
hodzi

ˆ̄∆(Ω)(α′ − â, α′∗ − â†) = 1
π2

∫∫

d2βe−Ω(β,β
′)eβ(α

′∗−â†)−β∗(α′−â). (3.88)

Przemna»amy teraz równanie (3.82) przez

ˆ̄∆ i li
zymy ±lad, 
o daje w ogólno±
i

F (Ω)(α, α∗) = Tr
[

ˆ̺ ˆ̄∆(Ω)(α− â, α∗ − â†)
]

. (3.89)

W sz
zególnym przypadku Ω = 0 otrzymujemy

F (0)(α, α∗) =
1

π2

∫∫

d2βTr
[

ˆ̺e−βâ
†+β∗â

]

eβα
′∗−β∗α′ , (3.90)


o odtwarza wyra»enie (3.74) na funk
j� Wignera po zamianie zmienny
h β →
−iβ oraz β∗ → iβ∗.

Ko«
zymy na tym ogólne rozwa»ania doty
z¡
e opisu stanów kwantowy
h

przy pomo
y reprezenta
ji w przestrzeni fazowej. Prze
hodzimy teraz do zasto-

sowa« zdobytej doty
h
zas wiedzy, za
zynaj¡
 od zagadnie« spójno±
i, funk
ji

korela
ji i interferometrii ±wiatªa.



Rozdziaª 4

Interferometria i spójno±¢

W tym rozdziale przedstawimy zarys kwantowej teorii spójno±
i pola elektro-

magnety
znego. Odtworzymy rozumowanie, które przedstawiª Roy Glauber w

swoi
h przeªomowy
h pra
a
h z lat 60-ty
h na temat teorii spójno±
i, za które

w 2005 roku wyró»niony zostaª nagrod¡ Nobla [?, ?℄. Zanim jednak przejdziemy

do sformuªowania teorii spójno±
i oraz wprowadzimy zwi¡zane z ni¡ funk
je

korela
ji, opiszemy model interferometru Hanbury�Brown & Twiss, który wy-

korzystywany jest do mierzenia rozmiarów k¡towy
h gwiazd.

4.1 Interferometr typu Hanbury�Brown & Twiss

Rozwa»my nast�puj¡
e zagadnienie: w zna
znej odlegªo±
i od Ziemi znajduj¡ si�

dwa ¹ródªa ±wiatªa. Mog¡ to by¢ dwie gwiazdy, a mo»e te» by¢ tak, »e dwoma

¹ródªami s¡ ra
zej dwa skrajne punkty na powierz
hni jednej gwiazdy. Naszym

zadaniem jest, dokonuj¡
 pomiaru do
ieraj¡
ego do Ziemi ±wiatªa, okre±li¢ jaka

jest odlegªo±¢ k¡towa pomi�dzy dwoma ¹ródªami. Zaªó»my, »e do
ieraj¡
e ±wia-

tªo skªada si� z dwu fal pªaski
h o wektora
h falowy
h k i k′, odpowiadaj¡
y
h
dwóm kierunkom zwi¡zanym ze ¹ródªami. Ponadto zakªadamy, »e 
z�sto±
i ω
s¡ takie same dla obu kierunków, 
o zawsze mo»na wymusi¢ przez odpowiednie

od�ltrowanie sygnaªu.

Rozwa»any ukªad pomiarowy skªada si� z dwu luster, umiesz
zony
h w punk-

ta
h r1 i r2, do który
h do
iera sygnaª z gwiazd. Nast�pnie sygnaª kierowany

jest do detektora, który umiesz
zony jest po ±rodku mi�dzy lustrami. Mierzone

na detektorze nat�»enie ±wiatªa (przy zaªo»eniu doskonaªej wydajno±
i) wynosi

I =
〈

|E|2
〉

=
〈

|Ek(eik·r1 + eik·r2) + Ek′(eik
′·r1 + eik

′·r2)|2
〉

. (4.1)

Zaªo»yli±my, »e fala jest spolaryzowana liniowo, za± zale»ne od 
zasu wspólne


zynniki eiωt wnosz¡ tylko nieistotn¡ globaln¡ faz�. �redniowanie w tym wy-

ra»eniu odbywa si� zarówno po mo»liwy
h �utkua
ja
h amplitudy po
hodz¡-


y
h od samego ¹ródªa (które jest w tym przypadku temri
zne, albowiem emi-

sja po
hodzi z powierz
hni gwiazdy o ustalonej temperaturze), jak i po �uk-

tua
ja
h po
hodz¡
y
h z zaburze« na skutek prze
hodzenia ±wiatªa przez at-

mosfer�. Termi
zne ¹ródªo 
harakteryzuje si� zerow¡ ±redni¡ amplitud¡, 
zyli

〈Ek〉 = 〈Ek′〉 = 0 oraz brakiem poziadiagonalnej korela
ji najni»szego rz�du
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〈E∗kEk′ 〉 = 0. Zakªadaj¡
, »e ±rednie nat�»enie z obu ¹ródeª jest takie samo (za-

ªo»enie to jest 
zynione tylko dla uprosz
zenia ra
hunków, le
z nie jest konie
zne

dla dalszego toku rozumowania), 
zyli

〈

|Ek|2
〉

=
〈

|Ek′ |2
〉

= I0, otrzymujemy

I = 4I0

{

1 + cos

[

1

2
(k+ k′) · (r1 − r2)

]

× cos
[

1

2
(k− k′) · (r1 − r2)

]}

. (4.2)

Je»eli zaªo»ymy, »e k − k′ jest równolegªe do r1 − r2 oraz »e |r1 − r2| = r0 a
|r1 − r2| = kϕ, gdzie ϕ jest poszukiwanym rozmiarem k¡towym, otrzymujemy

I = 4I0

{

1 + cos

[

1

2
(k+ k′) · (r1 − r2)

]

× cos
(πr0ϕ

λ

)

}

, (4.3)

gdzie wektor falowy k ª¡
zy si� z do
ieraj¡
¡ dªugo±
i¡ fali zwi¡zkiem k = 2π/λ.
Wad¡ tej metody mierzenia rozmiaru k¡towego, jest obe
no±¢ bardzo szybko

zmiennego 
zynnika zale»nego od sumy wektorów falowy
h. Ta szybka zmien-

no±¢ sprawia, »e efektywnie pierwsza z funk
ji trygonometry
zny
h u±rednia si�

prakty
znie do zera, 
o sprawia, »e nat�»enie I prakty
znie nie zale»y od ϕ.
Alternatywn¡ metod� mierzenia rozmiarów k¡towy
h gwiazd zaproponowali

Hanbury-Brown i Twiss w pra
y [?℄. I
h klu
zowym osi¡gni�
iem byªo zauwa»e-

nie, »e mo»na pozby¢ si� szybko os
yluj¡
ego 
zynnika poprzez mierzenie nat�-

»e« niezale»nie w punkta
h r1 i r2, zamiast � jak w poprzednim s
hema
ie �

zbieranie 
aªego sygnaªu do jednego punktu. Po wykonaniu pomiarów w dwu

punkta
h, wyniki si� koreluje i u±rednia. W ten sposób otrzymuje si� wielko±¢,

któr¡ nazywamy funk
j¡ korela
ji nat�»e«, i która niesie informa
j� o rozmiarze

k¡towym le
z pozbawiona jest szybkiej zmienno±
i.

Nat�»enie mierzone w punk
ie ri dane jest przez

I(ri) = |Ek|2 + |Ek′ |2 + (EkE∗k′ei(k−k
′)·ri + c.c.) (4.4)

Wyniki zebrane z dwu punktów s¡ nast�pnie przemna»ane i u±redniane, daj¡


〈I(r1)I(r2)〉 =
〈 [

|Ek|2 + |Ek′ |2 + (EkE∗k′ei(k−k
′)·r1 + c.c.)

]

×
[

|Ek|2 + |Ek′ |2 + (EkE∗k′ei(k−k
′)·r2 + c.c.)

] 〉

. (4.5)

Wida¢, »e w powy»szej ±redniej nie wyst�puj¡ 
zªony zale»ne od sumy wekto-

rów falowy
h, pojawi¡ si� za± porz¡dane 
zªony typu (k− k′) · (r1 − r2), które
prowadz¡ do zale»no±
i

πr0ϕ
λ od rozmiaru k¡towego ϕ. W nast�pny
h 
z�±
ia
h

wyka»emy, »e funk
je korela
ji, której przykªadem jest korela
ja nat�»e« w po-

wy»szym równaniu, nios¡ zna
zn¡ ilo±¢ informa
ji o naturze stanu kwantowego.

Poniewa» funk
je koreal
ji s¡ bezpo±rednio dost�pne w do±wiad
zeniu, i
h po-

znanie i zrozumienie jest sz
zególnie istotne.

4.2 Funk
je korela
ji pola elektromagnety
znego

By zrozumie¢ dla
zego funk
je korela
ji w opty
e kwantowej maj¡ tak¡, a nie

inn¡ posta¢, nale»y zastanowi¢ si�, jak przebiega pro
es detek
ji pojedyn
zy
h

fotonów. W tym 
elu przypomnijmy, »e operator pola elektry
znego ma posta¢

Ê(r, t) =
∑

k,σ

ek,σEk,σâk,σei(k·r−ωkt) +H.c ≡ Ê(+)(r, t) + Ê(−)(r, t). (4.6)



Detektory ±wiatªa zazwy
zaj wykorzystuj¡ efekt fotoelektry
zny: padaj¡
y na

powierz
hni� detektora foton jest po
hªaniany, powoduj¡
 joniza
j� atomu.Wolny

elektron jest powielany, daj¡
 makroskopowy pr¡d elektry
zny, którego zareje-

strowanie uto»samiane jest z pomiarem pojedyn
zego fotonu. Widzimy zatem,

»e klu
zowym skªadnikiem fotodetek
ji jest pro
es anihila
ji fotonu. Mo»emy

wyzna
zy¢ prawdopodobie«stwo zmierzenia jednego fotonu w punk
ie r i w 
za-

sie t jako

w1(r, t) = |〈f |Ê(+)(r, t) |i〉 |2. (4.7)

Wkªad do tego wyra»ania ma tylko 
z�±¢ operatora pola o dodatniej 
z�sto±
i.

Stany |i〉 oraz |f〉 to odpowiednio po
z¡tkowy i ko«
owy stan pola (
zyli przed i

po detek
ji). W nast�pnym kroku zauwa»amy, »e stan po detek
ji jest nieistotny

dla zagadnienia, wkªad do prawdopodobie«stwa maj¡ zatem wszystkie mo»liwe

|f〉. St¡d dostajemy

w1(r, t)→
∑

f

|〈f |Ê(+)(r, t) |i〉 |2 =
∑

f

〈i|Ê(−)(r, t) |f〉 〈f |Ê(+)(r, t) |i〉 (4.8)

Poniewa» stany |f〉 tworz¡ baz� zupeªn¡, otrzymujemy wyra»enie

w1(r, t) = 〈i|Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t) |i〉 . (4.9)

Zatem prawdopodobie«stwo zmierzenia fotonu w punk
ie (r, t) dane jest przez

±redni¡ z hermitowskiego operatora Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t) na po
z¡tkowym stanie

pola. W sytua
ji, gdy stan ten nie jest 
zysty, le
z mieszany, otrzymujemy

w1(r, t) = Tr
[

ˆ̺Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t)
]

. (4.10)

Wprowadzamy teraz funk
j�, która jest uogólnieniem powy»szego wyra»enia na

dwa punkty (r1, t1) i (r2, t2), 
zyli

G(1)(r1, r2; t1, t2) = Tr
[

ˆ̺Ê(−)(r1, t1)Ê
(+)(r2, t2)

]

. (4.11)

Obiekt ten nazywamy funk
j¡ korela
ji pierwszego rz�du. Zauwa»my, »e w ogól-

no±
i G(1) nie jest rze
zywista, albowiem Ê(−)(r1, t1)Ê(+)(r2, t2) nie jest opera-
torem hermitowskim. Prawdopodobie«stwo w1(r, t) jest sz
zególnym przypad-

kiem funk
ji korela
ji pierwszego rz�du, gdy»

w1(r, t) = G
(1)(r, r; t, t). (4.12)

Tok rozumowania zarysowany powy»ej mo»na rozszerzy¢ na przypadek pomiaru

dwu fotonów. Wtedy ª¡
zne prawdopodobie«stwo zmierzenia jednego fotonu w

punk
ie (r1, t1), za± drugiego w (r2, t2) dane b�dzie przez

w2(r1, t1; r2, t2) = |〈f |Ê(+)(r2, t2)Ê(+)(r1, t1) |i〉 |2. (4.13)

Pozby
ie si� informa
ji o stanie ko«
owym daje w ogólno±
i

w2(r1, t1; r2, t2) = Tr
[

ˆ̺Ê(−)(r1, t1)Ê
(−)(r2, t2)Ê

(+)(r2, t2)Ê
(+)(r1, t1)

]

.

(4.14)



Zatem funk
ja korela
ji drugiego rz�du dana b�dzie przez

G(2)(r1, r2, r3, r4; t1, t2, t3, t4) =

= Tr
[

ˆ̺Ê(−)(r1, t1)Ê
(−)(r2, t2)Ê

(+)(r3, t3)Ê
(+)(r4, t4)

]

. (4.15)

Pro
edur� t� mo»na kontynuowa¢, li
z¡
 n-
z¡stkowe ª¡
zne prawdpopodobie«-
stwo detek
ji n fotonów oraz zwi¡zan¡ z nim funk
j� korela
ji

G(n)(r1, . . . , rn, rn+1, . . . , r2n; t1, . . . , tn, tn+1, . . . , t2n) =

= Tr
[

ˆ̺Ê(−)(r1, t1) . . . Ê
(−)(rn, tn)Ê

(+)(rn+1, tn+1) . . . Ê
(+)(r2n, t2n)

]

.

(4.16)

Zauwa»my, »e zarówno funk
je korela
ji jak i stowa»yszone z nimi prawdopodo-

bie«stwa s¡ ±rednimi z operatorów (hermitowski
h b¡d¹ nie) uporz¡dkowany
h

normalnie, to zna
zy wszystkie operatory krea
ji (ukryte w symbola
h Ê(−))
s¡ po lewej, za± anihila
ji (ukryte w symbola
h Ê(+)) s¡ po prawej stronie. Za-

uwa»my równie», »e w ogólno±
i korela
je klasy
zny
h nat�»e« s¡ 
zym innym

ni» odpowiadaj¡
e im prawdopodobie«stwa ª¡
zne poli
zone zgodnie z przepi-

sami me
haniki kwantowej. Co prawda na poziomie jedno
iaªowym ró»ni
y nie

ma, albowiem (4.9) mo»na zapisa¢ jako

w1(r, t) =
〈

Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t)
〉

=
〈

Î(r, t)
〉

, (4.17)


o stanowi bezpo±redni¡ analogi� do klasy
znego w1(r, t) = 〈I(r, t)〉.
Niemniej, ju» na poziomie dwu
iaªowym, równanie (4.14) ró»ni si� od kla-

sy
znego 〈I(r1, t1)I(r2, t2)〉 albowiem

Ê(−)(r1, t1)Ê
(−)(r2, t2)Ê

(+)(r2, t2)Ê
(+)(r1, t1) 6= Î(r1, t1)Î(r2, t2). (4.18)

Uporz¡dkowanie operatorów i nietrywialne reguªy komuta
yjne staj¡ si� istotne.

Dla porz¡dku przywoªajmy jesz
ze wyra»enie na unormowane funk
je kore-

la
ji, tak zwane �maªe g�. W przypadku, gdy wszystkie zmienne poªo»eniowe s¡

równe, za± 
zas w argumen
ie jest t oraz t + τ , funk
je te s¡ � jak wyka»emy

� miar¡ spójno±
i 
zasowej i w dwó
h najni»szy
h rz�da
h s¡ posta
i

g(1)(r, τ) =

〈

Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t+ τ)
〉

√

〈

Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t)
〉〈

Ê(−)(r, t+ τ)Ê(+)(r, t+ τ)
〉

(4.19a)

g(2)(r, τ) =

〈

Ê(−)(r, t)Ê(−)(r, t+ τ)Ê(+)(r, t+ τ)Ê(+)(r, t)
〉

〈

Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t)
〉〈

Ê(−)(r, t+ τ)Ê(+)(r, t+ τ)
〉 . (4.19b)

W przypadku jednomodowym, zale»ne od 
zasu i od przestrzeni wspóª
zynniki

fazowe kasuj¡ si�, pozostawiaj¡
 sz
zególnie proste wyra»enia

g(1)(τ) =

〈

â†(t)â(t+ τ)
〉

〈â†â〉 (4.20a)

g(2)(τ) =

〈

â†(t)â†(t+ τ)â(t+ τ)â(t)
〉

〈â†â〉2
. (4.20b)



Wyzna
zmy teraz te wielko±
i w dwó
h przypadka
h. Wykorzystamy w tym 
elu

do±wiad
zenie zdobyde w poprzednim rozdziale. Jako »e wyzna
zamy ±rednie z

operatorów uporz¡dkowany
h normalnie, do i
h poli
zenia wykorzystamy P -
reprezenta
j� stanu kwantowego. Na pierwszy ogie« pójdzie stan termi
zny, dla

którego (patrz równanie (3.39)

P (α, α∗) =
1

π 〈n̂〉e
− |α|

2

〈n̂〉 . (4.21)

Wtedy mamy

g(2)(0) =

∫∫

d2αP (α, α∗)|α|4
(
∫∫

d2αP (α, α∗)|α|2)2 = 2. (4.22)

Z kolei dla stanu koherentnego |α〉0, dla którego

P (α, α∗) = δ(2)(α− α0) (4.23)

otrzymujemy

g(2)(0) =

∫∫

d2αP (α, α∗)|α|4
(
∫∫

d2αP (α, α∗)|α|2)2 = 1. (4.24)

Poka»emy teraz, w jaki sposób spójno±¢ pierwszego rz�du ª¡
zy si� z widzialno-

±
i¡ pr¡»ków interferen
yjny
h w do±wiad
zeniu Younga.

4.3 Spójno±¢ pierwszego rz�du i do±wiad
zenie

Younga

Interfrerometr Younga skªada si� ze ¹ródªa, które o±wietla dwie sz
zeliny znajdu-

j¡
e si� w poªo»enia
h r1 oraz r2. Za sz
zelinami znajduje si� ekran, na którym

w punk
ie r powstaje obraz sz
zelin. Pole elektry
zne, które do
iera do tego

punktu mo»na wyrazi¢ jako superpozy
j� pól z punktów r1 i r2 w 
zasa
h od-

powiednio t1 = |r1|/c i t2 = |r2|/c w
ze±niejszy
h. Mamy zatem, zakªadaj¡


liniow¡ polaryza
j� ¹ródªa,

Ê(+)(r, t) = K1Ê
(+)(r1, t− t1) +K2Ê(+)(r1, t− t1), (4.25)

gdzie K1 i K2 s¡ wspóª
zynnikami dyfrak
yjnymi mówi¡
ymi o tym, »e de fa
to

fala wy
hodz¡
a ze sz
zeliny jest fal¡ kulist¡. Wyzna
zmy teraz nat�»enie pola

w tym punk
ie. Mamy

〈

Î(r, t)
〉

=
〈

Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t)
〉

= |K1|2
〈

Ê(−)(r1, t− t1)Ê(+)(r1, t− t1)
〉

+ |K2|2
〈

Ê(−)(r2, t− t2)Ê(+)(r2, t− t2)
〉

+ 2Re
[

K∗1K2
〈

Ê(−)(r1, t− t1)Ê(+)(r2, t− t2)
〉]

. (4.26)



Wynik ten mo»na wyrazi¢ przez funk
j� korela
ji pierwszego rz�du (4.11). Mia-

nowi
ie

〈

Î(r, t)
〉

= |K1|2G(1)(r1, r1, t− t1, t− t1) + |K2|2G(1)(r2, r2, t− t2, t− t2)

+ 2Re
[

K∗1K2G
(1)(r1, r2, t− t1, t− t2)

]

. (4.27)

Zakªadaj¡
, »e pole jest sta
jonarne, otrzymujemy

〈

Î(r, t)
〉

= |K1|2G(1)(r1, r1, 0) + |K2|2G(1)(r2, r2, 0) + 2Re
[

K∗1K2G
(1)(r1, r2, τ)

]

,

(4.28)

gdzie τ = t1 − t2. Przyjmuj¡


〈

Î(i)(r)
〉

= |Ki|2G(1)(ri, ri, 0) (4.29)

otrzymujemy

〈

Î(r, t)
〉

=
〈

Î(1)(r)
〉

+
〈

Î(2)(r)
〉

+ 2

√

〈

Î(1)(r)
〉〈

Î(2)(r)
〉

Re
[

g(1)(r1, r2; τ)
]

,

(4.30)

gdzie �maªe g� dane jest przez

g(1)(r1, r2; τ) =
G(1)(r1, r2, τ)

√

G(1)(r1, r1, τ)G(1)(r2r2, τ)
. (4.31)

Wyra»enie nat�»enia przez unormowan¡ funk
j� korela
ji, tak jak w (4.30), uwy-

pukla zna
zenie tej wielko±
i. Poniewa» wszelkie mo»liwe os
yla
je nat�»enia

zwi¡zane s¡ wªa±nie z 
zªonem propor
jonalnym do g(1), to funk
ja ta jest miar¡

widzialno±
i pr¡»ków. Zapisuj¡


g(1)(r1, r2; τ) = |g(1)(r1, r2; τ)|eiθ(r1,r2;τ), (4.32)

otrzymujemy

〈

Î(r, t)
〉

=
〈

Î(1)(r)
〉

+
〈

Î(2)(r)
〉

+ 2

√

〈

Î(1)(r)
〉〈

Î(2)(r)
〉

|g(1)(r1, r2; τ)| cos(θ(r1, r2; τ)). (4.33)

Widzialno±¢ pr¡»ków zde�niowana jest jako

ν =

〈

Î(r, t)
〉

max
−
〈

Î(r, t)
〉

min
〈

Î(r, t)
〉

max
+
〈

Î(r, t)
〉

min

= 2

√

〈

Î(1)(r)
〉〈

Î(2)(r)
〉

〈

Î(1)(r)
〉

+
〈

Î(2)(r)
〉 |g(1)(r1, r2; τ)|.

(4.34)

W przypadku, gdy nat�»enia s¡ równe dostajemy po prostu

ν = |g(1)(r1, r2; τ)|. (4.35)

St¡d wida¢, »e g(1) jest miar¡ koheren
ji pierwszego rz�du. Poniewa» na mo
y

nierówno±
i Cau
hy-S
hwarza 0 6 |g(1)| 6 1, najbardziej spójne jest ±wiatªo

koherentne, które nasy
a górn¡ grani
�. Jest to kolejne uzasadnienie nazwy

�stan koherentny� � jest to taki, który wykazuje najwy»sz¡ spójno±¢ pierw-

szego rz�du.



4.4 Spójno±¢ drugiego rz�du

Zauwa»my, »e informa
ja zawarta w g(1) jest ograni
zona. Ten sam wynik na

funk
j� spójno±
i pierwszego rz�du uzyskuje si� bior¡
 ±wiatªo termi
zne jak i

koherentne. Ozna
za to, »e by zyska¢ szersz¡ wiedz� o wªasno±
ia
h pola, nale»y

rozwa»y¢ funk
je korela
ji wy»szego rz�du. W tym rozdziale poka»emy, w jaki

sposób informa
je o g(2) mo»na pozyska¢ z do±wiad
zenia typy Hanbury�Brown

& Twiss.

Przypomnijmy, »e do±wiad
zenie HBT polega na detek
ji nat�»enia ±wiatªa

na dwó
h detektora
h, znajduj¡
y
h si� w punkta
h r1 oraz r2, w 
hwili 
zasu

t. Prawdopodobie«stwo ª¡
zne zmierzenia sygnaªu na obu detektora
h, jest, jak

argumentowali±my, zwi¡zane z funk
j¡ korela
ji drugiego rz�du

G(2)(r1, r2; t) = Tr
[

ˆ̺Ê(−)(r1, t)Ê
(−)(r2, t)Ê

(+)(r2, t)Ê
(+)(r1, t)

]

. (4.36)

Zakªadamy, »e ±wiatªo do
ieraj¡
e do detektorów jest sum¡ dwó
h modów, za±

ka»dy z ni
h reprezentowany jest przez fal� pªask¡. Mamy zatem (przyjmuj¡


ponadto polaryza
j� liniow¡ ±wiatªa)

Ê(+)(r, t) = εk

(

âke
−iωkt+ikr + âk′e

−iωk′ t+ik′r
)

. (4.37)

St¡d po podstawieniu do (4.36), dostajemy ª¡
znie szeszna±
ie 
zªonów skªada-

j¡
y
h si� na funk
j� korela
ji drugiego rz�du. Je»eli stan pola jest taki, »e oba

mody s¡ niezale»ne (na przykªad promieniowanie po
hodz¡
e z dwó
h gwiazd),

a ponadto wszelkie nieparzyste ±rednie znikaj¡, otrzymujemy

ε−4k G(2)(r1, r2; t) =
〈

â†kâ
†
kâkâk

〉

+
〈

â†k′ â
†
k′ âk′ âk′

〉

+ (4.38)

+
〈

â†kâ
†
k′ âkâk′

〉(

1 + e−i(k−k
′)(r1−r2)

)

+
〈

â†k′ â
†
kâk′ âk

〉(

1 + ei(k−k
′)(r1−r2)

)

.

Wyra»enie to uprasz
za si�, je»eli ¹ródªa s¡ statysty
znie takie same, 
zyli

〈

â†kâk
〉

=
〈

â†k′ âk′
〉

= 〈n̂〉 oraz
〈

(â†kâk)
2
〉

=
〈

(â†k′ âk′)
2
〉

=
〈

n̂2
〉

. Wtedy otrzy-

mujemy

G(2)(r1, r2; t) = 2ε
4
k

[

〈

n̂2
〉

− 〈n̂〉+ 〈n̂〉 (1 + cos[(k− k′)(r1 − r2)])
]

. (4.39)

Dla termi
znego ¹ródªa ±wiatªa mamy

〈

n̂2
〉

= 2 〈n̂〉2 + 〈n̂〉, gdzie 〈n̂〉 = (e
~ω
kbT −

1)−1, dostajemy zatem

G(2)(r1, r2; t) = 2 〈n̂〉2 ε4k
[

3 + cos[(k − k′)(r1 − r2)]
]

. (4.40)

Zatem fun
kja korela
ji wykazuje os
yla
je pozwalaj¡
e na zmierzenie odlegªo±
i

k¡towej, mimo »e ¹ródªa s¡ niezale»ne.

4.5 Detek
ja homodynowa

Przedtsawimy teraz powsze
hnie u»ywan¡ metod� wykrywania ±
iskania stanu

pola elektromagnety
znego. Metoda ta, oparta na pomiarze warian
ji li
zby



fotonów na detektorze, przedstawia powsze
hnie u»ywany w opty
e s
hemat

detek
ji homodynowej.

W s
hema
ie tym, opró
z jednomodowego pola kwantowego opisywanego

operatorem anihila
ji â, wprowadzamy pole pomo
ni
ze b̂. Oba pola maj¡ t�

sam¡ 
z�sto±¢, tak by wszystkie wyniki nie zale»aªy od 
zasu. Sygnaª z obu

pól pada na idealn¡ (
zyli bezstratn¡) pªytk� ±wiatªodziel¡
¡ o amplitoduowym

wspóª
zynniku odbi
ia r i przej±
ia t, 
zyli

r2 + t2 ≡ R+ T = 1. (4.41)

Ozna
zmy przez ĉ i d̂ mody ±wiatªa po przej±
iu przez pªytk�. Unitarna trans-

forma
ja kanoni
zna ª¡
z¡
a mody wej±
iowe z wyj±
iowymi jest posta
i

ĉ = tâ+ irb̂ (4.42)

d̂ = irâ+ tb̂. (4.43)

Klu
zowe s¡ operatory li
zby fotonów wmoda
h wyj±
iowy
h. Mamymianowi
ie

n̂c = ĉ
†ĉ = T â†â+ (1− T )b̂†b̂+ i

√

T (1− T )(â†b̂− b̂†â) (4.44a)

n̂d = d̂
†d̂ = (1− T )â†â+ T b̂†b̂− i

√

T (1− T )(â†b̂− b̂†â). (4.44b)

Wyra»enia te s¡ punktem startowym dla dalszej analizy.

4.5.1 Zwykªa detek
ja homodynowa

Przyjmijmy

T ≫ R, (4.45)


zyli dominuj¡
ym efektem na pªyt
e jest przepusz
zanie sygnaªu. Ponadto za-

kªadamy, »e stan ±wiatªa w modzie b̂ jest stanem koherentnym |β〉. Mówimy, »e

badany mod ±wiatªa â sprzega si� z lokalnym os
ylatorem. Wyzna
zmy ±redni¡

li
zb� fotonów w por
ie c. Mamy

〈n̂c〉 = T
〈

â†â
〉

+ (1 − T )|β|2 − 2
√

T (1− T )|β|
〈

X̂
(

ϕ+
π

2

)〉

, (4.46)

gdzie

X̂(ϕ) =
1

2

(

âe−iϕ + â†eiϕ
)

. (4.47)

Widzimy zatem, »e pomiar li
zby fotonów na por
ie c dostar
za informa
ji o

±redniej kwadraturze, za± jej orienta
j� (
zyli ewentualny kierunek ±
iskania)

mo»na dobra¢ kontroluj¡
 ϕ � faz� lokalnego os
ylatora. Zaªó»my dodatkowo,

»e |β|2 � nat�»enie stanu koherentnego � dominuje nad li
zb¡ fotonów w mo-

dzie a, tak »e mimo (4.45), speªnione jest

T
〈

â†â
〉

≪ (1− T )|β|2. (4.48)

W takim przypadku otrzymujemy przybli»one wyra»enie na ±redni¡ li
zb� foto-

nów

〈n̂c〉 ≃ (1 − T )|β|2 − 2
√

T (1− T )|β|
〈

X̂
(

ϕ+
π

2

)〉

, (4.49)



By wykry¢ ±
iskanie, musimy odwoªa¢ si� do drugiego momentu operatora. Ko-

rzystaj¡
 z warunków (4.45) i (4.48) otrzymujemy przybli»one wyra»enie

〈

(∆n̂c)
2
〉

≡
〈

n̂2c
〉

− 〈n̂c〉2 ≃ (1 − T )|β|2
(

(1− T ) + 4T
〈

(∆X̂
(

ϕ+
π

2

)

)2
〉)

.

(4.50)

Zatem pomiar warian
ji kwadratury przebiega nast�puj¡
o. Na po
z¡tku wy-

ª¡
za si� sygnaª pªyn¡
y z modu a i mierzy si� na detektorze c szum ±rutowy

po
hodz¡
y od lokalnego os
ylatora. Nast�penie mierzy si� �uktua
je li
zby fo-

tonów na c, a od wyniku odejmuje si� szum ±rutowy. W ten sposób dostaje si�

informa
je o ewentualnym ±
iskaniu kwadratury.

4.5.2 Zbalansowana detek
ja homodynowa

W tym s
hema
ie pomiar odbywa si� na obu porta
h c i d, za± sygnaª z dwu

portów jest odejmowany. Korzystaj¡
 z równa« (4.44) i zakªadaj¡
 T ≡ 1, otrzy-
mujemy

n̂ = n̂c − n̂d = −i(â†b̂− b̂†â). (4.51)

Zatem bez »adny
h przybli»e« mamy

〈n̂〉 = −2|β|
〈

X̂
(

ϕ+
π

2

)〉

. (4.52)

Zakªadaj¡
 za±, »e nat�»enie β jest bardzo du»e, otrzymujemy

〈

(∆n̂)2
〉

≃ 4|β|2
〈

(∆X̂
(

ϕ+
π

2

)

)2
〉

, (4.53)

zatem pozbyli±my si� kªopotliwego wkªadu od szumu ±rutowego.

4.5.3 Pomiar fazy � interferometr Ma
ha-Zehndera

Zaªó»my teraz, »e na jednym z ramion, na przykªad b̂ nadrukowywana jest faza
θ. Mamy wtedy zwi¡zek mi�dzy wej±
iowymi a wyj±
iowymi modami posta
i

(przeli
zy¢ na wykªadzie)

ĉ =
1

2

[

(

1− eiθ
)

â+ i
(

1 + eiθ
)

b̂
]

(4.54a)

d̂ =
1

2

[

i
(

1 + eiθ
)

â−
(

1− eiθ
)

b̂
]

. (4.54b)

Operator li
zby fotonów daje

Ĵz(θ) = Ĵz cos θ − Ĵx sin θ. (4.55)

Je»eli faza jest estymowana z ró»ni
y popula
ji, proste wyra»enie na propaga
j�

bª�du daje

∆θ =

√

〈

(∆Ĵz(θ))2
〉

∣

∣

∣

∂Ĵz(θ)
∂θ

∣

∣

∣

. (4.56)



Zakªadamy, »e na jednym z portów wej±
iowy
h jest stan koherentny o ampli-

tudzie β =
√
nbe
iϕ
, na drugim pró»nia. Li
z¡
 wokóª θ = ϕ, dostajemy

∆θ =
1√
nb
, (4.57)


zyli grani
� szumu ±rutowego. (Pokaza¢), »e je»eli zamiast pró»ni we¹miemy

±
i±ni�t¡ pró»ni� |0ξ〉, gdzie ξ = reiφ, to dla nb ≫ 1 otrzymujemy

∆θ =
e−r√
nb
. (4.58)

Zatem nieklasy
zno±¢ stanu ±
i±ni�tego jest zasobem dla polepszenia pre
yzji

ponad grani
� szumu ±rutowego.

4.6 Kryteria nieklasy
zno±
i dla G(2)

4.6.1 Pole dwumodowe

W tej 
z�±
i poka»emy, w jaki sposób pomiary funk
ji korela
ji drugiego rz�du

nios¡ informa
j� o nieklasy
zno±
i stanu kwantowego. Za
znijmy od analizy na-

st�puj¡
ego ukªadu dwumodowego. Nie
h ±wiatªo skªadaj¡
e si� z dwó
h fal

pªaski
h o wektora
h falowy
h k1 i k2 pada z dwó
h stron na pªytk� ±wia-

tªodziel¡
¡. Wektory, które ulegaj¡ odbi
iu ozna
za¢ b�dziemy przez k̃1 i k̃2.

Nast�pnie impulsy s¡ zbierane w dwó
h punkta
h ra i rb, gdzie na detektora
h

nast�puje pomiar nat�»e«.

• Klasy
znie �uktuuj¡
e ±wiatªo
Zaªó»my na po
z¡tku, »e ±wiatªo do
ieraj¡
e do detektorów jest klasy
znym,

�uktuuj¡
ym polem. Mierzona funk
ja korela
ji drugiego rz�du b�dzie posta
i

G(2)(ra, rb) =
〈

|E(ra)|2|E(rb)|2
〉

, (4.59)

gdzie amplitudy pola mierzone w dwu punkta
h s¡ posta
i

E(ra) =
ε√
2

(

iα1e
ik̃1ra + α2e

ik2ra
)

(4.60a)

E(rb) =
ε√
2

(

α1e
ik1rb + iα2e

ik̃2rb
)

. (4.60b)

Zaªó»my ponadto, »e �uktua
je pola maj¡ 
harakter termi
zny, 
o ozna
za, »e

prze»ywaj¡ tylko ±rednie typu

〈

|E(ri)|2
〉

b¡d¹

〈

|E(ri)|2|E(rj)|2
〉

. Wtedy funk
j�

(4.59) mo»emy przepisa¢ w posta
i

G(2)(ra, rb) =
1

4

(

〈

(I1 + I2)
2
〉

− 2 〈I1I2〉 cos((k2 − k̃1)ra − (k̃2 − k1)rb)
)

,

(4.61)

gdzie I1 = ε
2|αi|2. Kªad¡
 (k2 − k̃1)ra = 2πL xa oraz (k̃2 − k1)rb = 2πL xb, otrzy-

mujemy

G(2)(ra, rb) =
1

4

(

〈

(I1 + I2)
2
〉

− 2 〈I1I2〉 cos
(

2π

L
(xa − xb)

))

. (4.62)



Zatem funk
ja korela
ji drugiego rz�du ma pr¡»ki interferen
yjne. I
h widzial-

no±¢ wynosi

ν =
G
(2)
max −G(2)min

G
(2)
max +G

(2)
min

=
2 〈I1I2〉

〈I21 〉+ 〈I22 〉+ 2 〈I1I2〉
6
1

2
, (4.63)

gdy»

〈

I21
〉

+
〈

I22
〉

> 2 〈I1I2〉. Zatem otrzymali±my ograni
zenie na widzialno±¢

pr¡»ków interferen
yjny
h dla klasy
zny
h pól.

• �wiatªo kwantowe

Z drugiej strony, rozwa»my przypadek, gdy pola s¡ kwantowe, 
zyli zast�pu-

jemy (4.60) przez

Ê(+)(ra) =
ε√
2

(

iâ1e
ik̃1ra + â2e

ik2ra
)

(4.64a)

Ê(+)(rb) =
ε√
2

(

â1e
ik1rb + iâ2e

ik̃2rb
)

. (4.64b)

Poli
zmy funk
j� korela
ji drugiego rz�du dla stanu Fo
ka |1k1 , 1k2〉. Otrzymu-

jemy

G(2)(ra, rb) = 〈1k1 , 1k2 |Ê(−)(ra)Ê(−)(rb)Ê(+)(rb)Ê(+)(ra) |1k1 , 1k2〉 =

=
ǫ4

2

(

1− cos
(

2π

L
(xa − xb)

))

. (4.65)

Funk
ja ta ma widzialno±¢ pr¡»ków

ν =
G
(2)
max −G(2)min

G
(2)
max +G

(2)
min

= 1. (4.66)

Zatem istniej¡ pola kwantowe, które ªami¡ klasy
zn¡ grani
� ν 6 1
2 . Zatem

ªamanie tego ograni
zenia jest kryterium kwantowo±
i pola elektromagnety
z-

nego.

4.6.2 Nierówno±¢ Cau
hy-S
hwarza

Wyprowadzimy teraz kolejne kryterium na nieklasy
zno±¢, oparte na wªasno-

±
ia
h funk
ji korela
ji drugiego rz�du. Korzysta ono z powsze
hnie znanej nie-

równo±
i Cau
hy'ego-S
hwarza.

Za
zynamy od przypomnienia, »e P -reprezenta
ja wielomodowego stanu kwan-

towego ma posta¢

ˆ̺ =

∫

d~α

∫

d~α∗ |~α〉 〈~α|P (~α, ~α∗), (4.67)

gdzie |~α〉 =⊗i |αi〉 jest wielomodowym stanem koherentnym. Poli
zmy funk
j�

korela
ji drugiego rz�du na tym stanie. Mamy

G(2)(r1, r2; t1, t2) = Tr
[

ˆ̺Ê(−)(r1, t1)Ê
(−)(r2, t2)Ê

(+)(r2, t2)Ê
(+)(r1, t1)

]

,

(4.68)



gdzie � przypomnijmy � wielomodowe pole elektromagnety
zne dane jest

Ê(r, t) =
∑

k,σ

ek,σEk,σâk,σei(k·r−ωkt) +H.c ≡ Ê(+)(r, t) + Ê(−)(r, t). (4.69)

Poniewa» funk
ja korela
ji jest skonsturowana tak, »e jest ±redni¡ z operatora

uporz¡dkowanego normalnie, od razu dostajemy

G(2)(r1, r2; t1, t2) =

∫

d~α

∫

d~α∗P (~α, ~α∗)I~α(r1, t1)I~α(r2, t2), (4.70)

gdzie nat�»enie pola elektromagnety
znego dane jest wzorem

I~α(ri, ti) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k,σ

ek,σEk,σαk,σei(k·ri−ωkti)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (4.71)

Zauwa»my, »e je»eli P -reprezenta
ja jest dodatnio okre±lona, wyra»enie odtwa-

rza klasy
zn¡ funk
j� korela
ji drugiego rz�du

G(2)(r1, r2; t1, t2) = 〈I~α(r1, t1)I~α(r2, t2)〉~α . (4.72)

W tym wypadku zastosujemy 
aªkow¡ nierówno±¢ Cau
hy'ego-S
hwarza, która

dla rze
zywisty
h funk
ji f(x) i g(x) ma posta¢

(∫

dx f(x)g(x)

)2

6

∫

dx f2(x)

∫

dx g2(x). (4.73)

Przyjmuj¡
 f =
√

P (~α, ~α∗)I~α(r1, t1) oraz g =
√

P (~α, ~α∗)I~α(r2, t2) dostajemy

nierówno±¢ ograni
zaj¡
¡ funk
j� korela
ji drugiego rz�du dla pól klasy
zny
h

(
zyli taki
h, które maj¡ dodatnio okre±lone P ):

G(2)(r1, r2; t1, t2) 6
√

G(2)(r1, r1; t1, t1)G(2)(r2, r2; t2, t2). (4.74)

W sz
zególno±
i, dla pomiarów na jednym detektorze (r1 = r2) w dwó
h 
hwi-

la
h 
zasu t1 i t1 + τ , oraz zakªadaj¡
, »e pole jest sta
jonarne, dostajemy

g(2)(τ) 6 g(2)(0). (4.75)

Ozna
za to, »e dla pól klasy
zny
h, prawdopodobie«stwo detek
ji dwó
h fo-

tonów w tej samej 
hwili 
zasu jest wi�ksze, ni» w dwó
h ró»ny
h 
hwila
h.

Zjawisko to nazywamy grupowaniem fotonów i mo»e mie¢ ono ró»ny stopie«:

dla stanu koherentnego g(2)(τ) = g(2)(0) = 1 (
zyli rozkªad jest równomierny),

za± dla stanu termi
znego g(2)(τ) = 1, oraz g(2)(0) = 2 (wyra¹ne grupowanie).
Ka»dy stan, dla którego (4.75) nie jest speªnione, jest stanem kwantowym.

4.6.3 Kryterium po
hodz¡
e z warian
ji

Kolejna nierówno±¢ po
hodzi z obserwa
ji, »e w ogólno±
i mamy

〈

I2
〉

− 〈I〉2 > 0. (4.76)



Zatem dla klasy
zny
h pól, dla który
h

g(2)(0) =

〈

I2
〉

〈I〉2
(4.77)

za
hodzi nierówno±¢

g(2)(0) > 1. (4.78)

Zaªó»my, »e pole kwantowe jest jednomodowe i w stanie Fo
ka |n〉. Wtedy

g(2)(0) =
n(n− 1)

n2
= 1− 1

n
. (4.79)

Zatem nierówno±¢ (4.78) mo»na zªama¢ dla pól kwantowy
h, jest ona zatem

kryterium kwanotowo±
i.





Rozdziaª 5

Oddziaªywanie ±wiatªa z

materi¡ � póªklasy
znie

W tym rozdziale omówimy podstawy teorii oddziaªywania klasy
znego pola elek-

tromagnety
znego z atomem. Jest to pierwszy krok na drodze do skonstruowa-

nia kompletnej teorii oddziaªywania ±wiatªa z materi¡. Teoria taka, by mogªa

uwzgl�dnia¢ subtelne zjawiska kwantowe, musi posªugiwa¢ si� kwantowym opi-

sem pola elektromagnety
znego. Taki kompletny model przedstawimy w kolej-

nym rozdziale.

5.1 Hamiltonian oddziaªywania

Hamiltonian opisuj¡
y oddziaªywanie pola elektromagnety
znego o poten
jale

skalarnym U(r, t) i wektorowym A(r, t) z pojedyn
zym elektronem o ªadunku e
ma znan¡ posta¢ tak zwanego �minimalnego sprz�»enia� (wyprowadzi¢) , 
zyli

Ĥ =
1

2m
(p̂− eA(r, t))2 + eU(r, t) + V̂ (r). (5.1)

Wyprowadzimy teraz ten Hamiltonian zakªadaj¡
 niezmienni
zo±¢ pola elektro-

magnety
znego ze wzgl�du na 
e
howanie. Nast�pnie upro±
imy jego posta¢ tak,

by mo»na byªo otrzyma¢ przybli»one wyniki anality
zne.

5.1.1 Niezmienni
zo±¢ ze wzgl�du na 
e
howanie a Hamil-

tonian minimalnego sprz�»enia

Rozwa»my swobodne równanie S
hrödingera dla 
z¡stku o masie m posta
i

i~∂tψ = −
~
2∇2
2m

ψ. (5.2)

Równanie to o
zywi±
ie jest niezmienni
ze ze wzgl�du na nadruk globalnej fazy,


zyli niezale»nej od r. Niemniej ulega ono transforma
ji o ile faza jest lokalna,


zyli

ψ(r, t)→ ψ(r, t)eiχ(r,t). (5.3)
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By równanie S
hrödingera pozostawaªo niezmienni
ze ze wzgl�du na lokalne


e
howanie, musi mie¢ ono posta¢

i~∂tψ =

{

− ~
2

2m

[

∇− i e
~
A(r, t)

]2

+ eU(r, t)

}

ψ, (5.4)

gdzie pole wektorowe i skalarne transformuje si� zgodnie z

A(r, t)→ A(r, t) + ~

e
∇χ(r, t) (5.5a)

U(r, t)→ U(r, t)− ~

e
∂tχ(r, t). (5.5b)

Mo»emy teraz uto»sami¢ pole skalarne i wektorowe z poten
jaªem skalarnym i

wektorowym pola elektromagnety
znego, albowiem transforma
ja (5.5) zapwe-

nia niezmienni
zo±¢ pól E i B zde�niowany
h jako

E = −∇U − ∂tA (5.6a)

B = ∇×A (5.6b)

ze wzgl�du na zmian� 
e
howania. Hamiltonian (5.1) jest punktem startowym

wszystki
h naszy
h rozwa»a« w tym rozdziale.

5.1.2 Przybli»enie dipolowe i Hamiltonian r · E
Od tej pory obieramy 
e
howanie, gdzie U ≡ 0 oraz ∇A = 0. Ponadto za-

uwa»my, »e rozmiar pa
zki falowej elektronu w atomie wodoru (przynajmniej

w niezbyt wysoki
h stana
h energety
zny
h) jest rz�du 1Å = 10−10m. Dªugo±¢

fali pola elektromagnety
znego, w którym �zanu»ony� jest atom jest rz�du 10−7-
10−6m. Ozna
za to, »e na obszarze, na którym znajduje si� elektron, mo»na

przyj¡¢, »e pole elektromagnety
zne jest staªe, i o ile stosuje si� przybli»enie fali

pªaskiej, mamy

A(r, t) ≃ A(t)eikr0 , (5.7)

gdzie r0 jest ±rednim poªo»eniem elektronu. Równanie S
hrödingera dla elek-

tronu przyjmuje zatem posta¢

i~∂tψ =

[

1

2m
(p̂− eA(r0, t))2 + V̂ (r)

]

ψ. (5.8)

Dokonujemy nast�pnie transforma
ji 
e
howania

ψ(r, t = ei
e
~
A(r0,t)·rφ(r, t). (5.9)

Podstawiamy to wyra»enie do (5.8) i otrzymujemy nowe równanie na funk
j�

falow¡ elektronu φ(r, t) posta
i

i~∂tφ =
[

Ĥ0 − er · E(r0, t)
]

φ, (5.10)

gdzie Ĥ0 = −~
2∇2
2m + V̂ (r) oraz E = −∂tA.



Hamiltonian p ·A
Inn¡ form¡ Hamiltonianu minimalnego sprz�»enia w przybli»eniu dipolowym

jest tak zwana posta¢ p · A. Po
hodzi ona z bezpo±redniego podniesienia do

kwadratu pierwszego 
zªonu w Hamiltonie (5.8). Przy zaªo»eniu, »e 
zªon pro-

por
jonalny do A2 mo»e by¢ zaniedbany, dostajemy równanie na funk
j� ψ
posta
i

i~∂tψ =
[

Ĥ0 −
e

m
p ·A(r0, t)

]

φ. (5.11)

W ogólno±
i mo»na wykaza¢, »e rozwi¡zania dwó
h równa« (5.10) i (5.11) daj¡

takie same wyniki �zy
zne, le
z jest to zagadnienie nietrywialne, które nie b�dzie

tu dyskutowane.

5.2 Oddziaªywanie atomu dwupoziomowego z mo-

no
hromaty
zn¡ fal¡

Zaªó»my, »e 
aªa dynamika atomu rozgrywa si� pomi�dzy dwoma stanami wªa-

snymi Ĥ0, 
zyli |a〉 i |b〉. Hamiltonian Ĥ0 ma zatem w tej bazie posta¢

Ĥ0 = ~ωa |a〉 〈a|+ ~ωb |b〉 〈b|. (5.12)

Zakªadamy ponadto, »e zewn�trzne pole elektry
zne jest spolaryzowane liniowo

wzdªó» osi x. Wtedy

Ĥ1 = −ex̂E(t) = −(℘ab |a〉 〈b|+ ℘ba |b〉 〈a|), (5.13)

gdzie ℘ij = e〈i|x̂ |j〉 jest elementem ma
ierzowym operatora momentu dipolo-

wego. Przyjmijmy ponadto, »e zale»no±¢ pola elektry
znego od 
zasu jest har-

moni
zna, 
zyli

E(t) = E cos νt. (5.14)

Stan 
zysty atomu rozpisany w bazie stanów wªasny
h Ĥ0 jest posta
i

|ψ(t)〉 = Ca(t) |a〉+ Cb(t) |b〉 (5.15)

i naszym zadaniem jest wyzna
zenie amplitud Ci(t). Równanie S
hrödingera

i~∂t |ψ(t)〉 = (Ĥ0 + Ĥ1) |ψ(t)〉 daje ukªad sprz�»ony
h równa«

Ċa = −iωaCa + iΩRe−iφ cos νtCb (5.16a)

Ċb = −iωbCb + iΩReiφ cos νtCb, (5.16b)

gdzie ℘ab = ℘
∗
ba = |℘ab|e−φ, za± 
z�sto±¢ Rabiego dana jest wzorem

ΩR =
|℘ab|E

~
. (5.17)

W kolejnym kroku dokonujemy zamiany zmienny
h, która pozwoli nam pozby¢

si� 
zªonów swobodny
h, 
zyli ca/b = Ca/be
iωa/bt

. Równania na nowe zmienne

ma posta¢

ċa = iΩRe
−iφ cos νteiωtcb (5.18a)

ċb = iΩRe
iφ cos νte−iωtca, (5.18b)



gdzie ω = ωa − ωb. Nast�pnie stosujemy przybli»enie wiruj¡
ej fali, 
zyli zakªa-

damy, »e z ilo
znu cos νteiωt tylko 
zªon propor
jonalny do ró»ni
y 
z�sto±
i,


zyli ei(ω−ν)t ma istotny wkªad. Drugi 
zªon, propo
jonalny do ei(ω+ν)t nie ma

wi�kszego zna
zenia dla dynamiki, albowiem prowadzi on do tak szybkiej zmien-

no±
i w 
zasie, »e na realisty
zny
h skala
h 
zasu jego wpªyw u±rednia sie do

zera. W rama
h tego przybli»enia mamy

ċa = i
ΩR
2
e−iφei(ω−ν)tcb (5.19a)

ċb = i
ΩR
2
eiφe−i(ω−ν)tca. (5.19b)

Rozwi¡zanie tego ukªadu równa« jest posta
i

ca(t) =
(

a1e
iΩt2 + a2e

−iΩt2
)

ei
∆t
2

(5.20a)

cb(t) =
(

b1e
iΩt2 + b2e

−iΩt2
)

e−i
∆t
2 , (5.20b)

gdzie odstrojenie danej jest przez ∆ = ω − ν oraz odstrojona 
z�sto±¢ Rabiego

wynosi

Ω =
√

Ω2R +∆
2. (5.21)

Staªe ai, bi wi¡»¡ si� z warunkami po
z¡tkowymi rela
jami algebrai
znymi

a1 =
1

2Ω

[

(Ω−∆)ca(0) + ΩRe−iφcb(0)
]

(5.22a)

a2 =
1

2Ω

[

(Ω +∆)ca(0)− ΩRe−iφcb(0)
]

(5.22b)

b1 =
1

2Ω

[

(Ω +∆)cb(0) + ΩRe
iφca(0)

]

(5.22
)

b2 =
1

2Ω

[

(Ω−∆)cb(0)− ΩReiφca(0)
]

. (5.22d)

Podstawiaj¡
 to wyra»enie do rozwi¡zania (5.23) otrzymujemy

ca(t) =

{

ca(0)

[

cos

(

Ωt

2

)

− i∆
Ω
sin

(

Ωt

2

)]

+ i
ΩR
Ω
e−iφcb(0) sin

(

Ωt

2

)}

ei
∆t
2

(5.23a)

cb(t) =

{

cb(0)

[

cos

(

Ωt

2

)

+ i
∆

Ω
sin

(

Ωt

2

)]

+ i
ΩR
Ω
eiφca(0) sin

(

Ωt

2

)}

e−i
∆t
2

(5.23b)

Warto zauwa»y¢, »e ró»ni
a obsadze« os
uluje w 
zasie

|ca(t)|2 − |cb(t)|2 =
∆2 − Ω2R
Ω2

sin2
(

Ωt

2

)

+ cos2
(

Ωt

2

)

, (5.24)

za± wyindukowany w skutek oddziaªywania moment dipolowy wynosi

P (t) = e〈ψ(t)|x̂ |ψ(t)〉 = C∗aC∗b℘ab + c.c.

= 2Re

[

i
ΩR
Ω
℘ab

[

cos

(

Ωt

2

)

+ i
∆

Ω
sin

(

Ωt

2

)]

sin

(

Ωt

2

)

eiφeiνt
]

. (5.25)

Wyprowadzimy teraz ponownie wyra»enia (5.23) w obrazie oddziaªywania.



5.2.1 Obraz oddziaªywania

Wprowadzimy teraz metod� rozwi¡zywania równania S
hrödingera poprzez ob-

raz oddziaªywania. Metoda ta opiera si� na rozdzieleniu Hamiltonianu na 
z�±¢

swobodn¡ i t� zwi¡zan¡ z oddziaªywaniem, 
zyli

Ĥ = Ĥ0 + ĤI . (5.26)

W obrazie oddziaªywania wprowadza si� stan, w którym �automaty
znie� za-

warta jest swobodna ewolu
ja, 
zyli

|ψI(t)〉 = e−
i
~
Ĥ0 |ψ(t)〉 = Û †0 (t) |ψ(t)〉 . (5.27)

Motywa
j¡ do wprowadzenia takiego wektora jest sz
zególna prostota równania

ewolu
ji, jakie speªnia stan |ψI(t)〉, mianowi
ie

i~∂t |ψI(t)〉 = V̂ (t) |ψI(t)〉 , (5.28)

gdzie operator energii poten
jalnej w obrazie oddziaªywania zale»y od 
zasu i

ma posta¢

V̂ (t) = Û †0 (t)Ĥ1Û0(t). (5.29)

Poniewa» V̂ (t) zale»y od 
zasu, od
aªkowanie równania S
hrödingera jest bar-

dziej zªo»one i daje operator ewolu
ji w posta
i

ÛI(t) = T exp



− i
~

t
∫

0

dτV̂ (τ)



 , (5.30)

gdzie T symbolizuje uporz¡dkowanie 
zasowe. Rozwa»my teraz Hamiltonian od-

dziaªywanai jednomodowego ±wiatªa z atomem dwupoziomowym. Hamiltonian

swobodny jest dany przez równanie (5.12). St¡d operator ewolu
ji jest posta
i

Û0(t) = e
−iωat|a〉〈a| + e−iωbt|b〉〈b|. (5.31)

Obkªadamy tym operatorem Hamiltonian oddziaªywania dany przez równanie

(5.13). Bezpo±redni ra
hunek daje

V̂ (t) = −~ΩR cos νt× Û †0 (t)
(

e−iφ|a〉〈b|+ eiφ|b〉〈a|
)

Û0(t) (5.32)

= −~ΩR
2

[

e−iφ|a〉〈b|eiωt + eiφ|b〉〈a|e−iωt
]

. (5.33)

Konsekwentnie, stosujemy przybli»enie wiruj¡
ej fali i pozbywamy si� 
zªonów,

które szybko os
yluj¡ (suma 
z�sto±
i). St¡d (dla uprosz
zenia w rezonansie)

V̂ (t) = −~ΩR
2

(

e−iφ|a〉〈b|+ eiφ|b〉〈a|
)

. (5.34)

W nast�pnym kroku nale»y poli
zy¢ eksponens od tego operatora. Zauwa»aj¡
,

»e dla parzysty
h i nieparzysty
h pot�g mamy

V̂ 2n =

(

~ΩR
2

)2n

(|a〉〈a|+ |b〉〈b|)n =
(

~ΩR
2

)2n

1̂ (5.35a)

V̂ 2n+1 = −
(

~ΩR
2

)2n+1
(

e−iφ|a〉〈b|+ eiφ|b〉〈a|
)

. (5.35b)



St¡d operator ewolu
ji ma posta¢

ÛI(t) = cos

(

~ΩR
2

)

1̂+ i sin

(

~ΩR
2

)

(

e−iφ|a〉〈b|+ eiφ|b〉〈a|
)

, (5.36)


o odtwarza wynik (5.23).



Rozdziaª 6

Oddziaªywanie ±wiatªa z

materi¡ � kwantowo

W tym rozdziale przedstawimy zarys teorii oddziaªywania kwantowego pola elek-

tromagnety
znego z atomem dwupoziomowym. Punktem startowym naszy
h

rozwa»a« jest poznany ju» Hamiltonian w przybli»eniu dipolowym, który, po

uwzgl�dnieniu stopni swobody zwi¡zany
h z polem elektromagnety
znym, ma

posta¢

Ĥ = ĤA + ĤF − erÊ, (6.1)

gdzie ĤA jest Hamiltonianem swobodnego atomu, ĤF jest Hamiltonianem swo-

bodnego pola, za± 
zªon −erÊ opisuje oddziaªywanie atomu z polem kwanto-

wym (st¡d daszek nad E). Przypomnijmy, »e Hamiltonian swobodnego pola jest

posta
i

ĤF =
∑

k,σ

~νk

(

â†kâk +
1

2

)

. (6.2)

Hamiltonian swobodnego atomu mo»na przedstawi¢ w posta
i

ĤA =
∑

i=a,b

~ωi|i〉〈i|. (6.3)

By wyzna
zy¢ Hamiltonian oddziaªywania, przypomnijmy, »e operator pola

elektry
znego wynosi

Ê =
∑

k

ǫkεk(âk + â
†
k). (6.4)

Element ma
ierzowy operatora momentu dipolowegow bazie stanów wªasny
h

Hamiltonianu swobodnego ma posta¢

er =
∑

ij

e|i〉〈i|r|j〉〈j| =
∑

ij

℘ij σ̂ij , (6.5)

gdzie σ̂ij = |i〉〈j|. Zatem peªen Hamiltonian (6.1) ma posta¢

Ĥ =
∑

k,σ

~νkâ
†
kâk +

∑

i

~ωiσ̂ii + ~

∑

ij

∑

k

gijk σ̂ij(âk + â
†
k), (6.6)
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gdzie wprowadzili±my staª¡ sprz�»enia

gijk = −
℘ijǫkεk

~
. (6.7)

Dla atomu dwupoziomowego, zakªadaj¡
, »e element ma
ierzowy momentu di-

polowego jest rze
zywisty mamy gabk = g
ba
k = gk. Powy»szy hamiltonian uprasz-


za si� wtedy do posta
i

Ĥ =
∑

k,σ

~νkâ
†
kâk +

1

2
~ωσ̂z + ~

∑

k

gk(σ̂+ + σ̂−)(âk + â
†
k), (6.8)

gdzie ω = ωa − ωb, oraz pomin�li±my staªy 
zªon propor
jonalny do sumy ener-

gii. Zauwa»my ponadto, »e spo±ród 
ztere
h 
zªonów tworz¡
y
h Hamiltonian

oddziaªywania, tylko te propor
jonalne do σ̂+âk i σ̂−â
†
k s¡ rezonansowe. Pozo-

staªe dwa os
yluj¡ z 
z�sto±
i¡ w przybli»eniu równ¡ 2~ω, mo»na je zatem z

dobr¡ dokªadno±
i¡ pomin¡¢, 
o daje

Ĥ =
∑

k,σ

~νkâ
†
kâk +

1

2
~ωσ̂z + ~

∑

k

gk(σ̂+âk + σ̂−â
†
k). (6.9)

Wyra»enie to jest punktem startowym dla dalszy
h rozwa»a«.

6.1 Oddziaªywanie atomu dwupoziomowego z po-

lem jednomodowym

Oddziaªywanie jednomodowego pola z atomem dwupoziomowym jest zatem

dane przez

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, (6.10)

gdzie

Ĥ0 = ~νâ†â+
1

2
~ωσz (6.11a)

Ĥ1 = ~g(σ̂+â+ â
†σ̂−). (6.11b)

W obrazie oddziaªywania mamy

V̂ = ei
t
~
Ĥ0Ĥ1e

−i t
~
Ĥ0 = ~g

(

σ̂+âe
i∆t + σ̂−â

†e−i∆t
)

, (6.12)

gdzie ∆ = ω − ν. Równanie ru
hu jest posta
i

i~∂t |ψ〉 = V̂ |ψ〉 . (6.13)

Stan atomu i ±wiatªa jest posta
i

|ψ〉 =
∑

n

(ca,n |a, n〉+ cb,n |b, n〉), (6.14)

gdzie |a/b, n〉 = |a/b〉 ⊗ |n〉. Podstawiaj¡
 ten rozkªad do równania (6.13), do-

stajemy

ċa,n = −ig
√
n+ 1ei∆tcb,n+1 (6.15a)

ċb,n+1 = −ig
√
n+ 1ei∆tca,n. (6.15b)



Ogólne rozwi¡zanie tego ukªadu równa« jest posta
i

ca,n(t) =

{

ca,n(0)

[

cos

(

Ωnt

2

)

− i ∆
Ωn
sin

(

Ωnt

2

)]

− 2i g
√
n+ 1

Ωn
cb,n+1(0) sin

(

Ωnt

2

)

}

ei
∆t
2

(6.16a)

cb,n+1(t) =

{

cb,n+1(0)

[

cos

(

Ωnt

2

)

+ i
∆

Ωn
sin

(

Ωnt

2

)]

− 2i g
√
n+ 1

Ωn
ca,n(0) sin

(

Ωnt

2

)

}

e−i
∆t
2 , (6.16b)

gdzie Ωn =
√

∆2 + 4g2(n+ 1). Wynik ten daje peªn¡ informa
j� o oddziaªuj¡-


ym ukªadzie atom dwupoziomowy� ±wiatªo. W sz
zególno±
i, gdy po
z¡tkowo

atom jest w stanie wzbudzonym (cb,n(0) = 0), powy»sze wzory uprasz
zaj¡ si�

do

ca,n(t) = cn(0)

[

cos

(

Ωnt

2

)

− i ∆
Ωn
sin

(

Ωnt

2

)]

ei
∆t
2

(6.17a)

cb,n+1(t) = −2icn(0)
g
√
n+ 1

Ωn
sin

(

Ωnt

2

)

e−i
∆t
2 . (6.17b)

Prawdopodobie«stwo zmierzenia n fotonów dane jest przez

p(n) = |ca,n(t)|2 + |cb,n(t)|2 = pn
[

cos2
(

Ωnt

2

)

+

(

∆

Ωn

)2

sin2
(

Ωnt

2

)

]

+ pn−1
4g2n

Ω2n−1
sin2

(

Ωn−1t

2

)

, (6.18)

gdzie pn = |cn(0)|2.
• opowiedzie¢ o stanie koherentnym we wn�
e → nasza pra
a

Wa»n¡ wielko±
i¡ jest ró»ni
a obsadze«, 
zyli ró»ni
a prawdopowodobie«stw

znalezienia atomu w stanie wzbudzonym i podstawowym. Wynosi ona

W (t) =

∞
∑

n=0

(|ca,n(t)|2 − |cb,n(t)|2) =
∞
∑

n=0

pn

[

(

∆

Ωn

)2

+
4g2(n+ 1)

Ω2n
cos

(

Ωnt

2

)

]

.

(6.19)

Zauwa»my, »e nawet je»eli po
z¡tkowo ±wiatªo znajdowaªo si� w stanie pró»ni

pn = δn,0, otrzymujemy

W (t) =
1

∆2 + 4g2

{

∆2 + 4g2 cos[(∆2 + 4g2)
1
2 t]
}

. (6.20)

Jest to wynik zna
z¡
o ró»ny od tego, który otrzymaliby±my w przybli»eniu póª-

klasy
znym. W tamtym przypadku przy zerowym nat�»eniu fali pobudzaj¡
ej

nie ma os
yla
ji obsadzenia atomowego. W tym przypadku, �uktua
je pró»ni

elektromagnety
znej nap�dzaj¡ os
yla
je Rabiego nawet przy braku makrosko-

powego pola.



6.1.1 �Collapse and revival�

Gdy ukªad pompowany jest ±wiatªem koherentnym o du»ym nat�»eniu (〈n〉 ≫
1), okres os
yla
ji Rabiego dany jest mniej wi�
ej przez

tR ∼
1

Ω〈n〉
=

1
√

∆2 + 4g2 〈n〉
. (6.21)

Rozkªad Poissona ma mniej wi�
ej szeroko±¢

√

〈n〉 zatem po 
zasie takim, »e

mniej wi�
ej

tc(Ω〈n〉+
√
〈n〉 − Ω〈n〉−√〈n〉) ∼ 1 (6.22)

ró»ne wkªady doW z równania (6.19) si� defazuj¡ i nast�puje kolaps (zanikanie)

os
yla
ji. Dla du»y
h 〈n〉 daje to w dominuj¡
ym rz�dzie

tc ∼
1

Ω〈n〉+
√
〈n〉 − Ω〈n〉−√〈n〉

≃ 1
2g

(

1 +
∆2

4g2 〈n〉

)
1
2

(6.23)

Odradzanie si� os
yla
ji (revival) nast¡pi, gdy s¡siaduj¡
e wkªady s¡ w fazie,


zyli

tR(Ω〈n〉 − Ω〈n〉−1) ∼ 2πm, m ∈ N. (6.24)

Dla du»y
h obsadze« daje to

tR ∼
2πm 〈n〉

g

(

1 +
∆2

4g2 〈n〉

)
1
2

. (6.25)

6.1.2 Rozwi¡zanie przez równanie Heisenberga

Przedstawimy teraz alternatywn¡ metod� rozwi¡zania powy»szego zagadnienia

� poprzez równanie Heisenberga. Korzystaj¡
 z równania Heisenberga i~̇̂A =
[Â, Ĥ ] mamy dla Hamiltonianu (6.10)

˙̂a = −iνâ− igσ̂− (6.26a)

˙̂σ− = −iωσ̂− + igσ̂zâ (6.26b)

˙̂σz = 2ig(â
†σ− − âσ̂+). (6.26
)

W 
elu uprosz
zenia ra
hunków wprowadzamy dwa operatory, które komutuj¡

z Hamiltonianem, s¡ zatem staªymi (operatorowymi) ru
hu

N̂ = â†â+ σ̂+σ̂− (6.27a)

Ĉ =
1

2
∆σ̂z + g(σ̂+â+ â

†σ̂−). (6.27b)

Nast�pnie, ró»ni
zkuj¡
 równanie (6.26b) po 
zasie otrzymujemy

¨̂σ− = −iω ˙̂σ− + ig( ˙̂σzâ+ σ̂z ˙̂a) = (6.28)

− iω ˙̂σ− − 2g2(â†σ̂−â− σ+â2) + νgσzâ− g2σ̂z . (6.29)



Naszym zadaniem jest domkni�
ie tego równania, tak by wyst�powaª w nim

tylko operator σ̂− i jego po
hodne. W tym 
elu skorzystamy z nast�puj¡
y
h

zwi¡zków

g2(â†σ̂−â− σ+â2) = −i
(

∆

2
+ Ĉ

)

˙̂σ+

(

νĈ − 1
2
∆2 +

1

2
ω∆

)

σ̂− (6.30a)

gσ̂zâ = −i ˙̂σ− + ωσ̂−. (6.30b)

St¡d otrzymujemy zamkni�te równanie

¨̂σ− + 2i(ν − Ĉ) ˙̂σ− + (2νĈ − ν2 + g2)σ̂− = 0. (6.31)

Analogi
znie mo»na wyprowadzi¢ równanie drugiego stopnia na â, otrzymuj¡


¨̂a+ 2i(ν − Ĉ) ˙̂a+ (2νĈ − ν2 + g2)â = 0. (6.32)

S¡ to równania ró»ni
zkowe drugiego rz�du ze staªymi wspóª
zynnikiami i maj¡

one rozwiazania w posta
i os
ylatorowej

σ̂−(t) = e
i(Ĉ−ν)t

[(

cos(κ̂t) + iĈ
sin(κ̂t)

κ̂

)

σ̂−(0)− ig
sin(κ̂t)

κ̂
â(0)

]

(6.33a)

â(t) = ei(Ĉ−ν)t
[(

cos(κ̂t)− iĈ sin(κ̂t)
κ̂

)

â(0)− ig sin(κ̂t)
κ̂

σ̂−(0)

]

, (6.33b)

gdzie κ̂ =
[

∆2

4 + g
2(N̂ + 1)

]
1
2

jest staªym operatorem, zatem w podprzestrzeni

o ustalonym N mo»na go traktowa¢ jako li
zb�. Z rozwi¡zania tego mo»na wy-

wnioskowa¢ wszystkie istotne ±rednie. W sz
zególno±
i wyzna
zy¢ mo»na ró»ni
�

obsadze« (inwersj�) korzystaj¡
 z wyra»enia

W (t) = 〈σ̂z(t)〉 = 2 〈σ̂+(t)σ̂−(t)〉 − 1 (6.34)

i porówna¢ z wynikiem (6.19).

6.1.3 Rozwi¡zanie przez operator ewolu
ji

Na ko«
u przedstawimy metod� rozwi¡zania zagadnienia oddziaªywania atomu

dwupoziomowego z jednomodowym polem elektromagnety
znym przez operator

ewolu
ji. W tym 
elu, dla uprosz
zenia, zaªo»ymy, »e odstrojenie jest zerowe,


zyli ∆ = 0. W takim przypadku operator ewolu
ji jest posta
i

Û(t) = e−i
t
~
V̂ , (6.35)

gdzie V̂ z równania (6.12) dla ∆ = 0 nie zale»y od 
zasu i wynosi

V̂ = ~g
(

σ̂+â+ σ̂−â
†) . (6.36)

Poli
zenie eksponensu od tego operatora sprowadza si� do wyzna
zenia parzy-

sty
h i nieparzysty
h pot�g argumentu, które s¡ posta
i

(

σ̂+â+ σ̂−â
†)2l = (ââ†)l|a〉〈a|+ (â†â)l|b〉〈b| (6.37a)

(

σ̂+â+ σ̂−â
†)2l+1 = (ââ†)lâ|a〉〈b|+ â†(ââ†)l|b〉〈a|. (6.37b)



Wyra»enia te daj¡ operator ewolu
ji posta
i

Û(t) = cos(gt
√

â†â+ 1)|a〉〈a| + cos(gt
√
â†â)|b〉〈b|

− i sin(gt
√
â†â+ 1)√

â†â+ 1
â|a〉〈b| − iâ† sin(gt

√
â†â+ 1)√

â†â+ 1
|b〉〈a|. (6.38)

Nast�pnie zaªó»my, »e po
z¡tkowo atom jest w stanie podstawowym, 
zyli

|ψ(0)〉 =
∞
∑

n=0

cn(0) |a, n〉 . (6.39)

Dziaªaj¡
 na ten stan operatorem (6.38) dostajemy

|ψ(t)〉 = Û(t) |ψ(0)〉 =
∞
∑

n=0

cn(0)
[

cos(gt
√
n+ 1) |a, n〉 − i sin(gt

√
n+ 1) |b, n+ 1〉

]

.

(6.40)

Wynik ten w peªni pokrywa si� z wyra»eniami (6.17) dla ∆ = 0.

6.2 Emisja spontani
zna

W tej 
z�±
i wyka»emy, »e atom dwupoziomowy, który po
z¡tkowo znajduje si�

w stanie wzbudzonym, na skutek oddziaªywania z wielomodowym polem elek-

tromagnety
znym w stanie pró»ni, podlega pro
esowi relaksa
ji � to jest prze-


hodzi do stanu podstawowego, 
zemu towarzyszy emisja kwantu promieniowa-

nia elektromagnety
znego o 
z�sto±
i równej ró»ni
y energii mi�dzy poziomami

atomu.

W tym 
elu musimy wzboga
i¢ nasz opis, to jest przywró
i¢ wielomodow¡

struktur� pola elektromagnety
znego. Prze
hodz¡
 od razu do obrazu oddziaªy-

wania, zapisujemy poten
jaª oddziaªywania pola z atomem, który jest posta
i

V̂ = ~

∑

k

[

g∗k(r0)σ̂+âke
i(ω−νk)t + gk(r0)σ̂−â

†
ke
−i(ω−νk)t

]

, (6.41)

gdzie podkre±lili±my przestrzenn¡ zale»no±¢ pola elektromagnety
znego, wyzna-


zonego w r0, 
zyli w miejs
u, gdzie znajduje si� atom, gk(r0) = gke
−ikr0

. Za-

kªadamy nast�pnie, »e stan po
z¡tkowy ukªadu to: atom w stanie podstawowym

oraz pole w stanie pró»ni. Poszukujemy zatem rozwi¡zania posta
i

|ψ(t)〉 = ca(t) |a, 0〉+
∑

k

cb,k(t) |b, 1k〉 , (6.42)

z warunkiem po
z¡tkowym ca(0) = 1 and cb,k = 0. Poniewa» poten
jaª zale»y od

zasu (odstrojenia s¡ niezerowe), wygodniej jest pra
owa¢ korzystaj¡
 z jawnego

równania S
hrödingera, 
zyli

∂t |ψ(t)〉 = −
i

~
V̂ |ψ(t)〉 . (6.43)

Podstawiaj¡
 wyra»enie na stan (6.42) otrzymujemy ukªad sprz�»ony
h równa«

ċa(t) = −i
∑

k

g∗k(r0)e
i(ω−νk)tcb,k(t), (6.44a)

ċb,k(t) = −igk(r0)e−i(ω−νk)tca(t). (6.44b)



Formalne 
aªkowanie po 
zasie drugiego z ty
h równa« daje

cb,k(t) = −igk(r0)
∫ t

0

dt′e−i(ω−νk)t
′
ca(t

′). (6.45)

Nast�pnie podstawiamy to rozwi¡zanie do równania (6.44a) i otrzymujemy za-

mkni�te wyra»enie

ċa(t) = −i
∑

k

|gk(r0)|2
∫ t

0

dt′ei(ω−νk)(t−t
′)ca(t

′). (6.46)

Póki 
o jest to wyra»enie ±
isªe, które b�dziemy teraz przybli»a¢ tak, by dosta¢

anality
zne wyra»enie. Przede wszystkim, przybli»ymu sumowanie po moda
h

przez 
aªk�, to jest

∑

k

→ 2 V

(2π)2

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ

∫ ∞

0

k2dk, (6.47)

gdzie V jest obj�to±
i¡ kwantyza
ji, za± dwójka wynika z sumowania po obu

polaryza
ja
h. Przyjmuj¡
 za θ k¡t pomi�dzy wektorem momentu dipolowego

oraz wektorem polaryzja
ji pola, otrzymujemy wyra»enie na staª¡ sprz�»enia

|gk(r0)|2 =
νk
2~ǫ0V

℘2ab cos
2 θ. (6.48)

Podstawiamy to wyra»enie do (6.46), wykonujemy 
aªki po k¡ta
h i otrzymu-

jemy

ċa(t) = −
4℘2ab

(2π)26ǫ0~c3

∫ ∞

0

dνkν
3
k

∫ t

0

dt′ei(ω−νk)(t−t
′)ca(t

′). (6.49)

Nast�pnie zauwa»my, »e 
z�sto±¢ ±wiatªa, 
zyli νk, jest zbli»ona do 
z�sto±
i

atomowej. Ozna
za to, »e mo»emy przyj¡¢ ν3ksimeqω
3
, jako »e funk
ja ta zmie-

nia si� powoli wzgl�dem os
yluj¡
y
h funk
ji wykªadni
zy
h. Z kolei 
aªka po


z�sto±
ia
h da

∫ ∞

0

dνke
i(ω−νk)(t−t′)ca(t

′) = 2πeiω(t−t
′)δ(t− t′), (6.50)


o daje

ċa(t) = −
Γ

2
ca(t), (6.51)

gdzie

Γ =
1

4πǫ0

4ω3℘2ab
3~c3

(6.52)

jest wspóª
zynnikiem emisji spontani
znej. Rozwi¡zanie tego prostego równania

ró»ni
zkowego to

ρaa(t) = |ca(t)|2 = e−Γt, (6.53)

a zatem 
harakterysty
zny zanik eksponen
jalny.



6.2.1 Stan ±wiatªa

Wyzna
zymy teraz stan ±wiatªa powstaªy na skutek pro
esu emisji spontani
z-

nej. W tym 
elu, podstawiamy do równania (6.42) wyra»enie na ca(t) oraz na

cb,k(t), które otrzymujemy z od
aªkowania równania (6.45) z przybli»onym roz-

wi¡zaniem (6.51). Mamy zatem

|ψ(t)〉 = e−Γ2 |a, 0〉+ |b〉
∑

k

gke
−ikr0

[

1− ei(ω−νk)t−Γ2 t
(νk − ω) + iΓ2

]

|1k〉 . (6.54)

Dla odpowiednio dªugi
h 
zasów 
zªony posta
i e−Γ/2t zanikaj¡ eksponen
jalnie.
Mo»emy wtedy przyj¡¢, »e Mo»emy zatem interpretowa¢ stan

|γ0〉 =
∑

k

gke
−ikr0

[

1

(νk − ω) + iΓ2

]

|1k〉 , (6.55)

jako jednofotonowy stan ±wiatªa powstaªy na skutek emisji kwantu promienio-

wania w rama
h pro
esu emisji spontani
znej.

Obli
zymy teraz g�sto±¢ pola elektromagnety
znego, 
zyli diagonaln¡ 
z�±¢

funk
ji korela
ji pierwszego rz�du. Z de�ni
ji, mamy

G(1)(r, r; t, t) = 〈ψ|Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t) |ψ〉 = 〈γ0|Ê(−)(r, t)Ê(+)(r, t) |γ0〉
= 〈γ0|Ê(−)(r, t)|0〉〈0|Ê(+)(r, t) |γ0〉 . (6.56)

W ostatniej linii wstawili±my rozkªad jedynki, z którego wkªad do sumy b�dzie

miaª tylko stan pró»ni (bo |γ0〉 jest stanem jednofotonowym). Mo»emy zatem

nada¢ wielko±
i

Ψγ(r, t) = 〈0|Ê(+)(r, t) |γ0〉 (6.57)

interpreta
j� funk
ji falowej fotonu. Wstawiaj¡
 de�ni
j� Ê(+)(r, t) otrzymujemy

〈0|Ê(+)(r, t) |γ0〉 =
√

~

2ǫ0V

∑

k,k′

〈0|(νk′ )
1
2 âk′e

−iνk′ t+ik′rgk
e−ikr0

(νk − ω) + iΓ2
|1k〉 .

(6.58)

Obªo»enie operatora anihila
ji z jednej strony pró»ni¡, z drugiej za± stanem

jednofotonowym, daje δk,k′, 
o z kolei pozwala wykona¢ jedn¡ z sum, daj¡


〈0|Ê(+)(r, t) |γ0〉 =
√

~

2ǫ0V

∑

k

(νk)
1
2 e−iνkt+ik(r−r0)gk

1

(νk − ω) + iΓ2
. (6.59)

Raz jesz
ze zast�pujemy sum� 
aªk¡. Ponadto przyjmujemy, »e wektor r − r0
wyzna
za o± z oraz »e wektor momentu dipolowego tworzy k¡t η z osi¡ z i le»y

w pªasz
zy¹nie x-z. Otrzymujemy zatem

〈0|Ê(+)(r, t) |γ0〉 =
ic℘ab sin η

8π2ǫ0∆r

∫ ∞

0

dkk2(eik∆r − e−ik∆r) e−iνkt

(νk − ω) + iΓ2
,

(6.60)



gdzie ∆r = |r− r0|. Zauwa»my, »e 
zªon propor
jonalny do e−i(k∆r+νkt) repre-
zentuje fal¡ padaj¡
¡, jest zatem dla nas nieistotny. Zakªadaj¡
, »e k2 zmienia

si� powoli wzgl�dem os
yla
ji pozostaªy
h 
zªonów, mo»emy wy
i¡gn¡¢ to wyra-

»enie przez 
aªk�, zast�puj¡
 przez ω2/c2. Wyzna
zenie �funk
ji falowej� fotonu

sporawdza si� do poli
zenia 
aªki posta
i

I =

∫ ∞

0

dνke
iνk∆r/c

e−iνkt

(νk − ω) + iΓ2
. (6.61)

Caªk� t� wykonujemy poprzez 
aªkowanie w przestrzeni zespolonej po konturze

pokazanym na rysunku 6.3 na stronie 210 (S&Z). W rezulta
ie otrzymujemy

(poli
zy¢!)

〈0|Ê(+)(r, t) |γ0〉 =
E0
∆r
Θ(t−∆r/c)e−i(t−∆r/c)(ω−Γ/2), (6.62)

gdzie

E0 = −
ω2℘ab sin η

4πǫ0c2∆r
. (6.63)

Zauwa»my, »e funk
ja s
hodkowa jest manifesta
j¡ sko«
zonej pr�dko±
i propa-

ga
ji impulsu elektromagnety
znego.

6.3 Kaskady dwufotonowe

W tej 
z�±
i opiszemy pro
es, w którym atom trzypoziomowy spontani
znie prze-


hodzi do stanu podstawowego |c〉 z drugiego stanu wzbudzonego |a〉, poprzez
po±redni stan wzbudzony |b〉. W tym pro
esie powstaje tak zwana kaskada fo-

tonowa, albowiem emitowane s¡ dwa fotony � ten zwi¡zany z przej±
iem a→ b
oraz b→ c. Hamiltonian oddziaªywania wielomodowego pola elektromagnety
z-

nego z takim ukªadem, w obrazie oddziaªywania, b�dzie miaª posta¢

V̂ = ~

∑

k

[

g∗a,k(r0)σ̂
(1)
+ âke

i(ωab−νk)t + ga,k(r0)σ̂
(1)
− â†ke

−i(ωab−νk)t
]

+ (6.64)

+ ~

∑

q

[

g∗b,q(r0)σ̂
(2)
+ âqe

i(ωbc−νq)t + gb,q(r0)σ̂
(2)
− â†qe

−i(ωbc−νq)t
]

. (6.65)

Stan ukª¡du, który po
z¡tkowo skªada si� z atomu w drugim stanie wzbudzonym

i pró»ni elektromagnety
znej, b�dzie posta
i

|ψ(t)〉 = ca(t) |a, 0〉+
∑

k

cb,k(t) |b, 1k〉+
∑

k

cc,k,q(t) |c, 1k, 1q〉 . (6.66)

Raz jesz
ze wypisujemy równania ru
hu i otrzymujemy

ċa(t) = −i
∑

k

g∗a,k(r0)e
i(ωab−νk)tcb,k(t), (6.67a)

ċb,k(t) = −iga,k(r0)e−i(ωab−νk)tca(t)− i
∑

q

g∗b,q(r0)e
i(ωbc−νk)tcc,k,q(t), (6.67b)

ċc,k,q(t) = −igb,q(r0)e−i(ωbc−νk)tcb,k(t). (6.67
)



Poprzez analogi� do poprzedniej 
z�±
i, zauwa»amy, »e w przybli»eniuWeisskopfa-

Wignera znowu otrzymamy

− i
∑

k

g∗a,k(r0)e
i(ωab−νk)tcb,k(t) = −

Γa
2
ca (6.68)

− i
∑

q

g∗b,q(r0)e
i(ωbc−νq)tcc,k,q(t) = −

Γb
2
cb,k. (6.69)

Podstawiaj¡
 te wyra»enia oraz rozwi¡zanie na ca do równa« (6.70), otrzymu-

jemy nast�puj¡
e wyra»enia

ċa(t) = −
Γa
2
ca, (6.70a)

ċb,k(t) = −iga,k(r0)e−i(ωab−νk)t−
Γa
2 t − Γb

2
cb,k, (6.70b)

ċc,k,q(t) = −igb,q(r0)e−i(ωbc−νk)tcb,k(t). (6.70
)

Bezpo±rednie od
aªkowanie niejednorodnego równania (6.70b) daje

cb,k(t) = −iga,k(r0)
∫ t

0

dt′e−i(ωab−νk)t
′−Γa2 t

′−Γb2 (t−t
′) = (6.71)

= −iga,k(r0)
ei(νk−ωab)t−

Γa
2 t − e−Γb2 t

i(νk − ωab)− 12 (Γa − Γb)
. (6.72)

To wyra»enie podstawiamy do (6.70
) - otrzymujemy nast�puj¡
e rozwi¡zanie

dla dªugi
h 
zasów

cc,k,q(∞) = −
ga,kgb,qe

−i(k+q)r0

(i(νk + νq − ωac)− 12Γa)(i(νq − ωbc)− 12Γb)
. (6.73)

Widzimy zatem, »e dla odpowiednio dªugi
h 
zasów (wzgl�dem odwrotno±
i

staªy
h tªumienia) stan ±wiatªa jest stanem dwufotonowym posta
i

|γ, φ〉 = −
∑

k,q

ga,kgb,qe
−i(k+q)r0

(i(νk + νq − ωac)− 12Γa)(i(νq − ωbc)− 12Γb)
|1k, 1q〉 . (6.74)



Rozdziaª 7

Tªumienie � metoda

Heisenberga-Langevina

W tym rozdziale omówimy metod� uwzgl�dniania strat fotonów z jednego modu

na skutek sprz�gania si� do niesko«
zonego zbioru modów (zwany
h rezerwu-

arem). Metoda ta pozwoli nam opisa¢ dynamik� atomu we wn�
e rezonanso-

wej oddziaªuj¡
ego z jednomodowym polem elektromagnety
znym w obe
no±
i

strat fotonów. Ponadto, wyprowadzone równanie Langevina przydatne b�dzie

do opisu nieliniowego pro
esu parametry
znego we wn�
e rezonansowej w Roz-

dziale 8.

7.1 Tªumienie przez sprz�»enie z rezerwuarem

os
ylatorów

Rozwa»my jednomodowe pole elektromagnety
zne o 
z�sto±
i ν, które sprz�ga

si� z wielomodowym polem os
ylatorów (na przykªad inny
h modów pola elek-

tromagnety
znego, fononów, itp.) o maªo oddalony
h 
z�sto±
ia
h νk. Hamil-

tonian takiego ukªadu b�dzi eposta
i Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, gdzie 
z�±¢ swobodna i

oddziaªywanie s¡ posta
i

Ĥ0 = ~νâ†â+
∑

k

~νkb̂
†
kb̂k (7.1a)

Ĥ1 = ~

∑

k

gk(b̂
†
kâ+ b̂kâ

†). (7.1b)

Zauwa»my, »e ju» na tym etapie zastosowali±my przybli»enie wolno rotuj¡
ej

fali. Wypisujemy teraz równania ru
hu dla operatorów â i b̂k, które s¡ posta
i

˙̂a =
i

~
[Ĥ, â] = −iνâ− i

∑

k

νkgkb̂k (7.2a)

˙̂
bk =

i

~
[Ĥ, b̂k] = −iνkb̂k − igkâ. (7.2b)
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Naszym 
elem jest wypisanie zamkni�tego równania na mod â. W tym 
elu

zauwa»amy, »e mo»na formalnie od
aªkowa¢ równanie (7.2b), otrzymuj¡


b̂k = b̂k(0)e
−iνkt − igk

∫ t

0

dt′â(t′)e−iνk(t−t
′). (7.3)

Wynik ten podstawiamy do równania (7.2a) otrzymuj¡
 formalne równanie na

â posta
i

˙̂a = −iνâ−
∑

k

g2k

∫ t

0

dt′â(t′)e−iνk(t−t
′) + f̂a(t), (7.4)

gdzie operator f̂a nazywamy operatorem szumu, albowiem po
hodzi on wyª¡
z-

nie od zewn�trznego pola i wynosi

f̂a(t) = −i
∑

k

gkb̂k(0)e
−iνkt. (7.5)

Prze
hodzimy nast�pnie do ukªadu obra
aj¡
ego si� z 
z�sto±
i¡ ν, 
zyli wpro-
wadzamy

ˆ̃a = âeiνt, (7.6)

który speªnia bozonowe rela
je komuta
yjne, a ponadto, na mo
y (7.4), speªnia

równanie ru
hu

˙̃̂a = −
∑

k

g2k

∫ t

0

dt′ˆ̃a(t′)e−i(νk−ν)(t−t
′) + F̂ã(t), (7.7)

gdzie

F̂ã(t) = −i
∑

k

gkb̂k(0)e
−i(νk−ν)t. (7.8)

Raz jesz
ze, korzystaj¡
 z do±wiad
zenia nabytego w poprzednim rozdizale, mo-

»emy � w przybli»eniu Weisskopfa-Wignera � wyzna
zy¢ sum� w równaniu

(7.9). Zast�puj¡
 sum� po wektora
h falowy
h przez 
aªk�, oraz zakªadaj¡
, »e

gk wolno si� zmienia wzgl�dem os
yla
ji funk
ji wykªadni
zy
h, znowu dosta-

jemy wyra»enie propor
jonalne do δ(t− t′). Daje to
∑

k

g2k

∫ t

0

dt′ˆ̃a(t′)e−i(νk−ν)(t−t
′) ≃ 1
2
C ˆ̃a(t). (7.9)

Staªa tªumienia wyra»a si� wzorem

C = 2πgν/cV
ν2

π2c3
≡ 2πg2(ν)D(ν), (7.10)

gdzie V jest obj�to±
i¡ kwantyza
ji. W rama
h tego przybli»enia, równanie ewo-

lu
ji pola jest posta
i

˙̃̂a = −1
2
C ˆ̃a+ F̂ã(t). (7.11)



Zatem dynamika pola skªada si� z dwó
h pro
esów � dysypa
ji (tªumienia),

zwi¡zanego ze staª¡ C oraz �uktua
ji zadany
h przez operator F̂ã(t). Jest to

przykªad sªuszno±
i twierdzenia dysypa
yjno-�uktua
yjnego.

Zaªó»my, »e rezerwuar znajduje si� w równowadze termi
znej, 
o ozna
za,

»e speªnione s¡ nast�puj¡
e zwi¡zki

〈

b̂k(0)
〉

=
〈

b̂†k(0)
〉

= 0, (7.12a)

〈

b̂†k(0)b̂k′(0)
〉

= n̄kδk,k′, (7.12b)

〈

b̂k′(0)b̂
†
k(0)

〉

= (n̄k + 1)δk,k′, (7.12
)

〈

b̂k′(0)b̂k(0)
〉

=
〈

b̂†k′(0)b̂
†
k(0)

〉

= 0. (7.12d)

Korzystaj¡
 z ty
h wyra»e« mo»na wykaza¢, »e

• Warto±¢ ±rednia siªy �uktuuj¡
ej jest zero, 
zyli

〈

F̂ã(t)
〉

=
〈

F̂ †ã (t)
〉

= 0. (7.13)

• Korela
ja dwu
zasowa siªy �uktuuj¡
ej wynosi

〈

F̂ †ã (t)F̂ã(t
′)
〉

=
∑

k,k′

gkgk′
〈

b̂†kb̂k′
〉

ei(νk−ν)t−i(νk′−ν)t
′

=
∑

k

g2kn̄ke
i(νk−ν)(t−t′) ≃

∫ ∞

0

dνkD(νk)g
2(νk)n̄(νk)e

i(νk−ν)(t−t′). (7.14)

Raz jesz
ze mo»emy przyj¡¢, »e funk
je D, g i n̄ wolno si� zmieniaj¡ w porówna-

niu z tempem os
yla
ji fun
kji wykªadni
zej, 
o ozna
za, »e mo»a je wy
i¡gn¡¢

przed 
aªk�, t� za± wykona¢, otrzymuj¡


〈

F̂ †ã (t)F̂ã(t
′)
〉

≃ Cn̄thδ(t− t′), (7.15)

gdzie staªa C dana jest równaniem (7.10). Wprowadzaj¡


2
〈

Dˆ̃a† ˆ̃a
〉

= Cn̄th, (7.16)

otrzymujemy nast�puj¡
y zwi¡zek

〈

F̂ †ã (t)F̂ã(t
′)
〉

≃ 2
〈

Dˆ̃a† ˆ̃a
〉

δ(t− t′). (7.17)

Analogi
znie mo»na wykaza¢, »e za
hodzi

〈

F̂ã(t)F̂
†
ã (t
′)
〉

= C ∗ n̄th + 1)δ(t− t′), (7.18a)

〈

F̂ †ã (t)F̂
†
ã (t
′)
〉

=
〈

F̂ã(t)F̂ã(t
′)
〉

= 0. (7.18b)

Ozna
za to, »e mo»na wprowadzi¢ nast�puj¡
e wielko±
i

2
〈

Dˆ̃aˆ̃a†
〉

= C(n̄th + 1) (7.19a)

,
〈

Dˆ̃a† ˆ̃a†
〉

=
〈

Dˆ̃aˆ̃a
〉

= 0. (7.19b)



• Nast�pnie wyprowadzamy korela
j� mi�dzy siª¡ �uktuuj¡
¡ a operatorem

pola elektromagnety
znego, 
zyli

〈

F̂ †ã (t)
ˆ̃a(t)

〉

R
, gdzie indeks R dodali±my, by

podkre±li¢, »e ±redniowanie jest wykonane po stopnia
h swobody zwi¡zany
h z

rezerwuarem. W tym 
elu zauwa»amy, »e formalne rozwi¡zanie równania (7.11)

jest posta
i

ˆ̃a(t) = ˆ̃a(0)e−
1
2Ct +

∫ t

0

dt′e−
1
2C(t−t

′)F̂ã(t
′). (7.20)

Mamy st¡d

〈

F̂ †ã (t)
ˆ̃a(t)

〉

R
=
〈

F̂ †ã (t)
〉

R

ˆ̃a(0)e−
1
2Ct +

∫ t

0

dt′e−
1
2C(t−t

′)
〈

F̂ †ã (t)F̂ã(t
′)
〉

R
.

(7.21)

Korzystaj¡
 ze zwi¡zków (7.13) oraz (7.17), otrzymujemy

〈

F̂ †ã (t)
ˆ̃a(t)

〉

R
=
〈

Dˆ̃a† ˆ̃a
〉

R
(7.22)

oraz tak samo dla

〈

ˆ̃a†(t)F̂ã(t)
〉

R
.

7.1.1 Dynamika korela
ji pola

Korzystaj¡
 z powy»szy
h wyników wyprowadzimy teraz równania ru
hu, ja-

kie speªniaj¡ funk
je korela
ji pola elektromagnety
znego. Przede wszystkim,

zauwa»my, »e na mo
y równa« (7.11) oraz (7.13), speªnione jest

∂t

〈

ˆ̃a(t)
〉

R
=
1

2
C
〈

ˆ̃a(t)
〉

R
. (7.23)

Zatem ±rednia operatora (po zewn�trzyny
h stopnia
h swobody) jest tªumiona

w 
zasie. Analogi
znie mo»emy wyprowadzi¢ wyra»enie na ±redni¡ operatora

li
zby 
z¡stek (równie» po rezerwuarze)

∂t

〈

ˆ̃a†(t)ˆ̃a(t)
〉

R
=
〈

∂tˆ̃a
†(t)ˆ̃a(t)

〉

R
+
〈

ˆ̃a†(t)∂tˆ̃a(t)
〉

R
(7.24)

Po
hodne 
zasowe operaotrów dane s¡ przez (7.11), mamy zatem

∂t

〈

ˆ̃a†(t)ˆ̃a(t)
〉

R
= −C

〈

ˆ̃a†(t)ˆ̃a(t)
〉

R
+
〈

F̂ †ã (t)
ˆ̃a(t)

〉

R
+
〈

ˆ̃a†(t)F̂ã(t)
〉

R
. (7.25)

�rednie te mo»emy poli
zy¢ korzystaj¡
 z wyników z poprzedniej sek
ji i otrzy-

mujemy

∂t

〈

ˆ̃a†(t)ˆ̃a(t)
〉

R
= −C

〈

ˆ̃a†(t)ˆ̃a(t)
〉

R
+ Cn̄th. (7.26)

Zatem

〈

ˆ̃a†(t)ˆ̃a(t)
〉

R
osi¡ga stan sta
jonarny n̄th. Analogi
znie, pokaza¢ mo»na,

»e

∂t

〈

ˆ̃a(t)ˆ̃a†(t)
〉

R
= −C

〈

ˆ̃a(t)ˆ̃a†(t)
〉

R
+ C(n̄th + 1). (7.27)



Odejmuj¡
 od siebie powy»sze równania, widzimy, »e komutator operatora li
zby

fotonów, u±redniony po stopnia
h swobody rezerwuaru, pozostaje jedno±
i¡.

Analogi
zne ra
hunki daj¡ wyra»enie na funk
j� korela
ji wy»szego rz�du dla

operatorów

ˆ̃a oraz â, 
zyli

∂t

〈

(ˆ̃a†(t))m( ˆ˜(t)a)n
〉

R
= −C
2
(n+m)

〈

(ˆ̃a†(t))m(ˆ̃a(t))n
〉

R
+

+ Cnmn̄th
〈

(ˆ̃a†(t)(t))m−1(ˆ̃a)n−1
〉

R
(7.28a)

∂t
〈

(â†(t))m(â(t))n
〉

R
=

[

iν(m− n)− C
2
(n+m)

]

〈

(â†(t))m(â(t))n
〉

R
+

+ Cnmn̄th
〈

(â†(t))m−1(â(t))n−1
〉

R
. (7.28b)

Zauwa»my nast�pnie, »e dla wn�ki o dobro
i Q, zde�niowanej tak, »e C ≡ νQ
mamy

˙̃̂a = − ν

2Q
ˆ̃a+ F̂ã(t), (7.29)


o od
aªkowane dla 
zasów τ > 0 daje

ˆ̃a(ti + τ) = ˆ̃a(ti)e
− ν
2Q τ +

∫ τ

ti

dt′e−
ν
2Q (ti+τ−t

′)F̂ã(t
′). (7.30)

Jako »e w 
hwili po
z¡tkowej ti pole jest odsprz�gni�te od rezerwuaru, mamy

〈

ˆ̃a†(ti)F̂ã(t′)
〉

R
=
〈

ˆ̃a†(ti)
〉

R

〈

F̂ã(t
′)
〉

R
. Wynika st¡d, »e

〈

ˆ̃a†(ti)ˆ̃a(ti + τ)
〉

R
=
〈

ˆ̃a†(ti)ˆ̃a(ti)
〉

R
e−

ν
2Q τ . (7.31)

Dwu
zasowea fun
kja korela
ji zanika zatem z 
zasem. Na konie
, wyzna
zymy

spektrum pola. W tym 
elu, zauwa»my, »e funk
ja korela
ji dla operatorów

wyj±
iowy
h jest posta
i

〈

â†(ti)â(ti + τ)
〉

R
=
〈

â†(ti)â(ti)
〉

R
e−

ν
2Q τ−iντ = 〈n〉 e− ν

2Q τ−iντ . (7.32)

Transformata Fouriera tego wyra»enia jest posta
i

S(ω) =
1

π
Re

[∫ ∞

0

dωeiωτ
〈

â†(ti)â(ti + τ)
〉

R

]

=
〈n〉
π

ν/2Q

(ω − ν)2 + (ν/2Q)2 .
(7.33)

Spektrum ma zatem posta¢ funk
ji Lorentza.

7.1.2 Twierdzenie �ukuta
yjno-dysypa
yjne i zwi¡zek Ein-

steina

Zauwa»my, »e zwi¡zek

〈

F̂ †ã (t)F̂ã(t
′)
〉

= Cn̄thδ(t− t′), (7.34)

Mo»na odwró
i¢ poprzez wykonanie 
aªki po 
zasie, 
o daje

C = 1
n̄th

∫ ∞

−∞
dt′
〈

F̂ †ã (t)F̂ã(t
′)
〉

. (7.35)



Jest to wyra»ony rela
j¡ matematy
zn¡ zwi¡zek mi�dzy tªumieniem (dysypa-


j¡) a �uktua
jami. Widzimy, »e obe
no±¢ niezerowej siªy �uktuuj¡
ej implikuje

niezerowe tªumienie. Ponadto zauwa»my, »e z równania (7.22) mamy

2
〈

Dˆ̃a† ˆ̃a
〉

R
=
〈

F̂ †ã (t)
ˆ̃a(t)

〉

R
+
〈

ˆ̃a†(t)F̂ã(t)
〉

R
. (7.36)

Mo»emy to przepisa¢ w nast�puj¡
ej posta
i

2
〈

Dˆ̃a† ˆ̃a
〉

R
= ∂t

〈

ˆ̃a†(t)ˆ̃a(t)
〉

R
−
〈[

∂tˆ̃a
†(t)− F̂ †ã (t)

]

ˆ̃a(t)
〉

R
−
〈

ˆ̃a†(t)
[

∂tˆ̃a(t)− F̂ã(t)
]〉

R
,

(7.37)


o jest wyprowadzonym po
z¡tkowo przez Einsteina wyra»eniem na staª¡ tªu-

mienia.

7.2 Atom we wn�
e z tªumieniem

W tej 
z�±
i poka»emy, jak zagadnienie tªumienia znajduje zastosowanie do opisu

atomu dwupoziomowego oddziaªuj¡
ego z pojedyn
zym modem pola elektro-

magnety
znego we wn�
e oraz kontinuum modów rezonansowy
h. Hamiltonian

takiego ukªadu skªada si� z 
z�±
i swobodny
h oraz z 
zªonów odpowiedzial-

ny
h odpowiednio za oddziaªywanie atomu (A) z polem wn�ki (F) oraz pola z

rezerwuarem (R). Mamy zatem

Ĥ = ĤF + ĤA + ĤAF + ĤR + ĤFR, (7.38)

gdzie kolejne 
zªony maj¡ posta¢

ĤF = ~νâ†â (7.39a)

ĤA =
1

2
~νσ̂z (7.39b)

ĤR =
∑

k

~νkb̂
†
kb̂k (7.39
)

ĤAF = ~g(σ̂+â+ σ̂−â
†) (7.39d)

ĤRF = ~

∑

k

gk(b̂
†
kâ+ b̂kâ

†). (7.39e)

Opis zagadnienia polega na znalezieniu rozwi¡zania na wszystkie wielko±
i ope-

ratorowe, które pojawiaj¡ si� w powy»szy
h Hamiltoniana
h. Niemniej, przy-

bli»ony opis mo»na uzyska¢ poprzez podanie podstawowy
h zmienny
h, to jest

±redniej li
zby fotonów we wn�
e

〈

â†â
〉

oraz ±redniej inwersji obsadze« 〈σ̂z〉.
Równania Heisenberga dla ty
h wielko±
i s¡ posta
i

d
〈

â†â
〉

dt
= ig

〈

σ̂+â− σ̂iâ†
〉

− C
〈

â†â
〉

+ Cn̄th, (7.40)

d 〈σ̂z〉
dt
= −2ig

〈

σ̂+â− σ̂iâ†
〉

. (7.41)

Widzimy zatem, »e rówanania te nie s¡ zamkni�te, albowiem by znale¹¢ dy-

namik� dwó
h poszukiwany
h wielko±
i, nale»aªo by zna¢ równie» zmienno±¢



〈

σ̂+â− σ̂iâ†
〉

. Jak mo»na si� przekona¢, wypisanie rówanania na t� wielko±¢ z

kolei, daje zale»no±¢ od nast�pny
h, 
oraz bardziej skomplikowany
h wielko±
i.

Mówimy, »e hierar
hia równa« jest niesko«
zona. Niemniej, dla uprosz
zenia

rozwa»my ukªad, w którym atom jest po
z¡tkowo w stanie wzbudzonym, pole

jest w stanie pró»ni |0〉, za± rezerwuar jest w zerowej temperaturze n̂th = 0.
Nale»y si� spodziewa¢, »e ukªad b�dzie ewoluowaª w taki sposób, »e b�dzie za-


hodzi¢ zjawisko emisji spontani
znej, zatem pole elektromagnety
zne b�dzie 
o

najwy»ej jednofotonowe. W takim przypadku hierar
hia równa« jest sko«
zona,

albowiem wy»sze momenty, takie jak

〈

(â†)2σ̂z â2
〉

b�d¡ to»samo±
iowo równe

zero. Ukªad równa« si� zamyka i jest posta
i

d
〈

â†â
〉

dt
= gA1 − C

〈

â†â
〉

, (7.42)

d 〈σ̂z〉
dt
= −2gA1, (7.43)

dA1
dt
= g 〈σ̂z〉+ 2gA2 + g −

C
2
A1, (7.44)

dA2
dt
= −gA1 − CA2, (7.45)

gdzie A1 = i
〈

σ̂+â− σ̂iâ†
〉

oraz A2 =
〈

â†σ̂z â
〉

. Ten ukªad równa« mo»na roz-

wi¡za¢, na przykªad przez eksponens od ma
ierzy, transformat� Fouriera albo

Lapla
e'a, i otrzymuje si� (warunki po
z¡tkowe

〈

â†â
〉

0
= A1(0) = A2(0) = 0,

〈σ̂z〉0 = 1)
〈

â†â
〉

t
= − 8g

2e−
Ct
2

C2 − 16g2
{

1− cosh
[

√

C2 − 16g2 t
2

]}

(7.46)

〈σ̂z〉t = −1 +
4e−

Ct
2

C2 − 16g2

{

− 4g2+

+

[C2
4
− 2g2 + C

4

√

C2 − 16g2
]

e
√
C2−16g2 t2+

+

[C2
4
− 2g2 − C

4

√

C2 − 16g2
]

e−
√
C2−16g2 t2

}

. (7.47)

Prawdopodobie«stwo znalezienia atomu w stanie wzbudzonym, 
zyli Pa(t) =
1
2 (1 + 〈σ̂z〉t) wykazuje 
harakterysty
zne tªumione os
yla
je Rabiego (rysunek

9.2, strona 288 S&Z). Gª�bsz¡ analiz� mo»na przeprowadzi¢, rozwa»aj¡
 dwa

przypadki grani
zne parametru ǫ = C
4g .

• ǫ≪ 1 Otrzymujemy wtedy

〈σ̂z〉t = −1 + e−
Ct
2 [1 + cos(2gt)] (7.48)

Pa(t) =
1

2
e−

Ct
2 [1 + cos(2gt)], (7.49)


zyli tªumione os
yla
je Rabiego z 
z�sto±
i¡ 2g.
• ǫ≫ 1 Otrzymujemy wtedy

〈σ̂z〉t = −1 + 2e−
4g2t
C

(7.50)

Pa(t) = e
− 4g

2t
C , (7.51)


zyli naty
hmiastowe tªumienie, bez os
yla
ji.





Rozdziaª 8

Parametry
zny podziaª


z�sto±
i

W tym rozdziale opiszemy nielinowy pro
es, w rama
h którego powstaje ±
i-

±ni�ty, a zatem nieklasy
zny stan ±wiatªa. Przykªadem takiego pro
esu jest zja-

wisko parametry
znego podziaªu 
z�sto±
i, które za
hodzi w trak
ie propaga
ji

wi¡zki klasy
znego ±wiatªa w krysztale nieliniowym � to jest takim, w którym

mog¡ za
hodzi¢ zjawiska podziaªu 
z�sto±
i b¡d¹ genera
ji wy»szy
h harmoni
z-

ny
h.

8.1 Parametry
zny podziaª 
z�sto±
i w kryszta-

ªa
h nieliniowy
h

Rozwa»my wi¡zk� ±wiatªa o 
z�sto±
i νp (indeks p po
hodzi od angielskiego

�pump�), która prze
hodz¡
 przez nieliniowy o±rodek podlega podziaªowi na

dwie wi¡zki o 
z�sto±
i νs (�signal�) oraz νi (�idler�), tak »e speªniona jest zasada
za
howania energii

νp = νs + νi. (8.1)

W obrazie oddziaªywania, Hamiltonian pro
esu podziaªu 
z�sto±
i b�dzie po-

sta
i

V̂ = ~κ(â†i â
†
sb̂+ âiâsb̂

†), (8.2)

gdzie b̂ opisuje mod pompy, za± κ jest staª¡ sprz�»enia o wymiarze 
z�sto±
i.

Rozwa»ymy teraz przypadek zdegenerowany, to jest taki, gdy 
z�sto±
i νs i νi
s¡ równe. W tym przypadku nie ma mo»liwo±
i rozró»nienia modów zwi¡zany
h

z tymi dwiema wi¡zkami, 
o ozna
za, »e powy»szy Hamiltonian uprasz
za si�

do

V̂ = ~κ(â†2b̂+ â2b̂†). (8.3)

Ponadto, zaªo»y¢ mo»na, »e pompa jest na tyle silna, »e w jej opisie zaniedba¢

mo»na wszelkie kwantowe �uktua
je. Ozna
za to, »e zast�pujemy operator b̂

69



przez 
-li
zbow¡ wielko±¢, 
zyli

b̂→ βpe
−iφ, (8.4)

gdzie βp i φ s¡ odpowiednio amplitud¡ i faz¡ wi¡zki pompuj¡
ej. W dalszej


z�±
i dyskusji zakªadamy, »e w trak
ie produk
ji fotonów w modzie â, pompa

nie ulega zmianie. Jest to przybli»enie zgrubne, albowiem ªamie one zasady

za
howania. Niemniej je»eli wi¡zka pompuj¡
a skªada si� z bilionów fotonów,

produk
ja i
h niewielkiej li
zby nie powinna mie¢ wi�kszego wpªywu na pomp�.

Nale»y si� spodziewa¢, »e przybli»enie to jest sªuszne, o ile speªniony jest zestaw

zaªo»e«

κt→ 0, βp → 0, κtβp = const. (8.5)

W takim przypadku, równania Heisenberga na operatory krea
ji i anihila
ji s¡

posta
i

˙̂a = −iΩpâ†e−iφ (8.6a)

˙̂a† = iΩpâe
iφ. (8.6b)

Rozwi¡zania tego równania maj¡ posta¢

â(t) = â0 cosh(Ωpt)− iâ†0 sinh(Ωpt)e−iφ (8.7a)

â†(t) = â†0 cosh(Ωpt) + iâ0 sinh(Ωpt)e
iφ, (8.7b)

gdzie Ωp = 2κβp. Widzimy zatem, »e odtwarzamy równania (2.38), st¡d wnio-

skujemy, »e parametry
zny podziaª 
z�sto±
i jest ¹ródªem stanów ±
i±ni�ty
h, a

zatem nieklasy
zny
h stanów ±wiatªa. W sz
zególno±
i kwadratury pola elektro-

magnety
znego

X̂1 =
â+ â†

2
(8.8a)

X̂2 =
â− â†
2i

(8.8b)

b�d¡ �uktuowaªy w taki sposób, »e

〈

(∆X̂1)
2
〉

=
1

4
e−2u (8.9a)

〈

(∆X̂2)
2
〉

=
1

4
e2u, (8.9b)

gdzie u = Ωpt.

8.2 �
iskanie we wn�
e rezonansowej

Zaªó»my teraz, »e nieliniowy o±rodek umiesz
zony zostaª we wn�trzu wn�ki re-

zonansowej. Proste równania (8.6) nale»y wzboga
i¢ o mo»liwo±¢ tªumienia ze

staª¡ C. B�d¡ one zatem posta
i

˙̂a = −Ωpâ† −
C
2
â+ F̂ (t) (8.10a)

˙̂a† = −Ωpâ−
C
2
â† + F̂ †(t), (8.10b)



gdzie dla uprosz
zenia zaªo»yli±my, »e faza pompy wynosi

π
2 . Przypomnijmy, »e

F̂ , na mo
y twierdzenia �uktuua
yjno-dyssypa
yjnego, reprezentuje siª� �uktu-

uj¡
¡ (patrz sz
zegóªowa dyskusja w rozdziale 7). Co do tej siªy, »aªo»ymy jak

poprzednio, »e za
hodzi zbiór zwi¡zków

〈

F̂ (t)
〉

=
〈

F̂ (t)F̂ (t′)
〉

=
〈

F̂ †(t)F̂ (t′)
〉

=
〈

F̂ †(t)F̂ †(t′)
〉

= 0 (8.11a)

〈

F̂ (t)F̂ †(t′)
〉

= Cδ(t− t′). (8.11b)

Wyprowadzimy teraz równania na podstawowe momenty tego ukªadu, to jest na

〈â〉,
〈

â†
〉

oraz

〈

â†â
〉

. Zauwa»my, »e dwa najni»sze momenty speªniaj¡ zamkni�ty

ukªad równa« ró»ni
zkowy
h

d

dt
〈â〉 = −Ωp

〈

â†
〉

− C
2
〈â〉 (8.12a)

d

dt

〈

â†
〉

= −Ωp 〈â〉 −
C
2

〈

â†
〉

. (8.12b)

Rozwi¡zanie tego prostego ukªadu jest posta
i

〈â〉t = [〈â〉0 cosh(Ωpt)−
〈

â†
〉

0
sinh(Ωpt)]e

− Ct2
(8.13a)

〈

â†
〉

t
= [
〈

â†
〉

0
cosh(Ωpt)− 〈â〉0 sinh(Ωpt)]e−

Ct
2 . (8.13b)

Wida¢ zatem, »e poni»ej warto±
i progowej pompowania, 
zyli gdy Ωp <
C
2 ,

warto±¢ sta
jonarna ty
h dwó
h momentów wynosi zero. Wprowadzamy teraz

nast�puj¡
e funk
je 
zasu

A1 =
〈

â2
〉

, (8.14a)

A2 =
〈

ââ† + â†â
〉

, (8.14b)

A3 =
〈

â†2
〉

. (8.14
)

Speªniaj¡ one ukªad równa«

Ȧ1 = −ΩpA2 − CA1 +
〈

{â, F̂}
〉

, (8.15a)

Ȧ2 = −2ΩpA3 −−2ΩpA1 − CA2 +
〈

{â, F̂ †}+ {â†, F̂}
〉

(8.15b)

Ȧ3 = −ΩpA2 − CA3 +
〈

{â†, F̂ †}
〉

, (8.15
)

gdzie {û, v̂} ≡ ûv̂+ v̂û jest antykomutatorem. Wida¢, »e domkni�
ie tego ukªadu

równa« wymaga znajomo±
i ±redniej operatorów z siª¡ wymuszaj¡
¡. W tym


elu przepiszmy równania (8.10) w posta
i ma
ierzowej, to jest

∂tÂ = −M̂Â+ F̂ ., (8.16)

gdzie

Â =
(

â
â†

)

,M̂ =
( C
2 ΩP
ΩP

C
2

)

, F̂ =
(

F̂

F̂ †

)

. (8.17)



Formalne rozwi¡zanie tego równania jest posta
i

Â(t) = e−M̂tÂ(0) +
∫ t

0

dt′e−M̂(t−t
′)F̂(t′). (8.18)

Mno»ymy to rozwi¡zanie stronami tensorowo przez wektor F̂ i li
zymy warto±¢

±redni¡. Korzystaj¡
 ze zwi¡zków (8.11) oraz z faktu, »e 
hwili po
z¡tkowej

rezerwuar i wn�ka s¡ niezale»ne, otrzymujemy

〈

F̂†(t)Â(t)
〉

≡





〈

F̂ †â
〉 〈

F̂ â
〉

〈

F̂ †â†
〉 〈

F̂ â†
〉



 =
C
2

(

0 0
0 1

)

. (8.19)

Ozna
za to, »e w równania
h (8.15) jedyne niezerowe korela
je pola z rezeruwa-

rem s¡ posta
i

〈

F̂ â†
〉

=
〈

âF̂ †
〉

= C2 . To zna
z¡
o uprasz
za równania (8.15),

które przyjmuj¡ posta¢

Ȧ1 = −ΩpA2 − CA1, (8.20a)

Ȧ2 = −2ΩpA3 −−2ΩpA1 − CA2 + C, (8.20b)

Ȧ3 = −ΩpA2 − CA3. (8.20
)

Jest to zamkni�ty ukªad równa« ró»ni
zkowy
h, który ma anality
zne rozwi¡za-

nie. W sz
zególno±
i, mo»emy znale¹¢ rozwi¡zania w stanie sta
jonarnym (ss),

zyli dla dªugi
h 
zasów. S¡ one posta
i

A1 =
〈

â2
〉

ss
=

−CΩp
4
[

(C
2

)2 − Ω2p
]

(8.21a)

A2 =
〈

ââ† + â†â
〉

ss
=

C2

4
[

(C
2

)2 − Ω2p
] , (8.21b)

A3 =
〈

â†2
〉

ss
=

−CΩp
4
[

(C
2

)2 − Ω2p
] . (8.21
)

By wyzna
zy¢ ±
iskanie pola wn�ki, wprowadzamy raz jesz
ze operatory kwa-

dratur

X̂1 =
â+ â†

2
(8.22a)

X̂2 =
â− â†
2i

. (8.22b)

I
h �uktua
je w stanie sta
jonarnym s¡ posta
i

〈

(∆X̂1)
2
〉

ss
=
1

8

C
C
2 +Ωp

(8.23a)

〈

(∆X̂2)
2
〉

ss
=
1

8

C
C
2 − Ωp

. (8.23b)

Wida¢ zatem, »e dla warto±
i progowej (Ωp =
C
2 ), otrzymujemy

〈

(∆X̂1)
2
〉

ss
=
1

8
, (8.24)


zyli raptem dwukrotnie lepiej ni» dla stanu pró»ni.



8.2.1 �
iskanie pola wy
iekaj¡
ego z wn�ki

Wyka»emy teraz, »e wynik ten zna
z¡
o si� poprawia, gdy rozwa»a si� pole

wy
iekaj¡
e z wn�ki przez niedoskonaªe lustra. W tym 
elu zauwa»mi, »e póª-

klasy
zny model pompowania pola we wn�
e z zewn¡trz ma posta¢

Ecav(t) =
√
REcav(t− 2L/c) +

√
TEin(t), (8.25)

gdzie L jest dªugo±
i¡ wn�ki. Zakªadaj¡
, »e amplituda pola we wn�
e nie zmie-

nia si� bardzo szybko, oraz »e R ≃ 1, otrzymujemy równanie ró»ni
zkowe posta
i

dEcav
dt
= −C
2
Ecav +

c
√
T

2L
Ein. (8.26)

Równanie to jest bardzo podobne do (8.10), 
o sugeruje, »e operator siªy �uk-

tuuj¡
ej Langevina mo»na identy�kowa¢ z polem pró»ni znajduj¡
ym si� na

zewn¡trz. Rze
zywi±
ie, gdy zapiszemy 
z�±¢ pola o dodatniej 
z�sto±
i w po-

sta
i

E
(+)
in (t) =

(

~ν0
4πǫ0cA

)
1
2
∫

b̂in(ν)e
−i(ν−ν0)tdν, (8.27)

odtwarzamy wªa±no±
i operatora F̂ z równa« (8.11). Podstawiaj¡
 powy»szy

rozkªad do równania (8.26), otrzymujemy

dâ

dt
= −C
2
â+

√

C
2π

∫

b̂in(ν)e
−i(ν−ν0)tdν, (8.28)

gdzie zaªo»yli±my, »e pole wewn¡trz wn�ki jest jednomodowe, 
zyli Ê
(+)
cav =

√

~ν0
4ǫ0AL

â oraz »e dla prawie idealny
h luster, gdy T ≃ 0, mamy

√
T =
√
1−R ≃

1−R = T . Widzimy zatem, »e odtwarzamy (8.10) z Ωp = 0 oraz

F̂ (t) =

√

C
2π

∫

b̂in(ν)e
−i(ν−ν0)tdν. (8.29)

Zauwa»my nast�pnie, »e pole wy
hodz¡
e jest kombina
j¡ pola wypªywaj¡
ego

z wn�ki (ze wspóª
zynnikiem

√
T ) oraz odbitego pola w
hodz¡
ego (ze wspóª-


zynnikiem

√
R), 
zyli

Eout(t) = −
√
REin(t) +

√
TEcav(t). (8.30)

Poniewa» pola w
hodz¡
e i to we wn�
e s¡ de fa
to skorelowane, jak wskazuje

równanie (8.19), istnieje mo»liwo±¢ wytworzenia takiego pola �out�, by dosta¢

zna
znie lepsze ±
iskanie ni» we wn�
e. Zapiszmy zatem odpowiednik równania

(8.30) dla 
z�±
i pola Ê o dodatniej 
z�sto±
i ν, 
zyli

b̂out(ν) = −
√
Rb̂in(ν) +

√
2πC ˆ̄a(ν), (8.31)

gdzie wprowadzili±my transformat� Fouriera pola wn�ki, 
zyli

â(t) =

∫

ˆ̄a(ν)e−i(ν−ν0)tdν. (8.32)



Naszym 
elem jest teraz wyzna
zenie wyra»enia na skªadow¡ pola we wn�ki

o zadanej 
z�sto±
i, 
zyli

ˆ̄a(ν). Korzystaj¡
 z równania (8.18) i zakªadaj¡
, »e


zas jest na tyle dªugi, »e pierwszy 
zªon, propor
jonalny do po
z¡tkowego pola,

zd¡»yª ju» zanikn¡¢, otrzymujemy

â(t) =
1

2

∫ t

0

[

e−(
C
2−Ωp)(t−t

′) + e−(
C
2+Ωp)(t−t

′)
]

F̂ (t′)dt′+

−1
2

∫ t

0

[

e−(
C
2−Ωp)(t−t

′) − e−(C2+Ωp)(t−t′)
]

F̂ †(t′)dt′. (8.33)

Podstawiaj¡
 za F̂ wyra»enie (8.29), mo»emy wykona¢ 
aªki po 
zasie, 
o daje

â(t) =
1

2

√

C
2π

∫

dν×

×
{[

e−i(ν−ν0)t − e−(C2−Ωp)t
C
2 − Ωp − i(ν − ν0)

+
e−i(ν−ν0)t − e−(C2+Ωp)t
C
2 +Ωp − i(ν − ν0)

]

b̂in(ν)

−
[

ei(ν−ν0)t − e−(C2−Ωp)t
C
2 − Ωp + i(ν − ν0)

− ei(ν−ν0)t − e−(C2+Ωp)t
C
2 +Ωp + i(ν − ν0)

]

b̂†in(ν)

}

. (8.34)

Dla odpowiednio dªugi
h 
zasów, 
zªony eksponen
jalne zanikaj¡. Zmieniaj¡


zmienne w drugiej 
aª
e ν → 2ν0 − ν, dostajemy wyra»enie

â(t) =

√

C
2π

∫

dν×

×
{}

e−i(ν−ν0)t. (8.35)

St¡d naty
hmiast dostajemy

ˆ̄a(ν) (jako 
zªon pod
aªkowy), i wstawiamy to wy-

ra»enie do (8.31), 
o daje

b̂out(ν) = −
√
Rb̂in(ν) + C

[C
2 − i(ν − ν0)

]

b̂in(ν)− Ωpb̂†in(2ν0 − ν)
[C
2 − Ωp − i(ν − ν0)

]2 − Ω2p
. (8.36)

Wyzna
zmy nast�pnie nast�puj¡
¡ kwadratur� (zakªadaj¡
 R ≃ 1)

b̂out(ν) + b̂out(2ν0 − ν) =
[

C
C
2 − i(ν − ν0) + Ωp

− 1
]

[b̂in(ν) + b̂
†
in(2ν0 − ν)]

(8.37)

Zauwa»my teraz, »e w 
entralnej 
z�sto±
i ν0 równanie to wi¡»e

X̂1out(ν0) =
1

2
[b̂out(ν0) + b̂out(ν0)] (8.38a)

X̂1in(ν0) =
1

2
[b̂in(ν0) + b̂in(ν0)]. (8.38b)

Stosunek �uktua
ji ty
h dwó
h kwadratur dany jest przez

〈

(∆X̂1out(ν0))
2
〉

〈

(∆X̂1in(ν0))2
〉 =

(

C
2 − Ωp
C
2 +Ωp

)2

. (8.39)



Otrzymujemy zatem poszukiwany ko«
owy wynik: w okoli
y warto±
i progowej

pompowania (Ωp ≃ C2 ) mo»na w zasadzie otrzyma¢ doskonaªe ±
iskanie kwadra-

tury wyj±
iowej, niezale»ne od tego, 
o byªo na wej±
iu!

8.3 Mieszanie 
ztere
h fal

W tej 
z�±
i omówimy kolejny istotny pro
es prowadz¡
y do powstania ±
i±ni�-

tego ±wiatªa � jest nim mieszanie 
ztere
h fal. W tym 
elu rozwa»my nieliniowy

o±rodek, opisywany poprzez wspóª
zynnik podatno±
i dielektry
znej χ(3). na
o±rodek ten padaj¡ dwie prze
iwbie»ne fale pªaskie E2 i E2′ i oddziaªuj¡ w nim

z dwiema sªabymi falami E1 i E3, przy 
zym 1 i 3 te» s¡ prze
iwbie»ne oraz

wszystkie impulsy maj¡ t� sam¡ 
z�sto±¢ ν. Fale te s¡ zatem posta
i

Ej(r, t) =
1

2
Ej(r)ei(kjr−νt), (8.40)

gdzie j = 1, 2, 2′, 3 oraz za
hodz¡ zwi¡zki

k1 + k3 = 0, k2 + k2′ = 0. (8.41)

Wyka»emy teraz, »e w obe
no±
i wi¡zek pompuj¡
y
h E2 i E2′ powstaje nowa
wi¡zka w ukªadzie: E3, która jest wi¡zk¡ sprz�»on¡ do E1. Pro
es ten nazywamy

mieszaniem 
ztere
h fal.

W tym 
elu za
zniemy od równania falowego dla 
aªego pola elektromagne-

ty
znego E = E1 + E2 + E2′ + E3, które w ogólno±
i jest posta
i

∇2E − 1
c2
∂2E

∂t2
= µ0

∂2P

∂t2
, (8.42)

gdzie P jest polaryza
j¡, która sprz�ga ze sob¡ fale. W przypadku nieliniowo-

±
i trze
iego rz�du (tzw. nieliniowo±
i Kerra), polaryza
ja ª¡
zy si� z polem E

poprzez

P = χ(3)E3. (8.43)

ewentualnie przemy±le¢ model klasy
zny

8.3.1 �
iskanie w pro
esie mieszania 
ztere
h fal

Rozwa»my nieliniowy o±rodek, w którym oddziaªuj¡ 
ztery mody pola elek-

tromagnety
znego o 
z�sto±
i ν. Zaªózmy ponadto, »e wektory falowe modów

dopasowane s¡ parami, tak jak w równaniu (8.41). Hamiltonian opisuj¡
y od-

dziaªywanie nieliniowe trze
iego rz�du, b�dzie, w dominiuj¡
y
h 
zªona
h, po-

sta
i

Ĥ = g(â†1â
†
3â2â2′ + â1â3â

†
2â
†
2′). (8.44)

Zakªadaj¡
, »e fale padaj¡
e s¡ silne, tak»e mo»na zastosowa¢ przybli»enie póª-

klasy
zne, dostajemy przybli»ony Hamiltonian posta
i

Ĥ = ω(â†1â
†
3 + â1â3). (8.45)



Wynikaj¡ st¡d proste równania ru
hu posta
i

d

dt
â1 = −iωâ†3 (8.46a)

d

dt
â3 = −iωâ†1. (8.46b)

I
h rozwi¡zanie wynosi

â1(t) = cosh(ωt)â1(0)− i sinh(ωt)â†3(0) (8.47a)

â3(t) = cosh(ωt)â3(0)− i sinh(ωt)â†1(0). (8.47b)

Widzimy zatem, »e rozwi¡zania te s¡ tej samej posta
i 
o równania (2.38), zatem

kwantowy pro
es mieszania 
ztere
h fal prowadzi do powstania stanów ±
i±ni�-

ty
h. Kwadratury, w który
h nale»y poszukiwa¢ w sposób nast�puj¡
y. Kon-

struujemy operator â = 1√
2
(â1(t) + â3(t)). Zauwa»amy, »e operator ten speªnia

±
iskania s¡ posta
i

â(t) = cosh(ωt)â(0)− i sinh(ωt)â†(0) (8.48a)

â†(t) = cosh(ωt)â†(0) + i sinh(ωt)â(0). (8.48b)

Dalsza pro
edura jest analogi
zna do rozwa»anej doty
h
zas, two»ymy miano-

wi
ie kwadratury

X̂1(t) =
1

2
(â(t) + â†(t)) (8.49a)

X̂2(t) =
1

2i
(â(t)− â†(t)). (8.49b)

Wyzna
zamy �uktua
je ty
h kwadratur na stanie pró¹ni i dostajemy

〈

(∆X̂1)
2
〉

=
1

4
e−2u (8.50a)

〈

(∆X̂2)
2
〉

=
1

4
e2u, (8.50b)

gdzie u = ωt.
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