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Rozdzial 1

Kwantowanie pola
elektromagnetycznego

W tym rozdziale przedstawimy tradycyjng metode kwantowania swobodnego
pola elektromagnetycznego. Zaczniemy od klasycznych pol: elektrycznego i ma-
gnetycznego, spetniajacych swobodne réwnania Maxwella w prézni. Wyprowa-
dzimy wyrazenie na energie swobodnego pola, a nastepnie, bazujac na analogii
do Hamiltonianu oscylatora harmonicznego, dokonamy kwantowania pola.

1.1 Energia swobodnego pola
elektromagnetycznego

Punktem wyjsciowym naszych rozwazan jest zestaw czterech rownan Maxwella

oD

oB
E=— 1.1b
V x 5 ( )
V-B=0 (1.1c)
V-D=0, (1.1d)

gdzie B = poH, D = ¢FE oraz pgeg = ¢~ 2. Poprzez przemnozenie wektorowo
przez V réwnania (1.1a), czyli przez policzenie stronami rotacji tego rownania,
otrzymujemy
V2E — OE _ 0 (1.2)
2otz '

czyli rownanie falowe. Wyprowadzajac to réwnanie skorzystaliSmy ze zwigzku
Vx(VxA)=V(V-A)-V2A, gdzie A jest dowolnym, dwokrotnie réznicz-
kowalnym polem wektorowym. Rozwigzanie tego réwnania jest postaci

E(r,t) = ep&etler—wrt), (1.3)

gdzie ey jest jednostkowym wektorem polaryzacji, spelniajacym ey - k = 0, zas
Ex jest amplituda pola elektrycznego. Zwiazek dyspersyjny taczacy czestotliwosé
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wy 7 wektorem falowym k dla swobodnego pola jest postaci wy, = |k|c. Poniewaz
réwnanie jest liniowe, w ogélnodci jego rozwigzanie bedzie ztozeniem rozwiazan
postaci (1.3), czyli

E(I’, t) = Z ekﬁgkﬁei(k‘r—wkt), (1.4)
k,o

gdzie o oznacza dwie mozliwe polaryzacje ortogonalne do wektora k. Dla kom-
pletu, wypiszmy wyrazenie na pole H, ktore otrzymuje sie poprzez wstawienie
(1.4) do (1.1b) i odcalkowanie rezultatu po czasie. W wyniku tej procedury
otrzymujemy

1 «—k . .
H(r,t) = — Y~ %0 g cilkr—wet), (1.5)

1.1.1 Przypadek jednowymiarowy

Dla uproszczenia rozwazymy teraz przypadek jednowymiarowy, gdy pole elek-
tryczne ograniczone jest wewnatrz wneki rezonansowej o dlugosci L zoriento-
wanej wzdluz osi z. Zatézmy ponadto, ze pole spolaryzowane jest wzdtuz osi x.
Korzystajac z warunkéw zerowania sie pola na brzegach wneki, otrzymujemy

E.(z,t) = ZAnqn(t) sin(knz), gdzie k,= n% (1.6)

Zauwazmy, ze zaleznosé od potozenia w postaci sin(k,z) wymuszona jest wa-
runkami brzegowymi. Poniewaz réwnanie falowe jest liniowe, nie okresla ono
warto§c¢ statych A,,.

Nastepnie, wyznaczmy pole H. Jako ze pola E i H s3 prostopadle, a ponadto
kazde z nich jest prostopadte do wektora falowego (skierowanego wzdtuz osi 2z
w naszym przypadku), zatem pole H we wnece moze mieé jedynie sktadowa
wzdluz osi y. Korzystajac z rownania (1.1a) otrzymujemy

Hy(z,t) = ZAH‘?”]iﬂ cos(knz), (1.7)

n
n

gdzie * oznacza pochodng czasows.
W kolejnym kroku wyznaczmy energie pola elektromagnetycznego, dang w
naszym przypadku przez wyrazenie

M= %/dr(eoEz(z, £) + poH2(2, t)). (1.8)
174

Obszar V po ktorym calkujemy ma diugosé¢ L wzdloz z oraz poprzeczna po-
wierzchnie S. Podstawiajac do H réwnania (1.6) i (1.7) otrzymujemy

Vv €2
H= Y (a0 + Mg ). (19

n

Nastepnie, dobieramy A,, w postaci (przypominamy, ze rownanie falowe jest
liniowe, wiec mamy tu pelng dowolnosé):

9 3
%:(mﬂﬁw (1.10)

VEO



co daje
H= Z( mng2 + mnwnqn(t)). (1.11)

Oznaczajac p, = myq,, dostajemy

HZ(

Jezeli g, dobierzemy tak, by mialo wymiar dlugosci, analiza wymiarowa poka-
zuje, ze m, ma wymiar masy, co uzasadnia oznaczenie.

Widzimy zatem, ze energia pola elektromagnetycznego we wnece rezonan-
sowej jest tozsama z energig zbioru oscylatoré6w harmonicznych. Analogia ta
pozwoli nam na zapostulowanie rozsadnej metody kwantowania pola elektro-
magnetycznego.

nqn) . (1.12)

1.2 Kwantowanie przez dostawienie daszkéw

Przypomnijmy, ze dla pojedynczej czastki o masie m umieszczonej w potencjale
harmonicznym o czestodci w, klasyczny Hamiltonian jest postaci
2
p 1 2 2
H=—"—+2 . 1.13
5 T 3mw (1.13)

Kwantowy odpowiednik tego wyrazenia to
H="—4 -—mw°q”. (1.14)

Zatem wyrazenie (1.14) otrzymuje sie poprzez dodanie daszkéw zmiennym dy-
namicznym z réwnania (1.13) (teraz to sa operatory hermitowskie dzialajace
na elementy przestrzeni Hilberta czastki), oraz (co nie mniej istotne!) podanie
reguly komutacyjnej [#, p] = ih. Poprzez analogie, postulujemy, ze Hamiltonian
swobodnego skwantowanego pola elektromagnetycznego bedzie nastepujaca mo-
dyfikacja rownania (1.12):

- p2 1
H = < Pn_ —mnwiéi> (1.15)
7z regutami komutacyjnymi

Kolejnym krokiem jest wprowadzenie operatoréw kreacji i anihilacji. W tym
celu, zdefiniujmy oscylatorowa jednostke dlugosci stowarzyszong z n-tym mo-
1

dem, &, = ( R ) *. Operator anihilacji dany jest wzorem

MnpWn

ape i nt = % (5— —l—z{n ) , (1.17)



za$ operator kreacji jest jego hermitowskim sprzezeniem. Reguta komutacyjna,
wynikajaca z (1.16), to [&n, &LJ = 0pm- Hamiltonian (1.15), wyrazony w jezyku
nowych operatoréw przyjmuje znang postaé

H="> hw, <a;an + %) : (1.18)

Dla kompletu, przywotajmy postacé pol elektrycznego i magnetycznego po skwan-
towaniu. Mianowicie, korzystajac z rownan (1.6), (1.7) oraz transformacji (1.17),
otrzymujemy

Eu(z,t) =Y En (ane™ ™" + afe™n") sin(ky 2), (1.19a)
Hy(z,t) = fieocz En (Gne™ "t — &Le“’"t) cos(knz), (1.19b)
%
gdzie amplituda &, = (7:;*"7) ma wymiar pola elektrycznego.

Trzy wymiary

Poprzez analogie do zagadnienia jednowymiarowego, mozemy poda¢ postac¢ skwan-
towanego pola elektrycznego i magnetycznego w trzech wymiarach,

E(r,t) =) exofiobinoe’ ™ + He=EM (r,t) + B (r,t)  (1.20a)
k,o

: LS~ kxewoo o iter-wa) ) q0-)

H(r t) = — Y ———2& sbi oc ) 4 He=HM (r,t) + A (x,1).
Mo ko Wk

(1.20b)

Rozklad na czes¢ o dodatniej i ujemnej czestosci (czyli na czesé ewoluujaca w
czasie jak e~ **t oraz e™*t) bedzie przydatny w dalszych rozwazaniach. Hamil-
tonian swobodnego pola elektrycznego i magnetycznego jest postaci

. 1
H=>" <aLaak¢, + 5) : (1.21)

k,o

1.3 Przestrzen Hilberta — stany Focka

Powtoérzymy teraz rachuenk znany z wstepnego kursu z mechaniki kwantowej
— wykazemy mianowicie, ze przestrzeri Hilberta oscylatora harmonicznego roz-
pinana jest przez stany o ustalonej liczbe fotonéw (wzbudzen pola elektroma-
gnetycznego), zwane stanami Focka. W tym celu rozwazmy Hamiltonian dla
jednego modu, czyli

H = hw <a*a + %) . (1.22)

Oznaczmy przez |n) stan wlasny H, czyli stan o ustalonej energii, spetniajacy

Hln) = E, |n). (1.23)



Zauwazmy, ze bezposrednio 7 regul komutacyjnych wynika, ze
H(aln)) = (By — hw)a|n). (1.24)

Zatem wektor a |n) rowniez jest wektorem wlasnym (nie stanem, bo w ogolnosci
nie jest unormowany), operatora 7:(, za$ odpowiadajaca mu energia jest o hw
muniejsza od E,,. W szczegolnosci, istnieje stan podstawowy |0) o energii Fy. Dla
niego, zwiazek powyzszy ma postac

H(al0)) = (Eo — hw) a0). (1.25)

Poniewaz |0) jest stanem podstawowym, nie moze istnie¢ stan @|0) o energii
o hw nizszej od niego. Stad wnioskujemy, ze powyzsza réwnosé mozna spelnié
tylko wtedy, gdy a|0) = 0. Zatem, korzystajac z rownania (1.23), otrzymujemy

1
Ey = 5 hw. (1.26)

Nastepnie, reguta (1.24) zastosowana n-krotnie daje znane wyrazenie

B, = hw (n + %) . (1.27)

Zatem energie wlasne oddalone sa o hw, stad mozemy napisa¢, ze wektor a|n),
ktory na mocy (1.24) daje energie o fiw nizsza od |n), jest postaci
aln) =ap|n—1), (1.28)
gdzie «,, jest stala normalizacyjna. Mamy
(nja’a|n) =n = |on | (1.29)

Stad, z doktadnoécig do fazy, a,, = v/n. Analogiczny rachunek przeprowadzony
dla operatora kreacji, daje komplet zwigzkow

aln) =vnln—1) (1.30a)
alln) =vn+1|n+1). (1.30b)

Przestrzen Hilberta jest zatem rozpieta przez stany |n), ktore tworza baze zu-
peilna

i=>"|n)(nl (1.31)

n

Wyniki te mozna uogolni¢ na przypadek wielomodowy i tréjwymiarowy. Sta-
nem wilasnym operatora d;r( L0k, jest |nis), za§ wektory wlasne rozpinajace
przestrzenn Hilberta

H = (X) Hy (1.32)
k,o

sq postaci

{n}) = ) Inic.o) (1.33)



gdzie |{n}) oznacza n; wzbudzen modu ki, 071, i tak dalej.
Wracajac do przypadku jednomodowego, gdy pole elektryczne jest postaci

E(r,t) = Eae'® ™Y L He. (1.34)
Oznacza to, ze $rednia warto$¢ pola na stanie |n) wynosi
(n|E(r,t) |n) = 0. (1.35)

Lecz, co ciekawe, $rednia warto$¢ kwadratu operatora pola nie jest zerowa,

. 1
(n|E?(r,t) |n) = 2|&)? <n + 5) : (1.36)
W szczegolnosci w stanie prézni, mamy
(01E2(r,1) [0) = [€]7. (1.37)

Zatem fluktuacje pola elektrycznego (jak i magnetycznego), w stanie prozni sg
niezerowe

<(AE(r,t))>2 = <E2(r,t)> - <E’(r,t)>2 = &2 (1.38)

Fakt ten — niezerowe fluktuacje prozni elektromagnetycznej — prowadzi do licz-
nych konsekwencji, ktorych badania naleza do dziedziny elektrodynamiki kwan-
towej. W jednym z nastepnych rozdzialéw wykazemy, ze zjawisko to prowadzi
do emisji spontanicznej atomoéw.



Rozdzial 2

Stany koherentne 1 stany
Sci$niete

W tym rozdziale wprowadzimy stany koherentne pola elektromagnetycznego —
rodzine stanéw kwantowych, ktére w najwiekszym mozliwym stopniu odtwa-
rzaja klasyczne promieniowanie elektromagnetyczne.

2.1 Pole od klasycznego pradu

Rozwazmy klasyczne 7rédto promieniowania elektromagnetycznego. Klasyczne,
czyli opisywane c-liczbowym pradem J(r,t), a nie skwantowanym operatorem
j(r,t). Prad ten oddzialuje z polem elektromagnetycznym, za§ potencjal od-
dziatywania dany jest przez

V) = /er(r,t) A1), (2.1)

Obiekt, ktory pojawil sie powyzej, czyli A(r,t), to potencjal wektorowy pola
elektromagnetycznego. Wiaze sie on, na przyktad, z polem elektrycznym, po-
przez wyrazenie

B(r,1) = - 2400 (2.2)
zatem korzystajac z wyrazenia (1.20a) otrzymujemy

~ 1 .
Afr,t)=—iy w—kek,gsk,gak,ge“k'r*w) + H.c. (2.3)
k,o

W nastepnym kroku poszukujemy ewolucji stanu pola elektromagnetycznego
pod wplywem oddzialywania (2.1). W obrazie oddzialywania poczatkowy stan

(zaktadamy, ze przy braku pola jest to proznia) zmienia sie¢ w sposob nastepu-
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jacy
T Ly
@) = Flot ). (2.4
Zauwazmy, ze wyktadnik mozemy przedstawi¢ w postaci
C ot
i - . .
_ﬁ/ drv(r) = Z (ak,gaLg - akﬁgak,g) , (2.5)
0 k,o
gdzie zespolona amplituda ay , dana jest wzorem

Ex ¢ X
| dr [drJ(r,t) - e petETTERT) 2.
hwk/o 7'/ rJ(r,t) - ex o€ (2.6)

A zatem stan kwantowy pola elektromagnetycznego pochodzacy od klasycznego
pradu jest postaci

Ak,o0 =

[{o}) = [T et 0keter o). (2.7)

k,o

Stan taki nazywamy koherentnym i istnieje wiele powodow by uzywac tego okre-
Slenia. Cze$¢ z nich przedstawimy w tym rozdziale, pozostate przy okazji teorii
spojnosci Glaubera. Jako ze operatory kreacji i anihilacji dla réznych modéw
komutuja, stan ten mozna zapisaé¢ jako iloczyn jednomodowych stanéw kohe-
rentnych, czyli

[{a}) = [Tl (2.8)
k,o
Poniewaz r6zne mody nie sa skorelowane, mozemy zbadan cechy stanu kohe-
rentnego skupiajac sie na staniejednomodowym
o) = e*a’ =" gy (2.9)

Zanim jednak przedyskutujemy te wtasnosci, wyprowadzimy powyzsze wyraze-
nie w alternatywny sposoéb.

2.2 Stan koherentny inaczej

Wprowadzmy stan wlasny operatora anihilacji o wartosci wtasnej «, czyli
ilay = ala). (2.10)

W ramach standardowego kursu mechaniki kwantowej wykazuje sie, poprzez
roztozenie |a) = ) ¢y, |n) i wyznaczenie zwigzku rekurencyjnego miedzy ¢, i
cn—1, 7ze stan ten jest postaci

o) = e S O‘T; In). (2.11)

n=0

IPotencjal zalezy od czasu i nie komutuje sam ze sobg w roznych chwilach czasu, po-
winnis$my wiec uwzgledni¢ uporzadkowanie czasowe operatora ewolucji. Niemniej, jako ze
[V(7), V()] « f(r — ') — czyli komutator jest liczba — uwzglednienie uporzadkowania
czasowego wprowadzi wylacznie zalezne od czasu czynniki fazowe, ktére mozna pominaé, do-
stajac rownanie (2.4).



Korzystajac ze zwiazku (1.30b) zastosowanego n-krotnie, czyli (a')" |0) = v/n!|n),
powyzsze wyrazenie mozemy przepisaé¢ jako
_le? aal
la) = e 27 e* |0). (2.12)
W ostatnim kroku zauwazmy, ze operator, ktory pojawia sie w wyrazeniu (2.9)
mozna, na mocy twierdzenia BCH przepisa¢ w postaci

aat—a*a _le? adt —a*a
e =e 2 e . (2.13)

Wynika to ze zvyiadAzkuAeAJrB = eAeBe%[AVB], ktory zachodzi pod warunkiem, ze
[[A, B], A] = [[A, B], B] = 0, to za§ w naszym przypadku jest spelnione, gdyz
aa’ i a*a komutuja do statej. Zauwazmy, ze

e *7%0) = |0), (2.14)

gdyz tylko jedynka przezywa rozwiniecie funkcji wykltadniczej, pozostate cztony,
w dzialaniu na proznie, nie daja wkladu. A zatem, taczac wyrazenia (2.9), (2.12)
i (2.11), wnioskujemy, ze stan wlasny operatora anihilacji jest zarazem stanem
koherentnym zdefiniowanym w czesci 2.1.

2.2.1 Operator przesuniecia

Operator, ktory pojawia sie w rownaniach (2.9) i (2.13) nazywamy operatorem
przesuniecia (ang. displacement operator), i oznaczamy jako

A ot

D(a) = @' —o7a, (2.15)
Jest to operator unitarny,
Di(a) = D(—a) = DY (—a) (2.16)

co wida¢ z réwnania poczatkowego (2.4), a takze mozna wykaza¢ bezposred-
nim rachunkiem. Glebsze zrozumienie, czemu ten obiekt nazywamy operatorem
przesuniecia, bedzie mozliwe dopiero, gdy oméwimy metody przestrzeni fazo-
wej w rozdziale 3. Teraz zawuazmy, ze przechodzac z obrazu Schrédingera do
Heisenberga, otrzymujemy (znowu korzystajac z twierdzenia BCH)

Df(a)aD(a) = a + o, (2.17)

zatem operator D rzeczywiScie przesuwa operator anihilacji o stala.

2.3 Czemu koherentny jest koherentny

By przedstawié pewne argumenty na rzecz tego, ze stan |a) mozna nazywac
koherentnym, znajdzmy najpierw jego reprezentacje potozeniowa. W tym celu,
przywotajmy definicje (2.10) oraz wyrazmy operator anihilacji przez operatory
potozenia i pedu. Otrzymujemy réwnanie na funkcje falowa 1, (x) stanu kohe-
rentnego w reprezentacji potozeniowej, czyli

¥ (aio n 83) ba(@) = atia(@) (2.18)



Przenoszac wszystko, co nie zalezy od pochodnej na jedna strone, dostajemy
réwnanie rézniczkowe postaci

1
P (z) = ?(\/iaao — )b (T), (2.19)
0
ktorego rozwigzaniem jest funkcja falowa
_ (e—V3Zaag)?
Yale) =Ne (2.20)

gdzie N jest stala normalizacyjna. A zatem funckja falowa stanu koherentnego
w reprezentacji polozeniowej jest niczym innym, tylko stanem podstawowym
oscylatora harmonicznego przesunietym wzgledem minimum potencjatu o stata
o = V2. Ewolucja czasowa tej paczki falowej sprowadza sie do zmiany
xo — X coswt oraz nadruku fazy. Szerokos¢ paczki pozostaje jednak bez zmian,
co oznacza, ze stan koherentny w funkcji czasu jedynie harmonicznie zmienia
swoje polozenie, lecz nie zmienia swojego ksztaltu. Mowimy zatem, ze w trakcie
ewolucji stan 9, (z) utrzymuje swoja spojnosé, jest zatem koherentny, co w
pewnym stopniu uzasadnia nazewnictwo.

2.4 Wlasnosci stnau koherentnego

Omowimy teraz podstawowe wlasnosci stanu koherentnego, takie jak statystyka,
czy liczba fotonéw. Zacznijmy od tego, ze stan |«) nie ma ustalonej liczby foto-
noéw, innymi stowy nie jest stanem wtasnym operatora liczby fotonéow n = afa.
Niemniej, §rednia liczba fotonéw wyraza sie bardzo tatwo

(h) = (alit|o) = |af?, (2.21)

co wynika bezposrednio z definicji (2.10). Nastepnie mozemy wyprowadzié¢ wa-
riancje liczby czastek. W tym celu zauwazamy, 7e

n? = (a'a)? = ata'aa + afa, (2.22)
a zatem
~ A\ 2 ~
(a2) — ()" = |a|* = (), (2.23)

co jest charakterystyczne dla rozkladu Poissona. W rzeczy samej prawdopodo-
bienistwo zmierzenia n fotonéw w stanie koherentnym dane jest wzorem

p(n) = I{njoy)? = L (224)

co wynika bezpo$rednio z rownania (2.13). Stany koherentne nie sg ortogonalne.
Z (2.13) dostajemy

(a|B) = e~ 2l HBM a8 ()2 = ela=BP, (2.25)

Ponadto rozpinaja cals przestrzen, albowiem, przedstawiajac o = re’® dosta-

Jemy
i L& R st
~ [ Pala) (o] = = / rdr/ dpe™" ————1n)(m|. (2.26
= [@ayel=2 3 [ rar [ gt e ml. (220

n,m=0



Calka po katach daje 270y, »,, zatem powyzsze wyrazenie upraszcza sie do

oo o) 5 p2n
%/d2a|a> (@ 2;/0 rdre™" Tn—' In) (n|. (2.27)

Calka po zmiennej radialnej daje n! (funkcja specjalna gamma Eulera), stad

%/an o) (ol = 3 ) n] = 1. (2.28)

Moéwimy zatem, ze stany koherentne tworza baze nadzupeing — jest ich wiecej,
niz potrzeba, by rozpia¢ cala przestrzen Hilberta.

2.5 Stany Sci$niete

W poprzedniej czesci argumentowaliSmy, ze stan koherentny, w reprezentacji po-
lozeniowej, jest przesunietym stanem podstawowym oscylatora haromicznego,
patrz rownanie (2.20). Wiemy skadinad, ze stan podstawowy oscylatora jest
paczka gaussowska, ktéra minimalizuje zasade nieznaczonosci Heisenberga, da-

Jac
AiAﬁzg, gdzie AA=/(A2) — (A)* (2.29)

Poniewaz 1, (z) ma te sama szeroko$¢, co stan podstawowy, zatem oczywiscie
rowniez dla tego stanu zachodzi powyzsza réwnosé (2.29). Trzymajac sie opisu
pola elektromagnetycznego przy pomocy operatoréw kreacji i anihilacji, wpro-
wadzmy bezwymiarowe odpowiedniki operatoréw polozenia i pedu, zgodnie z
transformacja odwrotna do (1.17), czyli

5 1

Xi=g(a+ al) (2.30a)
X, = %(@ —ah (2.30b)

i, zatem ze zwigzku
AXIAX, > %| <[X1, X2]> otrzymujemy zasade nieoznaczono$ci postaci

Operatory te spelniaja regule komutacyjng [Xl,XQ] =1

P 1
AX1AXy > 1 (2.31)
Latwo sprawdzié¢, 7ze stan koherentny minimalizuje te nier6wnosé, co jest inng
forma wystowienia zwiazku (2.29). Zauwazmy ponadto, ze stan koherentny jest
symetryczny, czyli jego kwantowy rozrzut jest rownomiernie roztozony pomiedzy
dwie “kwadratury” X; i Xo,
A A 1

AX; =AX, = o (2.32)
Jako ze zasada nieoznaczono$ci ma postaé¢ nieréwnos§éi, nalezy sie spodziewad,
ze inny stan Swiatla, przygotowany ad-hoc, nie bedzie jej nasycal, lecz wrecz
przeciwnie da iloczyn AX;AXs > i. Pytanie, ktore stawiamy w tej czesci jest



nastepujace: czy da sie przygotowac taki stan pola elektromagnetycznego, by
nadal spelnione byto (2.31), lecz ztamana byta symetria miedzy kwadraturami,
wyrazona w roéwnaniu (2.32)7 Stan taki nazywamy “stanem $ci$nietym”, albo-
wiem ma zmiejszong wariancje jednej z kwadratur, na przyktad AX; kosztem
drugiej, tak by nadal spetniona byta rownosé (2.31).

Posta¢ stanéw Scisnietych mozna wyprowadzi¢, postugujac sie nastepujaca
analogia. Rozwazmy pojedyncza czastke w potencjale harmonicznym, ktérej Ha-
miltonian dany jest wzorem

N P2 1
H =" 4+ —mw%i* (2.33)
2m 2

Stan podtsawowy tego ukladu, w reprezenacji potozeniowej, jest paczka gaus-
sowska o szerokosci danej przez dlugosé oscylatorows an, = \/m—hw. GdybyS$my
teraz to tego Hamiltonianu dodali dodatkowy potencjat

1
V= 5mQQ:z?, (2.34)

poczatkowa funkcja falowa zostataby $ci$nieta, albowiem zwiekszytaby sie cze-
stosé putapki. Stad wnioskujemy, ze dodanie cztonu ~ 22 do Hamiltonianu oscy-
latora harmonicznego prowadzi¢ bedzie do Sciskania paczki falowej w reprezen-
tacji potozeniowej (a zatem do jej rozszerzania w reprezentacji pedowej).

Bazujac na analogii pomiedzy czastka w potencjale harmonicznym a Ha-
miltonianem pola elektromagentycznego, oraz zauwazajac, ze przy przejsciu od
operatoré6w polozenia i pedu do operatoréw kreacji i anihilacji mamy #2 staje
sie ich forma kwadratowa, postulujemy, ze Hamiltonian §ciskania powinien mie¢
postaé

H, = ih(gal? — g*a?), (2.35)

gdzie g € C jest stala. Operator ten generuje dynamike, stad zwigzany z nim
operator ewolucji

3(¢) = e—ifit/n _ Hetameat (2.36)
nazywamy operatorem $ciskania. Zauwazmy, ze £ = —2g*t = re'? jest zalezna
od czasu wielkoscia zespolona. Operator §ciskania jest unitarnym, czyli

§1(€) = 5(=¢) = 571(9). (2.37)

Ponadto, z twierdzenia BCH, poprzez analogie do réwnania (2.17), otrzymujemy

ST(€)aS(¢) = acoshr — afe? sinhr (2.38a)
S1(€)a'S(€) = a' coshr — e~ sinhr. (2.38b)

Do analizy tego, jaki wpltyw ma operator $ciskania na kwadratury, wygodnie
jest wprowadzi¢ wielkosci

YLQ = legeii%. (239)



Wprowadzamy teraz rodzine stanéw pola elektromagnetycznego, ktore odgry-
waja szczegdlng role w wielu dziatach optyki kwantowej. Sg to $cisniete stany
koherentne, ktore otrzymuje sie poprzez zadzialanie operatorem $ciskania (2.36)
na stan koherentny |«), czyli

o, €) = 5(€)D(@) [0). (2.40)
Bezposrednio z rownania (2.38a) wynika, ze zachodzi zwigzek
(a, €la|a, &) = avcoshr — a*e sinh . (2.41)

To z kolei pozwala wyznaczy¢ wariancje kwadratur pola, ktére wynosza odpo-
wiednio

AY; = —e " (2.42a)
AYy = —¢’ (2.42b)

Zatem dla r > 0 pierwsza wariancja maleje kosztem drugiej, lecz iloczyn AY; AY, =
i jest staly, czyli zachowana jest minimalna warto$é¢ zasady nieoznaczono$ci.

2.5.1 Sciskanie wielomodowe

Dla porzadku przywolajmy jeszcze wyrazenie na operator $ciskania w przypadku
dwumodowym. Jest on postaci

_ Eagyprag o —tal al
S =e : (2.43)

By skwantyfikowaé stopien §ciskania, wprowadzamy operator

~ 1 )
b= = (dwgo +€ Pay_u). 2.44
Kwadratury pola
n 1 . St
bl = §(b+ b ) (2.45&)
. 1 .~ .
by=—(b—b 2.45b
s = (b= ) (245D)

spelniaja zasade nieoznaczonosci Abi Aby > i. Ewolucja czasowa tych operato-
row pod wplywem (2.43) daje

- 1 §—40 §—40

2 _ -~ —2r 2(7 7 2r 22 Y
(Ab)* = 1 {e cos < 5 ) + e“"sin < 5 >] (2.46a)
(Aby)? = % |:€2T cos? <—5 ; 9) + e % sin? <—5 g 9)] . (2.46b)

Dla § — 8 = 0 lub 7 odtwarzamy wyniki dla zagadnienia jednomodowego.
Na koniec zapiszmy wielomodowy operator $ciskania, ktory jest naturalnym
uogoblnieniem wyrazenia (2.43). Mianowicie

~ * 0\ 5 —e(wNat al
SlE(w)] = /dcu'eE (WD B =8N g (2.47)



Wielomodowy stan §ci$niety jest postaci
|a(w), (W) = SEW)D]aw)] [0), (2.48)

gdzie |6> jest wielomodowg préznig. Na obecnym etapie nie jesteSmy w stanie
stwierdzi¢, czy i w jakim stopniu stany $ci$niete sa nieklasyczne oraz jak sie
je uzsykuje i jakie sg ich zastosowania. Na pytania te odpowiemy kolejno w
rozdziatach 3, 4 oraz 8.



Rozdziat 3

Metody przestrzeni fazowe]

W tym rozdziale omowione zostana podstawowe funkcje rozktadu kwazi-prawdopo-
dobienistwa w przestrzeni fazowej. Obiekty te, jak sie przekonamy w tym i na-
stepnych rozdziatach, sa uzytecznymi narzedziami stuzacymi do liczenia $red-
nich kwantowych ztozonych obserwabli na czystych i mieszanych stanach pol
elektromagnetycznych.

Zacznijmy jednak od kroétkiej uwagi natury ogoélnej. Mianowicie do tej pory
postugiwalismy sie stanami czystymi [¢)). Formalizm mechaniki kwantowej do-
puszcza, by $rednie kwantowe obarczone byly, poza czysto kwantowa niepew-
noscia, rowniez taka, ktéra pochodzi z czysto statystycznego rozrzutu (a zatem
danego wylacznie przez rozklad prawdpodobonieristwa, a nie zespolone ampli-
tudy).

Innymi stowy, zamiast dotychczas stosowanej Sredniej obserwabli O na stanie
czystym

(0) = wlow) (3.1)

dopuszczamy rowniez rozkltad statystyczny tego wyniki
<O> = ZPz‘W’HO i) 5 (32)

gdzie p; jest pewnym rozktadem prawdopodobieristwa. Niech {|n)} tworza baze
zupelna. Mozemy wtedy wstawié¢ do powyzszego wyrazenia rozktad jedynki

(0) = zpz (0ilO In) (ml) zpl (nl42) (41O [n). (3.3)
Definiujemy macierz gqstoéci 0 jako
0= Zpﬂ/h' (. (3.4)
Wtedy powyzsza $rednia zapisuje sie w postaci
@ =T {O@} . (3.5)
Widzimy zatem, ze stan czysty (wektor jednostkowy z przestrzeni Hilberta)

zostal zastapiony przez operator gestosci (Hermitowski, dodatnio okreslony),
ktory jest obiektem niosacym bogatsza informacje od samego |1).
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3.1 P-repreztacja Glaubera

Zauwazmy, ze macierz gestosci (3.4) mozna rozpisa¢ w dowolnej bazie zupelnej
poprzez wstawienie jedynek w tej przestrzeni

Q—Z|7’L (n|g|m) (m| = Z|n (m|on,m- (3.6)

Roéwnie dobrze, mogliby$my wstawi¢ jedynki pochodzace z calek operatoréw
rzutowych na stany koherentne, patrz rownanie (2.28),

o= [[ C4T8 10y ala 1) 51 (37)

R-reprezentacja stanu kwantowego ¢ nazywamy wielko$é
R(a, B) = (a]g|) 21" +10F), (38)

ktora w polaczeniu z rownaniem (3.7) daje

ﬂf_ﬂ —1(lal*+181%)
o= [[ 25 1) iR p)e . (3.9)

Jest to zatem rozktad macierzy gestosci w elementy pozadiagonalne bazy standéw
koherentnych. Wykazemy teraz, ze szczegdlng role odgrywa taki rozktad, gdzie
obecne sa tylko elementy diagonalne (czyli postaci |«) («]).

W tym celu definiujemy normalne uporzadkowanie jako takie ustawienie
operatoréow ¢ i a' w operatorze bedacych dowolna ich funkcja, gdzie wszystkie
operatory z krzyzem stoja po lewej stronie. Ma on zatem ogo6lng postaé

Onl(a,at) = cam(al)"a™. (3.10)

Naszym zadaniem jest policzenie wartosci S§redniej tego operatora na stanie
kwantowym ¢. Z definicji mamy

<0N(a i )> _ [O@} =3 T [0 (@) a™) . (3.11)
Wyprowadzimy teraz nastepujacy zwiazek
1 sty B (e
5(a” —a)d(a—a) = = /dQBe*B(“ a1 g% (aa) (3.12)
™

W ramach dowodu, obktadamy to réwnanie stronami stanem koherentnym |v)
i korzystamy z faktu, ze jest to stan wlasny operatora a. Mamy zatem

1 .y g

5" —4")(a— ) = = /d26 —Bla” =) g (am), (3.13)
T

W nastepnym kroku zauwazamy, ze 3 = x3+1yg3, zas caltkowanie po ptaszczyznie

zespolonej mozna przedstawic¢ jako catke podwdjna po czesci rzeczywistej zg i
urojonej yg. Mamy zatem

1 R 1 . .
F/d%efﬂ(a ) B (@) _ Cnr /d% ew(acafxv)/dyﬁ )
(3.14)




gdzie dokonaliémy zamiany zmiennych 2x3 — xg oraz 2y — yg. Korzysztajac
z tozsamosci

1 .
— [ dze™ =§(k 3.15
G [ dae™ = o(h). (3.15)
otrzymujemy porzadana lewa strone rownania (3.13), co dowodzi (3.12). Za-
uwazmy, ze tozszame do (3.12) jest

1 ST ok N

S(a* —ah)d(a—a) = - /dQBe_Zﬁ(a —a')gif (a=a) (3.16)
T

otrzymane przez zamiane zmiennych 5 — if. Wracajac do réwnania (3.11),

mamy
<ON(a, aT)> =Y /da /da*Tr [06(a" — ah)d(a — a)] (a*)"a™

= /da /da*ON(a,a*)P(a,a*), (3.17)
gdzie
P(a,a*) = Tr [p6(a* —a)5(a — a)] (3.18)

nazywamy P-reprezentacjg Glaubera stanu kwantowego ¢. Widzimy zatem, ze
P-reprezentacja stuzy do liczenia $rednich dowolnych operatoréw normalnie
uporzadkowanych. Oczywiscie

// doda* P(o, o) = 1, (3.19)

co sugeruje, ze jest to rozktad prawdopodobienistwa. Tak jednak w ogélnosci nie
jest—istnieja stany kwantowe, dla ktérych P nie jest dodatnio okreslone. Nie-
mniej, wyrazenie (3.17) tudzaco przypomina $redniowanie z rozkladem praw-
dopodobieristwa. Stad tez waga tego wzoru, i rozkltadu P w ogole: pozwala on
na zastapienie operatorow a i a' w On przez « i o*. Jak bedziemy argumento-
wali w rozdziale (4), P-reprezentacja pozwala na wyznaczenie zwiazku miedzy
klasycznymi, pot-klasycznymi i kwantowymi stanami Swiatta.

Zauwazmy, ze réwnanie (3.18) oznacza, ze P jest rozkladem ¢ w diagonalne;j
bazie stanéw koherentnych, czyli

o= [[ dada’ Pla.a) o) (al. (3.20)

By sie o tym przekonaé, wystarczy podstawié¢ powyzsze wyrazenie po prawiej
stronie rownania (3.18), do daje

Tr [96(a* — a")o(a —a)] = (3.21)
// do/da’* P(o/ ;o) Tr [[o) (o/[6(a* — a"o(a — a)] = (3.22)
// do'da* P/, ™) Tr [|of) (/[0 (" — &) (a — )] = (3.23)

P(a,a™)Tr [|a) {a]] = P(a, ™), (3.24)



co nalezato wykazacé.

Wykazemy teraz, ze dla kazdego o istnieje P(«,a*) zdefiniowane wzorem
(3.20). Innymi stowy, wykazemy, ze rozklad w bazie diagonalnej stanéw kohe-
rentnych jest wystarczajacy, by odtworzy¢ kazdy operator gestosci. Naturalnie,
jest to konsekwencja nadzupetnosci zbioru stanéw koherentnych. W tym celu
zauwazmy, ze w ogélnosci, w bazie stanéw Focka, zachodzi

n,n’

Z kolei wielkos¢ |n)(m| mozna odtworzy¢ w nastepujacy sposob

' ' + 271' .
In)n/| = _ynmn: ( 9 ) / do oA’ =101 |
0

(n+n")! \Or o ’ (3:26)

r=0

gdzie a = re?. Warunek r = 0 mozemy zapisaé jako catkowanie z delta, czyli

Valpl [ AN [0 e o
o ré+i(n’—n)0,. i 0
| = 2 [Can) (57) [ g re)re).
(3.27)

Calkujac n + n’-krotnie przez czesci otrzymujemy

]| = nzlz / /2” do or i ety ret? | ( ) - (z;rig)

Stad otrzymujemy

)= >

P(a, ") = ()]

n,n’=0

o] 2m 46 5 a n+n’
d Y or*+i(n'—n)e [ Y 5 ) 9
x /0 rdr /0 e 2 6. (3:29)

Wyprowadzimy teraz szczegdlnie przydatny wzoér, ktéry pozwala w wielu
przypadkach na analityczne wyprowadzenie P-reprezentacji. Zauwazmy miano-
wicie, ze oblozenie powyzszego wyrazenia z dwoch stron stanami koherentnymi
|~5) oraz |) daje

116) = [[ dada* Pla.a®) (- la)als)

=18 // dada® (P(a,a*)e‘la‘2)6_ﬁ*o‘+“*ﬁ, (3.30)

gdzie w ostatnim kroktu skorzystaliémy 7z wyrazenia na iloczyn skalarny dwoch
stanoéw koherentnych, dany przez réwnanie (2.25). Wyrazajac « i 8 przez ich
czes$é rzeczywista i urojona, jak w réwnaniu (3.14), mamy

(01019} " = [ [aradya(Plansya)est st )eivmemsamn. (331



Zatem wyrazenie Po_ levgej stronie jest dwuwymiarowg transformata Fouriera
funkcji P(zq, Yo )e %Y=, Mozemy zatem ten zwiazek odwrocié, dzieki czemu
otrzymujemy

elof?

Pla,a") = — / @ B(=Bl2|8) el =P H5", (3:32)

Skorzystamy teraz z tego wyrazenia, by wyznaczy¢ P w paru szczegdlnych przy-
padkach.

3.1.1 P-reprezentacja — przyklady
Stan termiczny

Na poczatek rozwazym stan termiczny to jest taki, ktorego macierz gestosci
dana jest wzorem

(3.33)

gdzie H= hwata, suma statystyczna dana jest wzorem

__H_ _hwala _ hwn 1
Z="Tr [e ’“ST] = Z(n|e T [n) = Ze . — (3.34)

n 1—e BT

Zatem otrzymujemy

0= (176_’6?3_%)6_’613% = (176_%)26_’?;% [n) (n]. (3.35)

Zauwazmy, ze $rednia liczba fotonéow w uktadzie dana jest wzorem

(i) = Tr [alag] = (1— e 77 ) S ne %ot = S (3.36)

ekBT — 1

stad macierz gesto$ci mozna zapisa¢ w postaci

- ()"
2= s I Gl (3.7)

W nastepnym kroku korzystamy z wyrazenia (3.32) i wyznaczamy

o187

. 76271 Y n o— 181 71fi
<6Ia|ﬂ>1+<ﬁ>z( |n!|) <1J<F<>n>> =Trae e (639

Wyznaczenie P-reprezentacji sprowadza sie zatem do policzenia catki gaussow-
skiej w rownaniu (3.32), co daje

P(a,a™) = 7r<ﬁ>e @) (3.39)

Zatem P-reprezentacja stanu termicznego jest dana funckja Gaussa.



Stan koherentny

Gdy stan uktadu dany jest przez czysty stan koherentny |ag), mamy
(=Blg|6) = e7 Il 19 mealbud, (3.40)
co po podstawieniu do (3.32) daje spodziewany wynik
Pla,o*) = 6% (a — ag). (3.41)

Stan Focka

Na koniec rozwazamy przypadek, gdy uktad jest w czystym stanie Focka |n).
Znéw wyznaczamy

. a2 —1)" 5 2n
(~lo1g) = oo LA (3.42)
Podstawiamy to wyrazenie do (3.32) i dostajemy
* €|a\2(_1)n 2 2n _—Ba*+B*
P(a,« ):T d°p|B| e & =
n.mw

e\a¢|2 H2n . e\a¢|2 o2n
S T —— O] )} 3.43
nlm? 8a”8a*"/ pe n damndarn (@) (3.43)

Zatem w tym przypadku P-reprezentacja nie jest zwyklym rozktadem prawdo-
podobienistwa, lecz dana jest przez wysoce patologiczne pochodne dystrybucji.
Whioskujemy stad, ze stan Focka jest silnie nieklasyczny oraz ze P w ogélnosci
nie moze by¢ interpretowana jako klasyczny rozktad prawdpodoobieristwa.

3.2 ()-reprezentacja

W odréznienu od P-reprezentacji, ktora stuzy do liczenia $rednich z operato-
réw uporzadkowanych normalnie, Q-reprezentacja, jak sie przekonamy, stuzy do
liczenia $rednich z operatoréw uporzadkowanych anty- normalnie. Definiujemy
ja, poprzez analogie do (3.18), jako

Q(a,a*) = Tr [66(a — a)5(a” — al)] . (3.44)

Wstawiajac rozktad jedynki na stany koherentne pomiedzy delty, otrzymujemy

1
Qa,0®) = 1 / Pa'Tr [35(a — &) |of) (o/|5(a” — )] = (3.45)
Y
1 2 7 ~ / / / * =~ 1 ~ 1 N
— [ 2T [a0(a — o) o) (@']3(a" — a")| = ~Tr[2]a) (al] = ~(al2]a).-
Q-reprezentacja jest unormowana i nieujemna, co wida¢ po podstawieniu roz-

ktadu spektralnego §. Przechodzimy teraz do wyznaczenia $redniej operatora
uporzadkowanego anty-normalnie, czyli

Oa(a,a") = coma™(ah)™. (3.46)



Mamy

<OA(a,aT)> = Tr [@OA(a,aT)} =3 o Tr [00"(a1)"] =
Y cun [ et o o) fal(a)"] =
%chm /anTr [0]a) (a]a"a™™] = /an%(a|@|a> chma”a*m =

= /dQOzQ(O[,O[*)OA(OZ,O[*). (3.47)

Wynik ten potwierdza, ze QQ-reprezentacja stuzy do wyznaczania $rednich z
operatoréw uporzadkowanych anty-normalnie. Zauwazmy, ze podstawiajac do
(3.45) wyrazenie na P z rownania (3.20), znajdujemy zwiazek miedzy dwiema
poznanymi dotychczas reprezentacjami, czyli

1 "2
Qla,a*) = — /dQO/(fla‘*O‘| P(a/,a™). (3.48)
T

3.2.1 (Q-reprezentacja — przyklady
Stan temriczny
Dla stanu termicznego w postaci (3.37), otrzymujemy natychmiast

1 al?
Q(CY,CY*) = me_%. (349)

PLatwo sprawdzi¢, ze wynik ten mozna otrzymac z (3.39) poprzez splot (3.48).

Stan koherentny
Gdy 9 = |ap)Xag]|, dostajemy natychmiast

1
Qla, o) = ;e—lw—%ﬂz. (3.50)

Raz jeszcze, wynik ten mozna otrzymac z (3.41) poprzez splot (3.48).

Stan Focka

Jezeli uktad jest reprezentowany czystym stanem Focka, (Q-reprezentacja przyj-
muje szczegdlnie prosty forme

67\a|2|a|2n

Qla,a") = —|(nla)? = (351)

mn!
Stan $ci$niety

Wyprowadzenie wyrazenia na ()-reprezentacje stanu $ci$nietego jest znacznie
trudniejsze. Zaczynamy od definicji

Qlas ) = ~l{al. )P, (3.52)



gdzie stan |3, ) zdefiniowany jest w rownaniu (2.40). Naszym zadaniem jest za-
tem policzenie iloczynu skalarnego stanu koherentnego ze stanem koherentnym
SciSnietym, czyli

(@]8.6) = (2]S()18) - (3.53)

W tym celu wykorzystamy fakt, ze stan koherentny « jest stanem wlasnym
operatora anihilacji, co oznacza, ze powyzszy zwiazek mozna przepisa¢ w postaci

(015.€) = (al3(©)18) = ~- (ala' 3()18) = ~-(alS(©)F () 5(€)15) . (3.54)

Operator kreacji, oblozony operatorami $ciskania, zgodnie z réwnaniem (2.38b),
wynosi

S1(€)a"S(€) = af coshr — e~ sinhr (3.55)

Zatem otrzymujemy

(a]B,8) = L <a|S( )( coshr — ae™" sinhr) 1B) . (3.56)
Zauwazmy teraz, ze zachodzi zwiazek
'19) = (554307 ) 1) (3.57)

By to wykaza¢, zauwazmy najpierw, ze

el \/n+ 182 o B (n+ 1)
) =e 2 Lol S
Z n+l) n:o\/(”Jrl)!

Nastepnie liczymy pochodng stanu koherentnego po (3, czyli

al|p) = In+1). (3.58)

O g B B AR 12 N (1)
B) === 18) +e ;mm_ 10 +e §7m|n+1>’

(3.59)

co w potaczeniu z (3.58) dowodzi szukanego zwiazku (3.57). Podstawiajac ten
wynik do (3.56), otrzymujemy

<a|ﬁ,£>=§<a|ﬁ<ﬁ> (557 costr = e siair | 13) =

5* ) coshr — Be‘w sinhr} <a|,§’(§) 13)

N = L\DI>—‘

B ) coshr — Be™ smhr} (o] B, &). (3.60)

Otrzymalismy zatem proste réwnanie rézniczkowe

%(aw,ﬂ = (a*sechr - %B* + Be tanhr) (a]B,8), (3.61)



ktorego rozwigzanie jest postaci
(a]8,€) = K(a,a", 3%, 7, 0)e 3101t rechrt 30 tanhr, (3.62)

gdzie K jest staly (czyli wielko$cig niezalezng od 3), ktora nalezy wyznaczyc.
Zauwazmy, ze nie wynika ona wytacznie 7z unormowania funkcji @, lecz pewne
jej wlasnosci sa konsekwencja tego, ze funkcja (|3, £) jest iloczynem skalarnym.
W szczegolnodci oznacza to, ze

(@S(€)18)" = (BIST(€) |a) = (BIS(~€) |a) . (3.63)

Otrzymujemy zatem zwigzek

K(a, a*, ﬁ*, r 9)6—%\ﬁ|2+%ﬁ2e71‘9 tanh r — K(Ba B*a CY*, r _9)6—%\a|2—%a2ei9 tanhr.
(3.64)

Stad wnioskujemy, ze
K(a,a*, 5% r,0) = Ae~3lal’—3a%e™™ tanhr (3.65)

gdzie A jest staly wynikajaca z normalizacji funkcji (). Zatem poszukiwana
funkcja jest postaci

<Oé|ﬁ,£> _ Ae—% |a\2+|5\2)+a*ﬁsechr+%(ﬁ2e7"9—(a*)267i9)tanhr’ (366)
Stad funkcja @ stanu $cisnietego jest postaci
|14|2 _ 2 2 * * 1[(p2_ 2\,—i6 *\2 0 %\\2 06
Qla,a*) = e~ (al?+B1*)+(a" rap)sechrt 5 [(2—a®)e ™ +((57)* — (")) %™’ | tanh 7
T
(3.67)
o wykazaé, ze A2 = sechr

e narysowaé Q.

3.3 Funkcja Wignera-Weyla

Zajmiemy sie teraz kolejnym bardzo waznym kwazi-rozktadem prawdopodo-
bienistwa, czyli funkcja Wignera-Weyla, ktora stuzy do liczenia §rednich z ope-
ratorow uporzadkowanych symetrycznie. Zanim jednak zdefiniujemy funkcje W,
zauwazmy, ze obie dotychczas zdefiniowane rozklady, czyli

P(a,a*) = Tr [06(a* — a')s(a — a)g] (3.68a)
Q(a, ) = Tr [6(a — a)d(a* —ah)g] (3.68h)

mozna wyrazi¢ przy pomocy funkcji charakterystycznych. Mianowicie
1 o
Pla,a™) = — //dQﬁ et —ia () (3 3, (3.69)
T
gdzie

C(B,8°) = Tr [0 74 (3.70)



co wynika bezposrednio z definciji funkcji §. Analogicznie mamy

1 ko
Qla,a*) = —2//61256*“& —irec)(g, %), (3.71)
™
gdzie
C@ (3, 5) = Tr [eiﬁ*&eiﬁ&T @} . (3.72)
Zauwazmy, ze obie te funkcjie tworzace wyrdzniaja pewne szczegbdlne uporzad-
kowanie, to znaczy w C(") operatory kreacji sa po lewej stronie, zas w C(*) po
prawej, co w konsekwencji rzutuje na przydatnosé tych rozktadéw do liczenia
srednich z operatoréow uporzadkowanych w pewien konkretny sposéb.

Wprowadzamy teraz takig funkcje tworzaca, ktora nie wyrédznia zadnego upo-
rzadkowania, traktujac oba operatory tak samo. Mianowicie

C)(8,8*) = Tr [eiﬁ*ﬁ”ﬁd‘ @] , (3.73)

za$ stowarzyszony z ta funkcja tworzaca rozklad nazywamy funkcja Wignera-
Weyla

W)= // B eive =000 (3, 37, (3.74)

Funkcja ta stuzy do liczenia Srednich z operatoréw uporzadkowanych symetrycz-
nie, na przyktad

% (ata + aat) = //d2aW(a, o )aak. (3.75)

W ogolnosci, mozemy odwréci¢ zwiazek miedzy funkcja tworzaca a funkcja Wi-
gnera jako

ce) (6,8 = //d2a e H B AW (o o). (3.76)
Zauwazmy ponadto, ze zachodzi
ok A A 2 A C Ak A
OB, %) = Tr [ e84 5| = =5y [100 (1070 (3.77)

Widzimy zatem podobieristwo do funkeji C™). Policzmy zatem przy pomocy
funkcji W $rednia z operatora uporzadkowanego normalnie

O(a,a") = com(al)"a™. (3.78)

Zauwazmy, ze Srednia z pojedynczych operatorow mozna otrzymaé poprzez na-
stepujace odwzorowanie funkcji C'(*),

a) = 0 ﬁ (s) *

@ [3(1'6*) ’ 21'] B0 ey (3.79)
0 *

(at) = [W + %} OG- (3.79b)




Stad w ogoélnosci
Sa ah)) — o I AN 1 BTN pa
<O(“’“ )> *;nc’“” L’)(w) T2 e T2 (B, 57)
i E ! 9 ﬁ " 2 iBa*+if* o *
2 com [8(iﬁ)+ 22'] [auﬁ*)*%} JJace e waan)

im//anOs(a,a*)W(a,a*), (3.80)

p=pr=0

gdzie

Os(a,a*)Echm [LjLﬂ] { 9 +E:| B +if"a

B=B*=0"
(3.81)

a6p) " 20| |o@pr) 26

Dla przykladu wykaza¢ (strona 94):
e O(a,a") =a'a — Og(a,a*) = a*a — 3
e O(a,at) = at%2a = o2 — o

3.4 Reprezentacje uogdlnione

W koriczacej sekcji tego rozdziatu przedstawimy ogélny przepis na liczenie do-
wolnej reprezentacji stanu kwantowego. W tym celu wprowadzamy

0= F//dQCYF(Q) (o, ) A (0 — 4, 0" — al), (3.82)
gdzie FY(a, /) nazywamy uogélniong reprezentacja 9, za$
A 1 « .4 * .
A —a,0" —al) = & //d%eﬂ(w Je-Bla’=a+8"@-a)  (3.83)

Jak wida¢, posta¢ F' zalezy od tego, jak wyglada Q(f3, 5*). W szczegolnosci,
2
gdy Q(B,5%) = %, F jest Q-reprezentacja. Gdy Q(g8, 5*) = 0, F jest funkcja

Wignera, zas gdy Q(8, 5*) = 7@ dostajemy P-reprezntacje Glaubera. Roz-
wazymy teraz po kolei te trzy przypadki i wykazemy, ze rzeczywiscie zachodza
wspomniane powyzej zwiazki.

Przypadek Q(3,5*) = 7@

W tym przypadku, na mocy twierdzenia BCH, mamy

~ 1 * N P
A(Q) (Oé _ d,Oé* _ d‘i‘) — — //dQﬁeﬁ (a—a)e_ﬁ(a —aT)
e

2
= L [fien [ Ll oo oy pemacer a0
w2 T

1 2 dQO/ B*(a—a’ -3 a*—a'* 1
5 [ [ S ) @le e~ Lyl (389)

co po podstawieniu do (3.82) odtwarza definicje P-reprezentacji.



Przypadek Q(3,5*) = ﬁT
W tym przypadku, na mocy twierdzenia BCH, mamy

o 1 w4 * N
A (o —a,0" —al) = = //d2ﬁe_ﬁ(a i) g (a—a) (3.85)
™

Wynik podstawiamy do macierzy gestosci (3.82), za$§ otrzymany operator ob-
ktadamy stanem koherentnym, dostajac

Lilolary = //anF(Q)(a, WA (a0 — a4, 0 — a1 o) = FO (o, o),

co z kolei odtwarza definicje Q-reprezentacji.

Przypadek Q(3,5%) =0

Wprowadzamy operator A, ktory jest odwrotny do A w takim sensie, ze

Tr [Am) (o —a,a" —aNAD (o — &, —al)| = 15@)(@ —a').  (3.87)
™

Mozna wykazaé, ze zachodzi
A®@ (of —a,a™ —al) = % //dQQS*Q(ﬂﬁ')eﬁ(a'**flT)*ﬁ*(a'*&)_ (3.88)
T
Przemnazamy teraz rownanie (3.82) przez Ai liczymy §lad, co daje w ogolnosci
F®(a,a*) = Tr {@Zm) (a—a,a* — aT)} . (3.89)

W szezeg6lnym przypadku Q = 0 otrzymujemy
FO(a,a* //dQBTr Qe—ﬁa +8 a} o’ —"al (3.90)

co odtwarza wyrazenie (3.74) na funkcje Wignera po zamianie zmiennych § —
—i oraz 3* — i3*.

Koriczymy na tym ogélne rozwazania dotyczace opisu stanéw kwantowych
przy pomocy reprezentacji w przestrzeni fazowej. Przechodzimy teraz do zasto-
sowan zdobytej dotychczas wiedzy, zaczynajac od zagadnien spojnosci, funkcji
korelacji i interferometrii §wiatta.



Rozdzial 4

Interferometria 1 sp6jnoscé

W tym rozdziale przedstawimy zarys kwantowej teorii spojnosci pola elektro-
magnetycznego. Odtworzymy rozumowanie, ktére przedstawit Roy Glauber w
swoich przelomowych pracach z lat 60-tych na temat teorii spéjnosci, za ktore
w 2005 roku wyrozniony zostal nagroda Nobla [?, ?]. Zanim jednak przejdziemy
do sformutowania teorii spdjnosci oraz wprowadzimy zwigzane z nig funkcje
korelacji, opiszemy model interferometru Hanbury-Brown & Twiss, ktory wy-
korzystywany jest do mierzenia rozmiaréw katowych gwiazd.

4.1 Interferometr typu Hanbury—Brown & Twiss

Rozwazmy nastepujace zagadnienie: w znacznej odleglosci od Ziemi znajduja sie
dwa zrodla $wiatta. Moga to by¢ dwie gwiazdy, a moze tez by¢ tak, ze dwoma
zrodlami sa raczej dwa skrajne punkty na powierzchni jednej gwiazdy. Naszym
zadaniem jest, dokonujac pomiaru docierajacego do Ziemi Swiatta, okresli¢ jaka
jest odlegtosé katowa pomiedzy dwoma zrédtami. Zalézmy, ze docierajace §wia-
tto sktada sie z dwu fal ptaskich o wektorach falowych k i k’, odpowiadajacych
dwém kierunkom zwigzanym ze zrédltami. Ponadto zakladamy, ze czestosci w
sa takie same dla obu kierunkéw, co zawsze mozna wymusi¢ przez odpowiednie
odfiltrowanie sygnatu.

Rozwazany uktad pomiarowy sklada sie z dwu luster, umieszczonych w punk-
tach ry i ro, do ktorych dociera sygnal z gwiazd. Nastepnie sygnal kierowany
jest do detektora, ktéry umieszczony jest po srodku miedzy lustrami. Mierzone
na detektorze natezenie §wiatla (przy zalozeniu doskonalej wydajnosci) wynosi

I=(E]?) = <|Ek(eik‘“ +etkrz) 4 By (e eik"rz)|2> S ()

Zatozylismy, 7ze fala jest spolaryzowana liniowo, za$ zalezne od czasu wspolne
czynniki e™* wnosza tylko nieistotna globalng faze. Sredniowanie w tym wy-
razeniu odbywa sie zaréwno po mozliwych flutkuacjach amplitudy pochodza-
cych od samego Zrodta (ktore jest w tym przypadku temriczne, albowiem emi-
sja pochodzi z powierzchni gwiazdy o ustalonej temperaturze), jak i po fluk-
tuacjach pochodzacych z zaburzen na skutek przechodzenia $wiatta przez at-
mosfere. Termiczne 7rédlo charakteryzuje sie zerowa $rednia amplituda, czyli
(Ey) = (Ep) = 0 oraz brakiem poziadiagonalnej korelacji najnizszego rzedu
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(EfEw) = 0. Zakladajac, ze Srednie natezenie z obu zrodet jest takie samo (za-
tozenie to jest czynione tylko dla uproszczenia rachunkéw, lecz nie jest konieczne
dla dalszego toku rozumowania), czyli (|Ex|*) = (|Ew|*) = Iy, otrzymujemy

=4I, {1 + cos B(k +K) (1 — rg)] X 08 B(k —X)-(r - rg)} } . (4.2)

Jezeli zatozymy, ze k — k’ jest rownolegle do r1 — ro oraz ze |r; —ra| = rg a
|r1 — ra| = ki, gdzie ¢ jest poszukiwanym rozmiarem katowym, otrzymujemy

I = 4, {1 + cos B(k +K) (g — rg)] X oS (W;“")} : (4.3)

gdzie wektor falowy k taczy sie z docierajaca dtugoscia fali zwiazkiem k = 27 /.
Wada tej metody mierzenia rozmiaru katowego, jest obecno$é¢ bardzo szybko
zmiennego czynnika zaleznego od sumy wektorow falowych. Ta szybka zmien-
no$c¢ sprawia, ze efektywnie pierwsza z funkcji trygonometrycznych usrednia sie
praktycznie do zera, co sprawia, ze natezenie I praktycznie nie zalezy od ¢.

Alternatywng metode mierzenia rozmiaréw katowych gwiazd zaproponowali
Hanbury-Brown i Twiss w pracy [?]. Ich kluczowym osiagnieciem byto zauwaze-
nie, ze mozna pozby¢ sie szybko oscylujacego czynnika poprzez mierzenie nate-
zen niezaleznie w punktach ry i ro, zamiast — jak w poprzednim schemacie —
zbieranie calego sygnatu do jednego punktu. Po wykonaniu pomiaréw w dwu
punktach, wyniki sie koreluje i usrednia. W ten sposob otrzymuje sie wielko§¢,
ktora nazywamy funkcja korelacji natezen, i ktora niesie informacje o rozmiarze
katowym lecz pozbawiona jest szybkiej zmiennosci.

Natezenie mierzone w punkcie r; dane jest przez

I(r;) = |Ex > + |Ew | + (Bx B &K ™ L ec) (4.4)

Wyniki zebrane z dwu punktéw sa nastepnie przemnazane i usredniane, dajac
(I(r1)I(rs)) = < [|Ek|2 F|Ew|? + (BB &K 4 c.c.)}

x [|E,€|2 + | By |2 + (EREL k)2 4 c.c.)} > (4.5)

Wida¢, ze w powyzszej Sredniej nie wystepuja czlony zalezne od sumy wekto-
row falowych, pojawia sie zas porzadane czlony typu (k — k') - (r1 — r2), ktore
prowadzg do zalezno$ci = od rozmiaru katowego . W nastepnych czesciach
wykazemy, ze funkcje korelacji, ktorej przyktadem jest korelacja natezen w po-
wyzszym réwnaniu, niosa znaczng ilosé informacji o naturze stanu kwantowego.
Poniewaz funkcje korealcji sg bezposrednio dostepne w doswiadczeniu, ich po-
znanie i zrozumienie jest szczeg6lnie istotne.

4.2 Funkcje korelacji pola elektromagnetycznego

By zrozumieé¢ dlaczego funkcje korelacji w optyce kwantowej maja taka, a nie
inng postaé, nalezy zastanowi¢ sie, jak przebiega proces detekcji pojedynczych
fotondéw. W tym celu przypomnijmy, ze operator pola elektrycznego ma postaé

E(r,t) =) exoliobnoe ™) + He=EM (r,t) + EO(r,1).  (4.6)
k,o



Detektory §wiatla zazwyczaj wykorzystuja efekt fotoelektryczny: padajacy na
powierzchnie detektora foton jest pochtaniany, powodujac jonizacje atomu. Wolny
elektron jest powielany, dajac makroskopowy prad elektryczny, ktérego zareje-
strowanie utozsamiane jest z pomiarem pojedynczego fotonu. Widzimy zatem,
ze kluczowym skladnikiem fotodetekcji jest proces anihilacji fotonu. Mozemy
wyznaczy¢ prawdopodobienistwo zmierzenia jednego fotonu w punkcie r i w cza-
sie t jako

wi(r,t) = [(FES (x,0) [ [ (4.7)

Wktad do tego wyrazania ma tylko czesé operatora pola o dodatniej czestosci.
Stany |¢) oraz |f) to odpowiednio poczatkowy i koricowy stan pola (czyli przed i
po detekeji). W nastepnym kroku zauwazamy, ze stan po detekcji jest nieistotny
dla zagadnienia, wktad do prawdopodobieristwa maja zatem wszystkie mozliwe
|f). Stad dostajemy

wi () = D [FED @ )]0) 2 =Y RO @ )1f) (FED @8] (48)
! !

Poniewaz stany |f) tworza baze zupelna, otrzymujemy wyrazenie
wi (r,1) = (B (0, OB (x, ) ]i) (4.9)

Zatem prawdopodobienstwo zmierzenia fotonu w punkcie (r,t) dane jest przez
srednia 7 hermitowskiego operatora E(=)(r,t)E(*)(r, 1) na poczatkowym stanie
pola. W sytuacji, gdy stan ten nie jest czysty, lecz mieszany, otrzymujemy

wi(r,t) = Tr [@ EC) (r, ) B (x, t)] . (4.10)

Wprowadzamy teraz funkcje, ktéra jest uogdlnieniem powyzszego wyrazenia na
dwa punkty (r1,t1) i (r2,t2), czyli

G(l) (I‘l, Iro; tl, tg) ="Tr |:é ]:](7)(1‘1, tl)E(Jr) (I‘Q, t2):| . (411)

Obiekt ten nazywamy funkcja korelacji pierwszego rzedu. Zauwazmy, ze w 0gol-
nosci G(M nie jest rzeczywista, albowiem E(_)(rl, tl)ﬁ)(“(rg, t2) nie jest opera-
torem hermitowskim. Prawdopodobieristwo w1 (r,t) jest szczegdlnym przypad-
kiem funkcji korelacji pierwszego rzedu, gdyz

wy (r,t) = GV (r,r;t,1). (4.12)

Tok rozumowania zarysowany powyzej mozna rozszerzy¢ na przypadek pomiaru
dwu fotonéw. Wtedy taczne prawdopodobienistwo zmierzenia jednego fotonu w
punkcie (r1,t1), za$ drugiego w (ra,t2) dane bedzie przez

wa(r1, 1572, t2) = [(fIB) (v, 1) B (v, 1) [4) . (4.13)
Pozbycie sie informacji o stanie koricowym daje w ogélnosci

wa(ry,t1;12,t0) = Tt [@E(f)(rl,t1)E(7)(I‘2,tz)E(ﬂ(I‘z,tz)EH)(I‘l,t1)} .
(4.14)



Zatem funkcja korelacji drugiego rzedu dana bedzie przez
G (ry,ra,13,r45t1, o, t3,t4) =

- [@ EC) (1, 1) B (rg, t2) B (13, £5) B (14, 1) . (4.15)

Procedure te mozna kontynuowag, liczac n-czastkowe taczne prawdpopodobien-
stwo detekcji n fotonéw oraz zwigzana z nim funkcje korelacji

G(n)(rla BEREE FUP ETRTS PI ;r2n;t15 s 5tn;tn+1a s ;th) =
=Tr [6BO (1, 1) .. B (1, ) B (tni, trgr) - . B (1o, tgn)} .
(4.16)

Zauwazmy, ze zaréwno funkcje korelacji jak i stowazyszone z nimi prawdopodo-
bienstwa sg $rednimi z operatoréow (hermitowskich badz nie) uporzadkowanych
normalnie, to znaczy wszystkie operatory kreacji (ukryte w symbolach ]:](*))
sa po lewej, za$ anihilacji (ukryte w symbolach E(+)) sa po prawej stronie. Za-
uwazmy rowniez, ze w ogdlnosci korelacje klasycznych natezen sa czym innym
niz odpowiadajace im prawdopodobienstwa tgczne policzone zgodnie z przepi-
sami mechaniki kwantowej. Co prawda na poziomie jednocialowym réznicy nie
ma, albowiem (4.9) mozna zapisa¢ jako

wi(r,t) = <E<*>(r,t)E<+>(r,t)> = <f(r,t)>, (4.17)

co stanowi bezposrednig analogie do klasycznego wi(r,t) = (I(r,t)).
Niemniej, juz na poziomie dwucialowym, réwnanie (4.14) ro6zni sie od kla-
sycznego (I(ry,t1)I(ra,t2)) albowiem

B (01, 6) B (g, ) B (rg, t2) B (01, 1) # I(r1, 1)1 (ra,t2).  (4.18)

Uporzadkowanie operatoréw i nietrywialne reguty komutacyjne staja sie istotne.

Dla porzadku przywolajmy jeszcze wyrazenie na unormowane funkcje kore-
lacji, tak zwane “mate g”. W przypadku, gdy wszystkie zmienne polozeniowe sg
rowne, za§ czas w argumencie jest ¢ oraz t + 7, funkcje te sg — jak wykazemy
— miarg sp6jnosci czasowej i w dwoch najnizszych rzedach sa postaci

(BO @, B (x, ¢+ 7))

g (r,7) = (4.192)

A~

\/ (B (1B .0)) (RO, ¢+ 1B (1,14 7))

(BO (B (x, ¢ 4+ 1B (1, £+ ) ED (1,1))
9P (r,7) = - - . . (4.19D)
(BO (r, )BO (x,1)) (BO) (vt + 1)BO (1,6 + 7))

W przypadku jednomodowym, zalezne od czasu i od przestrzeni wspotczynniki
fazowe kasuja sie, pozostawiajac szczegoblnie proste wyrazenia

at(t)a T
g(r) = < (tzaT(Z;r ) (4.20a)
y2(r) = O ?A:)A;HT)W» (4.20b)



Wyznaczmy teraz te wielko§ci w dwoch przypadkach. Wykorzystamy w tym celu
do$wiadczenie zdobyde w poprzednim rozdziale. Jako ze wyznaczamy Srednie z
operatoréw uporzadkowanych normalnie, do ich policzenia wykorzystamy P-
reprezentacje stanu kwantowego. Na pierwszy ogien pojdzie stan termiczny, dla
ktorego (patrz rownanie (3.39)

P(a,a”) L_ -l (4.21)
a, Q") = ——e @, .
(n)

3

Wtedy mamy

@) () — [ o P(a,a*)|al*
970 = T @a Pla, o)

Z kolei dla stanu koherentnego |a),, dla ktorego

S =2. (4.22)

Plo, o) = 6% (a — ap) (4.23)
otrzymujemy

_ _JJdaP(a,a”)|af*

(2) — —
970 = U Ba Ploar)alPE '

(4.24)

Pokazemy teraz, w jaki sposob spéjnosé pierwszego rzedu taczy sie z widzialno-
$cig prazkow interferencyjnych w doswiadczeniu Younga.

4.3 Spojnosé pierwszego rzedu i doswiadczenie
Younga

Interfrerometr Younga sktada sie ze zrodla, ktore o§wietla dwie szczeliny znajdu-
jace sie w potozeniach r; oraz ro. Za szczelinami znajduje sie ekran, na ktérym
w punkcie r powstaje obraz szczelin. Pole elektryczne, ktére dociera do tego
punktu mozna wyrazi¢ jako superpozycje pol z punktéow ry i ro w czasach od-
powiednio t; = |r1|/c 1 to = |ra|/c wczedniejszych. Mamy zatem, zaktadajac
liniowg polaryzacje zrodla,

EF) (e, t) = K1 ED) (v, — t) + Ko B (ry,t — 1), (4.25)
gdzie K7 i K5 sa wspotczynnikami dyfrakcyjnymi méwiacymi o tym, ze de facto

fala wychodzaca ze szczeliny jest falag kulista. Wyznaczmy teraz natezenie pola
w tym punkcie. Mamy

<f(r,t)> - <E<*>(r,t)E<+> (r,t)>
= Ky |? <E(_)(r1,t ) E® (et — t1)>
+ | Ko |? <E(_)(r2, t—to) B (rg,t — t2)>

+ 2Re [K;KQ <E<*>(r1, t— ) B (1o, t — t2)>} . (4.26)



Wynik ten mozna wyrazi¢ przez funkcje korelacji pierwszego rzedu (4.11). Mia-
nowicie

<f(r, t)> = |K1|2G(1)(I‘1,I‘1,t — tl,t — tl) + |K2|2G(1)(I'2, Iro, t— ﬁg,t — tg)
+ 2Re {K;‘KQG“)(rl, ro,t —ty,t — tQ)} : (4.27)
Zaktadajac, ze pole jest stacjonarne, otrzymujemy

<f(r,t)> = |K1PGD (r1, 11, 0) + [Ko2GD (12, 12, 0) + 2Re [K;KQ(;(l)(rl,rg,T) :

(4.28)

gdzie T = t; — t2. Przyjmujac
(10()) = [K: 26D (xi,x5,0) (4.29)

otrzymujemy

<f(r,t)> = <f(1)(r)> + <f(2)(r)> + 2\/<f(1)(r)> <f(2)(r)>Re [g(l)(rl,rg;r) ,
(4.30)

gdzie “mate g” dane jest przez

G

00 (1, v2:7) (v vz, 1) (4.31)

- \/G(l) (I‘l, ry, T)G(l) (1‘21‘2, T) .

Wyrazenie natezenia przez unormowana funkcje korelacji, tak jak w (4.30), uwy-
pukla znaczenie tej wielkosci. Poniewaz wszelkie mozliwe oscylacje natezenia
zwiazane sa wlasnie z cztonem proporcjonalnym do ¢, to funkcja ta jest miara
widzialno$ci prazkéw. Zapisujac

gV (r1,12;7) = |g (11, 105 7) [0 12T (4.32)

otrzymujemy
(i(e,t)) = (I0()) + (1P (x))
+ 2\/ <f<1>(r)> <f<2> (r)>|g(1)(r1, ro:7)| cos((r1, ta; 7).  (4.33)

Widzialnosé¢ prazkéw zdefiniowana jest jako

- it i)} (F@) (r
(i) <I(,t)>min2\/<1 ) (1))

V= =2 - g (x1, 725 7)]
e e ) W (T R ey
(4.34)

~>

W przypadku, gdy natezenia sa réwne dostajemy po prostu
v=|gW(r,re;7)). (4.35)

Stad wida¢, ze ¢(!) jest miara koherencji pierwszego rzedu. Poniewaz na mocy
nieréwnosci Cauchy-Schwarza 0 < |¢™V)| < 1, najbardziej spojne jest $wiatto
koherentne, ktore nasyca goérng granice. Jest to kolejne uzasadnienie nazwy
“stan koherentny” — jest to taki, ktory wykazuje najwyzsza spdjnosé pierw-
szego rzedu.



4.4 Spojnosé drugiego rzedu

Zauwazmy, ze informacja zawarta w ¢(!) jest ograniczona. Ten sam wynik na
funkcje spdjnosci pierwszego rzedu uzyskuje sie biorac §wiatlo termiczne jak i
koherentne. Oznacza to, ze by zyskac szersza wiedze o wlasnosciach pola, nalezy
rozwazy¢ funkcje korelacji wyzszego rzedu. W tym rozdziale pokazemy, w jaki
sposob informacje o ¢ mozna pozyskaé z doswiadczenia typy Hanbury-Brown
& Twiss.

Przypomnijmy, ze do§wiadczenie HBT polega na detekcji natezenia Swiatla
na dwoch detektorach, znajdujacych sie w punktach r; oraz ro, w chwili czasu
t. Prawdopodobienstwo laczne zmierzenia sygnatu na obu detektorach, jest, jak
argumentowali$émy, zwigzane z funkcja korelacji drugiego rzedu

G (ry,ro;t) = Tr [ BT (ry, )BT (g, )BEE) (rg, ) B (v, 8)| . (4.36)

Zakladamy, ze $wiatlo docierajace do detektoréw jest sumg dwdch modow, zas
kazdy z nich reprezentowany jest przez fale ptaska. Mamy zatem (przyjmujac
ponadto polaryzacje liniowa $wiatta)

EW) (r,4) = ex (ake*iw”kf + ak,e*iwk't“k’r) . (4.37)

Stad po podstawieniu do (4.36), dostajemy lacznie szeszna$cie czlonow sklada-
jacych sie na funkcje korelacji drugiego rzedu. Jezeli stan pola jest taki, ze oba
mody sg niezalezne (na przyktad promieniowanie pochodzace z dwoch gwiazd),
a ponadto wszelkie nieparzyste Srednie znikaja, otrzymujemy

GOy, rast) = (afafanan ) + (alaf i ) + (4.38)

+ (ahifdnine ) (147000 ) (ol o) (14 e000).
Wyrazenie to upraszcza sie, jezeli zrodla sa statystycznie takie same, czyli
<dek> = <dL,dk/> = (f) oraz <(dek)2> = <(dL,&k/)2> = (n?). Wtedy otrzy-
mujemy

G (ry,ro;t) = 25§[<ﬁ2> —(A) 4 () (1 + cos[(k — k') (r; — rg)])] (4.39)

hw

Dla termicznego zrodla §wiatta mamy (n?) = 2 (2)* + (n), gdzie (R) = (e™oT —
1)~1, dostajemy zatem

GO (ry,ra;t) = 2 (A)2 el [3 + cos[(k — K)(r; — rg)]} . (4.40)
Zatem funckja korelacji wykazuje oscylacje pozwalajace na zmierzenie odlegtosci
katowej, mimo ze zrédla sa niezalezne.
4.5 Detekcja homodynowa

Przedtsawimy teraz powszechnie uzywang metode wykrywania $ciskania stanu
pola elektromagnetycznego. Metoda ta, oparta na pomiarze wariancji liczby



fotonéw na detektorze, przedstawia powszechnie uzywany w optyce schemat
detekcji homodynowej.

W schemacie tym, oprécz jednomodowego pola kwantowego opisywanego
operatorem anihilacji a, wprowadzamy pole pomocnicze b. Oba pola maja te
samg czesto$¢, tak by wszystkie wyniki nie zalezaly od czasu. Sygnal z obu
pol pada na idealna (czyli bezstratng) ptytke swiattodzielaca o amplitoduowym
wspotczynniku odbicia r i przejscia ¢, czyli

P +t*=R+T=1. (4.41)

Oznaczmy przez ¢ i d mody $wiatta po przejsciu przez ptytke. Unitarna trans-
formacja kanoniczna taczaca mody wejsciowe z wyjsciowymi jest postaci

¢ =ta+irb (4.42)
d = ira + tb. (4.43)

Kluczowe sa operatory liczby fotonéw w modach wyjsciowych. Mamy mianowicie

he = éfe=Tala+ (1 — T)bTb+i/T(1 — T)(a'b— bTa) (4.44a)
fa=d'd=(1—T)ata+Tblb—i/T(1—T)(a'b—bla). (4.44b)

Wyrazenia te sa punktem startowym dla dalszej analizy.

4.5.1 Zwykla detekcja homodynowa
Przyjmijmy

T >R, (4.45)
czyli dominujacym efektem na plytce jest przepuszczanie sygnatu. Ponadto za-
ktadamy, ze stan §wiatta w modzie b jest stanem koherentnym |5). Méwimy, ze

badany mod $wiatla a sprzega sie z lokalnym oscylatorem. Wyznaczmy $rednia
liczbe fotonéw w porcie c. Mamy

(o) =T (afay+ (1 - D)8 -2y TA-T)8| (X (v +5)),  (4.46)

gdzie

1 . .
X(p) = 3 (ae™ +ale'). (4.47)
Widzimy zatem, ze pomiar liczby fotonéw na porcie ¢ dostarcza informacji o
sredniej kwadraturze, za$ jej orientacje (czyli ewentualny kierunek $ciskania)
mozna dobraé¢ kontrolujac ¢ — faze lokalnego oscylatora. Zalézmy dodatkowo,

7e |3|?> — natezenie stanu koherentnego — dominuje nad liczba fotonéw w mo-
dzie a, tak ze mimo (4.45), spetnione jest

T (a'a) < (1-1T)|6. (4.48)

W takim przypadku otrzymujemy przyblizone wyrazenie na Srednia liczbe foto-
néw

(e) ~ (1= T)|52 =2y TA=T)|5 (X (o +5) ) (4.49)



By wykry¢ $ciskanie, musimy odwotaé sie do drugiego momentu operatora. Ko-
rzystajac z warunkow (4.45) i (4.48) otrzymujemy przyblizone wyrazenie

((Ane)?) = (A2) — (ie) =~ (1 - T)|8 ((1 T+ 4T<(AX (@ n g))2>) .
(4.50)

Zatem pomiar wariancji kwadratury przebiega nastepujaco. Na poczatku wy-
tacza sie sygnat plynacy z modu a i mierzy sie na detektorze ¢ szum Srutowy
pochodzacy od lokalnego oscylatora. Nastepenie mierzy sie fluktuacje liczby fo-
tonéw na ¢, a od wyniku odejmuje sie szum Srutowy. W ten sposéb dostaje sie
informacje o ewentualnym S$ciskaniu kwadratury.

4.5.2 Zbalansowana detekcja homodynowa

W tym schemacie pomiar odbywa sie na obu portach c i d, za$ sygnal z dwu
portow jest odejmowany. Korzystajac z rownan (4.44) i zakladajac T = 1, otrzy-
mujemy

n = e —ng = —i(ath — b'a). (4.51)

Zatem bez zadnych przyblizen mamy

Sy ¢ il
() = —2|5| <X (¢+ 2)> (4.52)
Zakladajac za$, ze natezenie 3 jest bardzo duze, otrzymujemy
SN2\ 2 o T\\2
((an)?) =~ 41 (AX (p+ 3))). (4.53)

zatem pozbylismy sie ktopotliwego wktadu od szumu $rutowego.

4.5.3 Pomiar fazy — interferometr Macha-Zehndera

Zalozmy teraz, ze na jednym z ramion, na przyktad b nadrukowywana jest faza
0. Mamy wtedy zwiazek miedzy wejsciowymi a wyjSciowymi modami postaci
(przeliczyé na wykladzie)

= % (=€) a+i(1+e)d] (4.54a)
d= % i(1+e)a—(1-e?)5]. (4.54b)

Operator liczby fotonow daje
J.(0) = J. cos0 — J, siné. (4.55)

Jezeli faza jest estymowana z réznicy populacji, proste wyrazenie na propagacje
btedu daje

A= T (4.56)




Zakladamy, ze na jednym z portow wejSciowych jest stan koherentny o ampli-
tudzie g = /npe*?, na drugim proéznia. Liczac wokét 8 = ¢, dostajemy

Ag = (4.57)

A/ Tp ’
czyli granice szumu Srutowego. (Pokazaé), ze jezeli zamiast prézni wezmiemy
$cisnieta proznie [0€), gdzie &€ = re’?, to dla ny, > 1 otrzymujemy

e*’r

N

Zatem nieklasyczno$é stanu Scisnietego jest zasobem dla polepszenia precyzji
ponad granice szumu $rutowego.

Al =

(4.58)

4.6 Kryteria nieklasycznosci dla G

4.6.1 Pole dwumodowe

W tej czesci pokazemy, w jaki sposob pomiary funkcji korelacji drugiego rzedu
niosa informacje o nieklasycznosci stanu kwantowego. Zacznijmy od analizy na-
stepujacego uktadu dwumodowego. Niech $wiatto sktadajace sie z dwoch fal
plaskich o wektorach falowych k; i ko pada z dwoch stron na plytke $wia-
tlodzielaca. Wektory, ktore ulegaja odbiciu oznaczac¢ bedziemy przez ki i k.
Nastepnie impulsy sg zbierane w dwdch punktach r, i ry, gdzie na detektorach
nastepuje pomiar natezen.

e Klasycznie fluktuujace swiatto

Zalézmy na poczatku, ze §wiatto docierajace do detektoréw jest klasycznym,
fluktuujacym polem. Mierzona funkcja korelacji drugiego rzedu bedzie postaci

G (ra, 1) = (|E(ra) PIE(r)]?), (4.59)

gdzie amplitudy pola mierzone w dwu punktach sg postaci

£ = .
E(ry,) = — (ia eKita 4 o e“‘”“) 4.60a
(ra) 7 i 2 ( )
E(ry) = % (aleiklrb + iageik”b) . (4.60b)

Zalozmy ponadto, ze fluktuacje pola maja charakter termiczny, co oznacza, ze
przezywaja tylko srednie typu (| E(r;)[?) badz (| E(r;)[*| E(r;)[?). Wtedy funkcje
(4.59) mozemy przepisa¢ w postaci

GO (ry,1p) = i (((11 +1)?) — 2 (I ) cos((ka — ki )rq — (K — kl)rb)) ,
(4.61)

gdzie I = £?|a;|?. Ktadac (ko — ki)r, = 2z, oraz (ks — ki)r, = 2Zay, otrzy-

mujemy

GO (rg,1y) = % (((11 4 0)?) — 2(I 1) cos (2%(95 - xb))) L (4.62)



Zatem funkcja korelacji drugiego rzedu ma prazki interferencyjne. Ich widzial-
no$¢ wynosi

o Gge)leijl)n _ 2<11[2> < l (4 63)
G +G2 (D) +(I5) +2(hl) 2 '

v

gdyz (If) + (I3) > 2(I115). Zatem otrzymaliémy ograniczenie na widzialno$é
prazkéw interferencyjnych dla klasycznych pol.

e Swiatto kwantowe

7 drugiej strony, rozwazmy przypadek, gdy pola sa kwantowe, czyli zastepu-
jemy (4.60) przez

EM) () = £ (idleiﬁlfa + @26“‘2”&) (4.64a)
Y2
E(+)(rb) = % (d1€iklrb + idzeifqrb) . (4.64b)

Policzmy funkcje korelacji drugiego rzedu dla stanu Focka |1y, , 1k, ). Otrzymu-
jemy

(Liey Liea | B (r0) B (1) BT (1) BT (1) [ 11y, Tiea) =

_ % (1 o <2%(x _ m)) | (4.65)

Funkcja ta ma widzialnos¢ prazkow

G(z) (raa rb)

Glix — G

SN N (4.66)

Zatem istnieja pola kwantowe, ktére tamig klasyczng granice v < % Zatem
lamanie tego ograniczenia jest kryterium kwantowosci pola elektromagnetycz-
nego.

4.6.2 Nier6éwnos$é Cauchy-Schwarza

Wyprowadzimy teraz kolejne kryterium na nieklasycznosé, oparte na wtasno-
Sciach funkcji korelacji drugiego rzedu. Korzysta ono z powszechnie znanej nie-
roéwnosci Cauchy’ego-Schwarza.

Zaczynamy od przypomnienia, ze P-reprezentacja wielomodowego stanu kwan-
towego ma postac

o= /d& /d&* &) (@ P(a&, &), (4.67)

gdzie |@) = @), |o;) jest wielomodowym stanem koherentnym. Policzmy funkcje
korelacji drugiego rzedu na tym stanie. Mamy

G (ry,ro5t1,t2) = Tr {@E(f)(rht1)]:3(7)(1‘2,t2)]:3(+)(1‘2, tz)E(ﬂ(I‘l,h)} ,
(4.68)



gdzie — przypomnijmy — wielomodowe pole elektromagnetyczne dane jest

E(r,t) =) exolioinoe ™ ) + He= B (r,t) + BO(r,1).  (4.69)
k,o

Poniewaz funkcja korelacji jest skonsturowana tak, ze jest $rednia z operatora
uporzadkowanego normalnie, od razu dostajemy

G (ry,roity, 1) = /do? /d&*P(&, AV g(ry, t1)I5(re, ts), (4.70)

gdzie natezenie pola elektromagnetycznego dane jest wzorem

2

I&(ria ti) = Z ek,crgk,aak,aei(k.ri7wkti) . (4:7].)
k,o

Zauwazmy, ze jezeli P-reprezentacja jest dodatnio okreslona, wyrazenie odtwa-
rza klasyczng funkcje korelacji drugiego rzedu

G (ry,ro5t1,t2) = (Ig(r1,t1) L5 (r2, t2)) 5 - (4.72)

W tym wypadku zastosujemy catkowg nieréwnos$¢ Cauchy’ego-Schwarza, ktora
dla rzeczywistych funkcji f(x) i g(x) ma postac

( /dxf(w)g(fc)>2 < /dx (@) /dxg%c). (4.73)

Przyjmujac f = /P(&,&*)15(r1,t1) oraz g = /P&, a*)Iz(ra,t2) dostajemy
nieréwnos$é¢ ograniczajaca funkcje korelacji drugiego rzedu dla poél klasycznych
(czyli takich, ktore maja dodatnio okreslone P):

G (ry,r9;t1,t2) < \/G(Q) (r1,r1;t1,t1)G® (ro, ro;ta, ta). (4.74)

W szczegoblnosci, dla pomiaréw na jednym detektorze (r; = ra) w dwoch chwi-
lach czasu t1 i t1 4+ 7, oraz zaktadajac, ze pole jest stacjonarne, dostajemy

g2 (1) < g?(0). (4.75)

Oznacza to, ze dla pdl klasycznych, prawdopodobienistwo detekcji dwoch fo-
tonéw w tej samej chwili czasu jest wieksze, niz w dwoch réznych chwilach.
Zjawisko to nazywamy grupowaniem fotonéw i moze mie¢ ono rézny stopien:
dla stanu koherentnego ¢ (1) = ¢ (0) = 1 (czyli rozktad jest réwnomierny),
za$ dla stanu termicznego ¢ (1) = 1, oraz ¢(®(0) = 2 (wyrazne grupowanie).
Kazdy stan, dla ktorego (4.75) nie jest spelnione, jest stanem kwantowym.

4.6.3 Kryterium pochodzace z wariancji

Kolejna nieréwnosé pochodzi z obserwacji, ze w ogélnosci mamy

(I*)y —(I)* > 0. (4.76)



Zatem dla klasycznych pol, dla ktorych

9 (0) = % (4.77)

~

zachodzi nier6wnos$é
4@ (0) > 1. (4.78)
Zatozmy, ze pole kwantowe jest jednomodowe i w stanie Focka |n). Wtedy

n(n—1)

1

g (0) =

n

Zatem nieréwnos$¢ (4.78) mozna ztamaé¢ dla pol kwantowych, jest ona zatem
kryterium kwanotowosci.






Rozdzial 5

Oddzialywanie swiatla z
materig — polklasycznie

W tym rozdziale oméwimy podstawy teorii oddzialtywania klasycznego pola elek-
tromagnetycznego z atomem. Jest to pierwszy krok na drodze do skonstruowa-
nia kompletnej teorii oddzialywania §wiatla z materia. Teoria taka, by mogta
uwzglednia¢ subtelne zjawiska kwantowe, musi postugiwaé¢ sie kwantowym opi-
sem pola elektromagnetycznego. Taki kompletny model przedstawimy w kolej-
nym rozdziale.

5.1 Hamiltonian oddzialywania

Hamiltonian opisujacy oddzialywanie pola elektromagnetycznego o potencjale
skalarnym U (r,t) i wektorowym A(r,t) 7z pojedynczym elektronem o tadunku e
ma znang postac¢ tak zwanego “minimalnego sprzezenia”’ (wyprowadzié) , czyli
N 1 N
H=—(p—cAlr, ) 4 eU(r,t) + V(r). (5.1)
m
Wyprowadzimy teraz ten Hamiltonian zaktadajac niezmienniczo$¢ pola elektro-
magnetycznego ze wzgledu na cechowanie. Nastepnie upro$cimy jego postac tak,
by mozna bylo otrzymacé przyblizone wyniki analityczne.

5.1.1 Niezmienniczo$¢ ze wzgledu na cechowanie a Hamil-
tonian minimalnego sprzezenia

Rozwazmy swobodne réwnanie Schrodingera dla czastku o masie m postaci

h2v?

zh@ﬂ/} = — om

Y. (5.2)
Roéwnanie to oczywiscie jest niezmiennicze ze wzgledu na nadruk globalnej fazy,
czyli niezaleznej od r. Niemniej ulega ono transformacji o ile faza jest lokalna,

czyli

U(r,t) — P(r, t)exED, (5.3)
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By réwnanie Schréodingera pozostawalo niezmiennicze ze wzgledu na lokalne
cechowanie, musi mie¢ ono postaé

o i A 4
ihowp = {—% {V —iy (r,t)} +eU(r,t)}w, (5.4)
gdzie pole wektorowe i skalarne transformuje sie zgodnie z
h
A(r,t) — A(r,t) + —Vx(r,t) (5.5a)
e
h
U(r,t) = U(r,t) — gatx(r,t). (5.5b)

Mozemy teraz utozsami¢ pole skalarne i wektorowe z potencjatem skalarnym i
wektorowym pola elektromagnetycznego, albowiem transformacja (5.5) zapwe-
nia niezmienniczo$é¢ pol E i B zdefiniowanych jako
E=-VU-0;A (5.6a)
B=VxA (5.6b)

ze wzgledu na zmiane cechowania. Hamiltonian (5.1) jest punktem startowym
wszystkich naszych rozwazan w tym rozdziale.

5.1.2 Przyblizenie dipolowe i Hamiltonian r - E

Od tej pory obieramy cechowanie, gdzie U = 0 oraz VA = 0. Ponadto za-
uwazmy, ze rozmiar paczki falowej elektronu w atomie wodoru (przynajmniej
w niezbyt wysokich stanach energetycznych) jest rzedu 14 = 10~ 0m. Dhugosé
fali pola elektromagnetycznego, w ktérym “zanuzony” jest atom jest rzedu 10~7-
10~%m. Oznacza to, ze na obszarze, na ktérym znajduje sie elektron, mozna
przyjac, ze pole elektromagnetyczne jest state, i o ile stosuje sie przyblizenie fali
plaskiej, mamy

A(r,t) ~ A(t)e’ro, (5.7)

gdzie ry jest $rednim polozeniem elektronu. Réwnanie Schrédingera dla elek-
tronu przyjmuje zatem postaé

) 1. -
ih0g) = | 53— (b — eA(xo, )" + V(r) | . (58)
Dokonujemy nastepnie transformacji cechowania

O(r,t = e FATDTHp 1), (5.9)

Podstawiamy to wyrazenie do (5.8) i otrzymujemy nowe réwnanie na funkcje
falowa elektronu ¢(r,t) postaci

ihd,¢ = |Hy — er - B(ro, t)| ¢, (5.10)

gdzie Hy = — 2 4 V(r) oraz E = —§,A.
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Hamiltonian p - A

Inng forma Hamiltonianu minimalnego sprzezenia w przyblizeniu dipolowym
jest tak zwana postaé¢ p - A. Pochodzi ona z bezposredniego podniesienia do
kwadratu pierwszego czlonu w Hamiltonie (5.8). Przy zalozeniu, ze czton pro-
porcjonalny do A? moze byé¢ zaniedbany, dostajemy réwnanie na funkcje
postaci

ihdw) = |Hy — %p - A(ro, t)} o. (5.11)

W ogdlnosci mozna wykazaé, ze rozwigzania dwoch rownan (5.10) i (5.11) daja
takie same wyniki fizyczne, lecz jest to zagadnienie nietrywialne, ktore nie bedzie
tu dyskutowane.

5.2 0Oddzialywanie atomu dwupoziomowego z mo-
nochromatyczng falg
Zalozmy, ze cala dynamika atomu rozgrywa si¢ pomiedzy dwoma stanami wia-
snymi Hy, czyli |a) i |b). Hamiltonian Hy ma zatem w tej bazie postaé¢
Ho = wa la) {al + o 6) (Bl (5.12)

Zakladamy ponadto, ze zewnetrzne pole elektryczne jest spolaryzowane liniowo
wzdtoz osi . Wtedy

Hy = —e3E(t) = —(pavla) (o] + pua I8} (al), (5.13)

gdzie p;; = e(i|Z|j) jest elementem macierzowym operatora momentu dipolo-
wego. Przyjmijmy ponadto, ze zalezno$é¢ pola elektrycznego od czasu jest har-
moniczna, czyli

E(t) = Ecosvt. (5.14)
Stan czysty atomu rozpisany w bazie stanoéw wtasnych H, jest postaci

[9(8)) = Ca(t) |a) + Cy(t) [b) (5.15)

i naszym zadaniem jest wyznaczenie amplitud C;(t). Réwnanie Schrodingera
ihog |0(t)) = (Ho + Hy) |9(t)) daje uktad sprzezonych réwnan

Cy = —iwaCy + iQpe ™" cos vtC), (5.16a)
Cy = —iwpChy + Qe cos vtCy, (5.16b)

gdzie pap, = ©F, = |pable™?, za$ czestosé Rabiego dana jest wzorem

_ |pab|5

o
W kolejnym kroku dokonujemy zamiany zmiennych, ktéra pozwoli nam pozbyé
si¢ cztonéw swobodnych, czyli ¢/, = C, /be“’a/bt. Roéwnania na nowe zmienne
ma postac

Qg (5.17)

¢o = iQpe " cosvte™te, (5.18a)

éy = iQpe™ cosvte ey, (5.18b)



gdzie w = w, — wp- Nastepnie stosujemy przyblizenie wirujacej fali, czyli zakta-
damy, ze z ilocznu cosvte™? tylko czlon proporcjonalny do réznicy czestosci,
czyli €@~ ma istotny wktad. Drugi czlon, propocjonalny do e “**)* nie ma
wiekszego znaczenia dla dynamiki, albowiem prowadzi on do tak szybkiej zmien-
nosci w czasie, ze na realistycznych skalach czasu jego wplyw usrednia sie do
zera. W ramach tego przyblizenia mamy

Qg

g = i7€_i¢€i(w_u)tcb (5.19a)
ey = z‘%e%—i(w—")tca. (5.19b)
Rozwiazanie tego ukladu réwnan jest postaci
ca(t) = (alei% + age_i%) s (5.20a)
ep(t) = (blei% + er*i%) e 18 (5.20b)

gdzie odstrojenie danej jest przez A = w — v oraz odstrojona czesto$¢ Rabiego

wynosi
Q=,/0% + A2, (5.21)

State a;, b; wiaza sie z warunkami poczatkowymi relacjami algebraicznymi

a = 5o (2 — A)ca(0) + Qre™ ey (0)] (5.22a)
a5 = % (2 + A)ea(0) - Qreey(0)] (5.22D)
by = % (2 + A)cp(0) + Qrecq(0)] (5.22¢)
by = % (2 — A)ey(0) — Qrecq(0)] - (5.22d)

Podstawiajac to wyrazenie do rozwigzania (5.23) otrzymujemy

ca(t) = {ca(O) [cos (%) - i% sin (%)} - i%e—i%b(o) sin (%) } el
(5.23a)

co(t) = {cb(()) [cos <%> + i% sin (%)] + z‘%ei%a(msm (%) } e %
(5.23b)

Warto zauwazy¢, ze réznica obsadzen osculuje w czasie

A? — Q3 ot ot
|Ca(t)|2 — |Cb(t)|2 = TR Sin2 <?> + COS2 <?> , (524)
za$ wyindukowany w skutek oddzialywania moment dipolowy wynosi

P(t) = e(®)|2 [$(t)) = CoCFpab + c.c.

B Qr Ot At (RN i
2Re[zﬂpab{cos<2)+zQsm<2)}sm<2)ee . (5.25)

Wyprowadzimy teraz ponownie wyrazenia (5.23) w obrazie oddzialywania.



5.2.1 Obraz oddzialywania

Wprowadzimy teraz metode rozwigzywania rownania Schrodingera poprzez ob-
raz oddzialywania. Metoda ta opiera sie na rozdzieleniu Hamiltonianu na cze$é
swobodng i te zwigzang z oddzialywaniem, czyli

H= H0+H[. (526)

W obrazie oddzialywania wprowadza sie stan, w ktéorym “automatycznie” za-
warta jest swobodna ewolucja, czyli

i) = e"F0 [p(t)) = Of () [(1)) (5.27)

Motywacja do wprowadzenia takiego wektora jest szczegélna prostota roéwnania
ewolucji, jakie spelnia stan |¢;(t)), mianowicie

ihdy [1r(t)) =V (t) [¥r(t) , (5.28)

gdzie operator energii potencjalnej w obrazie oddzialywania zalezy od czasu i
ma postac

V(t) = U} (t)H, Uy (1). (5.29)

Poniewaz V(t) zalezy od czasu, odcatkowanie roéwnania Schrédingera jest bar-
dziej ztozone i daje operator ewolucji w postaci
ot
Ur(t) =T exp —%/drf/(r) , (5.30)
0

gdzie T symbolizuje uporzadkowanie czasowe. Rozwazmy teraz Hamiltonian od-
dzialywanai jednomodowego $§wiatla z atomem dwupoziomowym. Hamiltonian
swobodny jest dany przez réwnanie (5.12). Stad operator ewolucji jest postaci

Uo(t) = e~ ™at|a)al + e =™ |b)D). (5.31)
Obktadamy tym operatorem Hamiltonian oddzialywania dany przez réwnanie

(5.13). Bezposredni rachunek daje

V(t) = —nQ cos vt x UF (1) (e~ la)bl + e[b)al )To(t) ~ (5.32)

= 2R [e7%|a)(ble™* + e |b)ale™™!] . (5.33)
Konsekwentnie, stosujemy przyblizenie wirujacej fali i pozbywamy sie cztonow,
ktore szybko oscyluja (suma czestosci). Stad (dla uproszczenia w rezonansie)

V(t) = fmTR (e7"a)b| + e [b)al) - (5.34)

W nastepnym kroku nalezy policzy¢ eksponens od tego operatora. Zauwazajac,
ze dla parzystych i nieparzystych poteg mamy

7 (mTR) (Ja)al + B)01)" = (mTR) i ()

hQr

V2n+1 — _
2

2n—+1
) (e7"|a)b| + e™[b)al) - (5.35Db)



Stad operator ewolucji ma postaé
- R\ - hQ . _
Ui (t) = cos (TR) i +isin (TR> (e7%|a)b] + *|b)al) (5.36)

co odtwarza wynik (5.23).



Rozdzial 6

Oddzialywanie swiatla z
materia — kwantowo

W tym rozdziale przedstawimy zarys teorii oddzialywania kwantowego pola elek-
tromagnetycznego z atomem dwupoziomowym. Punktem startowym naszych
rozwazan jest poznany juz Hamiltonian w przyblizeniu dipolowym, ktéry, po
uwzglednieniu stopni swobody zwiazanych z polem elektromagnetycznym, ma
postac

H=Hy+ Hp — erE, (6.1)

gdzie H 4 jest Hamiltonianem swobodnego atomu, Hp jest Hamiltonianem swo-
bodnego pola, zas§ czton —erE opisuje oddzialywanie atomu z polem kwanto-
wym (stad daszek nad E). Przypomnijmy, ze Hamiltonian swobodnego pola jest
postaci

X L1
Hp ="l (aLak + 5) : (6.2)
k,o
Hamiltonian swobodnego atomu mozna przedstawi¢ w postaci
Hy =Y hwli)i]. (6.3)
i=a,b
By wyznaczy¢é Hamiltonian oddzialywania, przypomnijmy, ze operator pola
elektrycznego wynosi
E =) acc(ix+af). (6.4)
Kk

Element macierzowy operatora momentu dipolowegow bazie stanéw wtlasnych
Hamiltonianu swobodnego ma postaé

er =Y eliXilr|j)j] = prng (6.5)

ij

gdzie &;; = |i){(j|. Zatem pelen Hamiltonian (6.1) ma postaé

H= Z hucdl oy, + Z hw;6; + FLZ ngj&w e +al), (6.6)
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gdzie wprowadziliSmy stala sprzezenia

” i €KE
g = —PE, (6.7)
Dla atomu dwupoziomowego, zakladajac, ze element macierzowy momentu di-

polowego jest rzeczywisty mamy gi® = g% = gi. Powyzszy hamiltonian uprasz-

cza sie wtedy do postaci
N i 1 N . . . .
H = kz hyka;f(ak + ihwaz + h; gk(64+ +6-)(ax + aL), (6.8)

gdzie w = w, — wy, oraz pomineliémy staty czlon proporcjonalny do sumy ener-
gii. Zauwazmy ponadto, ze spo$rod czterech czlonow tworzacych Hamiltonian
oddzialywania, tylko te proporcjonalne do 6 ax i &_dL sa rezonansowe. Pozo-
state dwa oscyluja z czesto$cia w przyblizeniu réwnag 2hw, mozna je zatem z
dobra doktadno$cia pominaé, co daje

. 1
H =" hndla, + 5 fwd + B> oGy an + 6-af). (6.9)
k,o k

Wyrazenie to jest punktem startowym dla dalszych rozwazan.

6.1 Oddzialywanie atomu dwupoziomowego z po-
lem jednomodowym

Oddzialywanie jednomodowego pola z atomem dwupoziomowym jest zatem
dane przez

ﬁ:HO+ﬁ17 (6.10)
gdzie
. 1
Hy = hvala+ 5 hwo (6.11a)
H) =hg(6,a+a'6). (6.11b)

W obrazie oddzialywania mamy
V = einfofy =it Ho = kg (&eremt + &_dTe_iAt) , (6.12)
gdzie A = w — v. Rownanie ruchu jest postaci
ihd, |9) =V [¢). (6.13)

Stan atomu i $wiatla jest postaci

) = > (cam |a,n) + cpn [b,n)), (6.14)

gdzie |a/b,n) = |a/b) ® |n). Podstawiajac ten rozktad do réwnania (6.13), do-
stajemy
bam = —igVn + 1e®tey (6.15a)
ot = —igVn 4 LePtey .. (6.15b)



Ogolne rozwigzanie tego uktadu réwnan jest postaci

Q A Q
Ca,n(t) :{ca,n(O) |:COS (T"t) — ZQ—n sin (T"t)]
gvn+1 . Qnt
- QZTCIWH(O) sin { —~

Qnt A
Chn+1(t) :{cbmH(O) [cos (T) + zQ— sin

- 21'97%;“%,”(0) sin <%) }e—i% (6.16b)

gdzie Q,, = /A2 + 4¢%(n + 1). Wynik ten daje pelna informacje o oddziatuja-
cym uktadzie atom dwupoziomowy — $§wiatto. W szczegdlnosci, gdy poczatkowo
atom jest w stanie wzbudzonym (¢ ,,(0) = 0), powyzsze wzory upraszczaja sie

do
Can(t) = cn(0) {cos (T) - zQ—n sin (T)} e (6.17a)
Chmi1(t) = f2icn(o)97”g+1 sin <%) e (6.17b)

Prawdopodobiefistwo zmierzenia n fotonéw dane jest przez

p(n) = |can®)* + |con ()] = pn [6052 (%) 4 (Qﬁn):mz (%)

442 Q,_1t
+ P12 sin? <Tl> (6.18)

Q2

n—1

gdzie p,, = |¢,(0)]2.
e opowiedzieé¢ o stanie koherentnym we wnece — nasza praca
Wazna wielkodcia jest réznica obsadzen, czyli réznica prawdopowodobienistw

znalezienia atomu w stanie wzbudzonym i podstawowym. Wynosi ona

W) = 2(|ca,n<t>|2 ~Jan(0)P) = i” (Qﬁ) ' W oos (1)

(6.19)
Zauwazmy, ze nawet jezeli poczatkowo §wiatto znajdowato sie w stanie prozni
Dn = 0p,0, Otrzymujemy

W (t) {A2 + 4g? cos[(A? + 492)%t]} . (6.20)

A2 442
Jest to wynik znaczaco rézny od tego, ktory otrzymaliby$my w przyblizeniu pot-
klasycznym. W tamtym przypadku przy zerowym natezeniu fali pobudzajacej
nie ma oscylacji obsadzenia atomowego. W tym przypadku, fluktuacje prézni
elektromagnetycznej napedzaja oscylacje Rabiego nawet przy braku makrosko-
powego pola.



6.1.1 “Collapse and revival”

Gdy uktad pompowany jest §wiatlem koherentnym o duzym natezeniu ((n) >
1), okres oscylacji Rabiego dany jest mniej wiecej przez

L _ ! (6.21)

Quy /A2 +4g2(n)

Rozktad Poissona ma mniej wiecej szeroko$¢ /(n) zatem po czasie takim, ze
mniej wiecej

tr

@y 4 /77~ Yy )~ L (6.22)

rozne wklady do W z réwnania (6.19) sie defazuja i nastepuje kolaps (zanikanie)
oscylacji. Dla duzych (n) daje to w dominujacym rzedzie

1 1 ( A2 \? (6.23)
b~ ~—(1+ 2—) 6.23
Qv = Yy 4g% (n)

Odradzanie sie oscylacji (revival) nastapi, gdy sasiadujace wkiady sa w fazie,
czyli

tR(Q(n) - Q<n>,1) ~2mm, m € N. (624)
Dla duzych obsadzen daje to
1
27m (n) < A? ) E
tp~——— 14+ —— ] . 6.25
9 4g? (n) (625

6.1.2 Rozwigzanie przez ré6wnanie Heisenberga

Przedstawimy teraz alternatywna metodg rozwigzania powyzszego zagadnienia
— poprzez réwnanie Heisenberga. Korzystajac z réwnania Heisenberga iliA =
[A, H] mamy dla Hamiltonianu (6.10)

4= —ivia —igo_ (6.26a)
0. = —iwo_ +igF.a (6.26h)
0. = 2ig(ato_ —ag,). (6.26¢)

W celu uproszczenia rachunkéw wprowadzamy dwa operatory, ktore komutuja
z Hamiltonianem, sg zatem stalymi (operatorowymi) ruchu

N=ala+s,6_ (6.27a)

A 1

C= 500 +g(0ra+ ate_). (6.27b)
Nastepnie, rozniczkujac rownanie (6.26b) po czasie otrzymujemy

o = —iwo_ +ig(0.a+6.a) = (6.28)

—iwo_ —2¢%(a'6_a — 0,4%) + vgo.a — ¢%6.. (6.29)



Naszym zadaniem jest domkniecie tego réwnania, tak by wystepowal w nim
tylko operator 6_ i jego pochodne. W tym celu skorzystamy z nastepujacych
zwigzkow

P@te_a—opa®) =—i (% + é) R <yé - %M + %WA> 6_  (6.30a)
9626 = —io_ +wo_. (6.30b)

Stad otrzymujemy zamkniete rownanie
6 +2i(v—C)o_ 4+ 2vC — 12 +¢%)5_ =0. (6.31)
Analogicznie mozna wyprowadzi¢ rownanie drugiego stopnia na @, otrzymujac
a+2i(v—Ca+ (2wC —v? +g¥a = 0. (6.32)

Sa to rownania rézniczkowe drugiego rzedu ze stalymi wspolczynnikiami i maja
one rozwiazania w postaci oscylatorowej
(C ~ sin (At
G_(t) = 1t [(cos(f%t) + iC’L

R

) 6_(0) — igwd(())] (6.33a)
iit) |

at) = e Kcos(fﬂf) - z‘ésm('%t)) (0) — ig ™™

R

(o)] ., (6.33h)

1
gdzie & = [ATZ + gQ(N + 1)} ’ jest stalym operatorem, zatem w podprzestrzeni
o ustalonym N mozna go traktowac jako liczbe. Z rozwiazania tego mozna wy-
wnioskowac wszystkie istotne srednie. W szczegdlnosci wyznaczy¢ mozna roéznice
obsadzen (inwersje) korzystajac z wyrazenia

W(t) = (6=(t)) = 2(64(H)o-(t)) — 1 (6.34)

i poréwnaé z wynikiem (6.19).

6.1.3 Rozwigzanie przez operator ewolucji

Na koricu przedstawimy metode rozwigzania zagadnienia oddzialywania atomu
dwupoziomowego z jednomodowym polem elektromagnetycznym przez operator
ewolucji. W tym celu, dla uproszczenia, zatozymy, ze odstrojenie jest zerowe,
czyli A = 0. W takim przypadku operator ewolucji jest postaci

U(t) = e 5V, (6.35)
gdzie V z rownania (6.12) dla A = 0 nie zalezy od czasu i wynosi
V =hg(64a+s5_a). (6.36)

Policzenie eksponensu od tego operatora sprowadza sie do wyznaczenia parzy-
stych i nieparzystych poteg argumentu, ktére sa postaci

(6ya+6_a)" = (aat)|a)al + (@fa) byb) (6.37a)
T

(6ya+6_ah) ™ = (aal)alayp| + a' (aah)!b)al. (6.37b)



Wyraienia te daja operator ewolucji postaci

= cos(gtv ata + 1)|a)a| + cos(gtvata)|b)b]
B sm(gt\/aTaJr ) ala)b| — Tsm(gt\/aTaqL 1)
Vata+1 vata+1

Nastepnie zalézmy, ze poczatkowo atom jest w stanie podstawowym, czyli

|b)al. (6.38)

oo

[0(0)) = cn(0)]a,n) . (6.39)

n=0

Dzialajac na ten stan operatorem (6.38) dostajemy

[h(t)) = U(t) |1p(0)) = Z cn(0) [cos(gtvn+1) a,n) —isin(gtv/n + 1) [b,n+1)] .
n=0

(6.40)

Wynik ten w peini pokrywa sie z wyrazeniami (6.17) dla A = 0.

6.2 Emisja spontaniczna

W tej czesci wykazemy, ze atom dwupoziomowy, ktéry poczatkowo znajduje sie
w stanie wzbudzonym, na skutek oddzialywania z wielomodowym polem elek-
tromagnetycznym w stanie prézni, podlega procesowi relaksacji — to jest prze-
chodzi do stanu podstawowego, czemu towarzyszy emisja kwantu promieniowa-
nia elektromagnetycznego o czestodci réwnej réznicy energii miedzy poziomami
atomu.

W tym celu musimy wzbogaci¢ nasz opis, to jest przywroci¢ wielomodowsg
strukture pola elektromagnetycznego. Przechodzac od razu do obrazu oddzialy-
wania, zapisujemy potencjal oddzialywania pola z atomem, ktory jest postaci

V=0 |gilro)osine ™ 4 gi(ro)oafe T (641)
k

gdzie podkresliliémy przestrzenng zalezno$¢ pola elektromagnetycznego, wyzna-
czonego w ro, czyli w miejscu, gdzie znajduje sie atom, gi(rg) = gre” 0. Za-
ktadamy nastepnie, ze stan poczatkowy uktadu to: atom w stanie podstawowym
oraz pole w stanie prézni. Poszukujemy zatem rozwigzania postaci

(1)) = ca(t) |a,0) +Zcbk ) [, 1), (6.42)

z warunkiem poczatkowym ¢, (0) = 1 and ¢, x = 0. Poniewaz potencjal zalezy od
czasu (odstrojenia sa niezerowe), wygodniej jest pracowaé korzystajac z jawnego
rownania Schrodingera, czyli

7 o~
O [Y(t) = =3 VI¥(2)) . (6.43)
Podstawiajac wyrazenie na stan (6.42) otrzymujemy uktad sprzezonych rownan
Co(t) = —i Z gi(ro)e' @) ey (1), (6.44a)
k

o x(t) = —igi(ro)e @)t (). (6.44b)



Formalne catkowanie po czasie drugiego z tych réwnan daje

t
cone(t) = —igi(ro) / i =it o (1), (6.45)
0

Nastepnie podstawiamy to rozwigzanie do rownania (6.44a) i otrzymujemy za-
mkniete wyrazenie

¢
éa(t) = —iz |gk(r0)|2/ dt’ '@ (1)), (6.46)
m 0

Poki co jest to wyrazenie Sciste, ktére bedziemy teraz przybliza¢ tak, by dostaé
analityczne wyrazenie. Przede wszystkim, przyblizymu sumowanie po modach
przez catke, to jest

v /27r /ﬂ' ) /oo )
—2 dp | sinodo | k2dk, (6.47)
Z (2m)% Jo 0 0

k

gdzie V jest objetoscia kwantyzacji, zas dwdjka wynika z sumowania po obu
polaryzacjach. Przyjmujac za 6 kat pomiedzy wektorem momentu dipolowego
oraz wektorem polaryzjacji pola, otrzymujemy wyrazenie na stala sprzezenia

1%

k
2h60V

|9k (ro)|* = 02, cos? 0. (6.48)
Podstawiamy to wyrazenie do (6.46), wykonujemy calki po katach i otrzymu-
jemy

. 49217 [e%e] 3/15 L il .
() = ——F2—— d dt’ et =t e (1. 6.49
olt) = g [ na [ are al) (649

Nastepnie zauwazmy, ze czesto$¢ $wiatla, czyli v, jest zblizona do czestosci
atomowej. Oznacza to, ze mozemy przyjac V,g’simeqw3, jako ze funkcja ta zmie-
nia sie powoli wzgledem oscylujacych funkcji wyktadniczych. Z kolei catka po
czestosciach da

/ dvge! @) e () = 2™t (1 — 1), (6.50)
0
co daje
r
Ca(t) = fgca(t), (6.51)
gdzie
1 4wp?,
= a .02
4dmeg 3hced (6.52)

jest wspolczynnikiem emisji spontanicznej. Rozwiazanie tego prostego réwnania
rézniczkowego to

Paa(t) = lea(t)]* = 7, (6.53)

a zatem charakterystyczny zanik eksponencjalny.



6.2.1 Stan Swiatla

Wyznaczymy teraz stan swiatta powstaly na skutek procesu emisji spontanicz-
nej. W tym celu, podstawiamy do réwnania (6.42) wyrazenie na c,(t) oraz na
e (1), ktore otrzymujemy z odcatkowania rownania (6.45) z przyblizonym roz-
wigzaniem (6.51). Mamy zatem

1— ei(wfuk)tfgt

(1)) = 7% [a,0) + b) D gee™ ™ [—r
k

o ) . (6.54)

Dla odpowiednio dhigich czaséw cztony postaci e "T/?* zanikaja eksponencjalnie.

Mozemy wtedy przyjacé, ze Mozemy zatem interpretowaé stan

1

170) = zk:gkeﬂ'kr“ [m k) » (6.55)

jako jednofotonowy stan §wiatta powstaly na skutek emisji kwantu promienio-
wania w ramach procesu emisji spontanicznej.
Obliczymy teraz gesto$é¢ pola elektromagnetycznego, czyli diagonalng czesé
funkcji korelacji pierwszego rzedu. Z definicji, mamy
GV (r,r;t,t) = (WIE (0, ) B (x,8) [1) = (30| B (v, ) ED (x, 1) [0)
= (0B (x,)]0Y0| B (. £) [0) - (6.56)
W ostatniej linii wstawiliSmy rozkltad jedynki, z ktérego wktad do sumy bedzie

mial tylko stan prozni (bo |vp) jest stanem jednofotonowym). Mozemy zatem
nada¢ wielkosci

U (x,t) = (0B (x, 1) [0) (6.57)

interpretacje funkcji falowej fotonu. Wstawiajac definicje EW® (r,t) otrzymujemy

7ikl‘0

~ h 1 . 1./ (&
LB (xr, ¢ — (v ) B age—vwrttikeg €y
(O1E(x,#) o) \/2€ka§ykj,< ()t ey T W)
(6.58)

Oblozenie operatora anihilacji z jednej strony proéznia, z drugiej za$ stanem
jednofotonowym, daje dx k/, co z kolei pozwala wykonaé jedng z sum, dajac

R 7 L 1
0|E) (x,t = Te-wwttiklr—ro)g © _ (6.59
(O£ (r, 1) |v0) \/260\/ ;(Vk) e gk(yk_w)ﬂ.g (6.59)

Raz jeszcze zastepujemy sume calka. Ponadto przyjmujemy, ze wektor r — rq
wyznacza of z oraz ze wektor momentu dipolowego tworzy kat n z osia z i lezy
w plaszczyznie x-z. Otrzymujemy zatem

—ivit

0E‘(+) t — icpab Sinn/ dkk2 ikAr _ —ikAr e
OB 10 = e nr Jy T e T

(6.60)



gdzie Ar = |r — rg|. Zauwazmy, 7e czton proporcjonalny do e~ **AT+¥1) repre-
zentuje falg padajaca, jest zatem dla nas nieistotny. Zaktadajac, ze k2 zmienia
sie powoli wzgledem oscylacji pozostatych cztonéw, mozemy wyciagnaé to wyra-
zenie przez caltke, zastepujac przez w?/c?. Wyznaczenie “funkcji falowej” fotonu
sporawdza sie do policzenia calki postaci

& X e
I:/ dl/ke”’kAT/Ci, .
0 (v —w) + 2%

—ivt

(6.61)

Calke te wykonujemy poprzez catkowanie w przestrzeni zespolonej po konturze
pokazanym na rysunku 6.3 na stronie 210 (S&Z). W rezultacie otrzymujemy
(policzyé!)

. & _
<O|E(+)(r,t) o) = A_Og(t _ Ar/c)efz(thr/c)(wa/m, (6.62)
r
gdzie
w?pqpsiny
So=—"7F7""7—. 6.63
0 4megc2 Ar ( )

Zauwazmy, ze funkcja schodkowa jest manifestacja skoriczonej predkosci propa-
gacji impulsu elektromagnetycznego.

6.3 Kaskady dwufotonowe

W tej czesci opiszemy proces, w ktorym atom trzypoziomowy spontanicznie prze-
chodzi do stanu podstawowego |¢) z drugiego stanu wzbudzonego |a), poprzez
posredni stan wzbudzony |b). W tym procesie powstaje tak zwana kaskada fo-
tonowa, albowiem emitowane sg dwa fotony — ten zwigzany z przejsciem a — b
oraz b — c¢. Hamiltonian oddzialywania wielomodowego pola elektromagnetycz-
nego z takim ukladem, w obrazie oddzialtywania, bedzie mial postaé

V=13 [hlro)oDance o 4 g,y (ro)6Vaf e mnt] 4 (6.64)
k

+ hz |:gg<7q(r0)6_(i_2)&qei(wbcﬂ/q)t + gb,q(ro)(AT(f)&Leii(wbciyq)t} . (6.65)
q

Stan uktadu, ktéry poczatkowo sktada sie z atomu w drugim stanie wzbudzonym
i prozni elektromagnetycznej, bedzie postaci

() = calt)]a,0) + > cox() b, 1) + Y cercalt) el 1) (6.66)
k k

Raz jeszcze wypisujemy rownania ruchu i otrzymujemy

Ca(t) = —i Z i1 (mo)e’@armmltey o (), (6.67a)
K

Eoae(t) = —igaxc(ro)e™ W ™ley (8) — iy gp o (ro)e’ T e, i o(#), (6.67b)
q

Coteq(t) = —ign.q(ro)e @) e, (1), (6.67¢)



Poprzez analogie do poprzedniej czesci, zauwazamy, ze w przyblizeniu Weisskopfa-
Wignera znowu otrzymamy

. Fa
—izk:92,k(ro)e’(‘”“b‘”“)t%,k(t) =5 (6.68)
. * i(Wpe —Vq)t 1) — E 6.69
- Z;gbﬁq(ro)e Celq(t) = — 5 bk (6.69)

Podstawiajac te wyrazenia oraz rozwiazanie na ¢, do réwnan (6.70), otrzymu-
jemy nastepujace wyrazenia

Iy
Ca(t) = =4 ¢Ca, (6.70a)
; a r
éb,k(t) = *Z‘gayk(ro)eiz(w“biuk)tf%t — ?bchﬁ (6.70Db)
Cerea(t) = —ignq(ro)e “re 1t ey 1 (1), (6.70c)

Bezposrednie odcatkowanie niejednorodnego réwnania (6.70b) daje

t . ’ ay I ’
ehae(t) = —igak(ro) / e
0

. r
ez(uk—wab)t—FT“t _ e_Tbt

= —igak(ro)- (6.72)

’L(l/k — wab) — %(Fa — Fb)-

To wyrazenie podstawiamy do (6.70c) - otrzymujemy nastepujace rozwiazanie
dla dtugich czaséw

GaxGb.qe KTaTo

(i1 + v — wae) = 5Ta) (i(Vg — wbe) — 5T0)°

Cc,k,q(oo) = - (673)

Widzimy zatem, ze dla odpowiednio dtugich czaséow (wzgledem odwrotnosci
statych tlumienia) stan $wiatta jest stanem dwufotonowym postaci

9a,kgb,qC
|75 ¢> = - Z . 4

oo (’L'(Vk +vq — Wae) — %Fa)(’i(l/q - Wbc) - %Fb)

i(k+q)ro

i, 1q) . (6.74)



Rozdzial 7

Thumienie — metoda
Heisenberga-Langevina

W tym rozdziale oméwimy metode uwzgledniania strat fotonéw z jednego modu
na skutek sprzegania sie do nieskoriczonego zbioru modoéw (zwanych rezerwu-
arem). Metoda ta pozwoli nam opisa¢ dynamike atomu we wnece rezonanso-
wej oddzialujacego z jednomodowym polem elektromagnetycznym w obecnosci
strat foton6w. Ponadto, wyprowadzone réwnanie Langevina przydatne bedzie
do opisu nieliniowego procesu parametrycznego we wnece rezonansowej w Roz-
dziale 8.

7.1 Tlumienie przez sprzezenie z rezerwuarem
oscylatorow

Rozwazmy jednomodowe pole elektromagnetyczne o czestosci v, ktére sprzega
sie z wielomodowym polem oscylatorow (na przykltad innych modéw pola elek-
tromagnetycznego, fononoéw, itp.) o malo oddalonych czestosciach vy. Hamil-
tonian takiego ukladu bedzi epostaci H = Hy + Hy, gdzie cze$¢ swobodna i
oddzialywanie sg postaci

Hy = hwi'a+ " hbbe (7.1a)
k

Hy =1y gu(bla+ beal). (7.1b)
k

Zauwazmy, ze juz na tym etapie zastosowaliSmy przyblizenie wolno rotujacej
fali. Wypisujemy teraz réwnania ruchu dla operatoréw a i by, ktore sa postaci

ﬁ, d] = —iva — ’LZ ngkl;k (7.23,)

1
7
k

d:

[H, l;k] = —inlA)k — igkd. (7.2b)

3 (3
bk:ﬁ
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Naszym celem jest wypisanie zamknietego réwnania na mod a. W tym celu
zauwazamy, ze mozna formalnie odcatkowaé rownanie (7.2b), otrzymujac

t
b = by (0)e™ 6t — gy / dt'a(t e~ et (7.3)
0

Wynik ten podstawiamy do réwnania (7.2a) otrzymujac formalne réwnanie na
a postaci

a=—iva— ng/ dt'a(t") e~ (=) | fa(®), (7.4)

gdzie operator fa nazywamy operatorem szumu, albowiem pochodzi on wylacz-
nie od zewnetrznego pola i wynosi

falt) = =i ) gicbi(0)e™ ™" (7.5)
k

Przechodzimy nastepnie do uktadu obracajacego sie z czestoscia v, czyli wpro-
wadzamy

= ae™, (7.6)

Qv

ktory spetnia bozonowe relacje komutacyjne, a ponadto, na mocy (7.4), speinia
réwnanie ruchu

a=- > ok / dt'a(t")e " 4 Fy(o), (7.7)

gdzie

() = —i > gibi(0)e e, (7.8)
k

Raz jeszcze, korzystajac z doswiadczenia nabytego w poprzednim rozdizale, mo-
zemy — w przyblizeniu Weisskopfa-Wignera — wyznaczy¢ sume w réwnaniu
(7.9). Zastepujac sume po wektorach falowych przez calke, oraz zakladajac, ze
gk wolno sie zmienia wzgledem oscylacji funkcji wyktadniczych, znowu dosta-
jemy wyrazenie proporcjonalne do (¢ — t’). Daje to

. , 1 4
ng/ dt'a(t)e "=t ~ ZCg(t). (7.9)

[\)

Stala ttumienia wyraza sie wzorem
1/2 _ 2

gdzie V jest objetoscig kwantyzacji. W ramach tego przyblizenia, réwnanie ewo-
lucji pola jest postaci

Qe
|

~5Cit Ealt). (7.11)



Zatem dynamika pola sklada sie z dwoch proceséw — dysypacji (ttumienia),
zwigzanego ze stalg C oraz fluktuacji zadanych przez operator Fa(t). Jest to
przyktad stusznosci twierdzenia dysypacyjno-fluktuacyjnego.

Zalozmy, 7e rezerwuar znajduje sie w rownowadze termicznej, co oznacza,
ze spelnione sg nastepujace zwigzki

<Bk(0)> = <6L(0)> —0, (7.12a)
<5£(0)5kf(0)> = Ml (7.12b)
(b 0)BL(0)) = (s + e (7.120)
<ék,(0)ék(0)> - <8L,(0)8L(0)> = 0. (7.12d)

Korzystajac z tych wyrazen mozna wykazaé, ze
e Warto$c¢ srednia sity fluktuujacej jest zero, czyli

<F,~1(t)> = <Fg(t)> = 0. (7.13)

e Korelacja dwuczasowa sity fluktuujacej wynosi

< Ag (t)Fa(t/)> = Z Ik’ <BLI;k/> ik —v)t=i(vp =)t
K,k
= Zgiﬁkei(”k‘*”)(t*t,) ~ / dl/kD(Vk)gQ(l/k)ﬁ(l/k)ei("’“‘*”)(tft,). (7.14)
. 0
Raz jeszcze mozemy przyjac, ze funkcje D, g i n wolno sie zmieniaja w poréwna-

niu z tempem oscylacji funckji wyktadniczej, co oznacza, ze moza je wyciagnaé
przed calke, te zas§ wykonaé, otrzymujac

<Fg(t)ﬁa(t’)> ~ Cind(t — ), (7.15)
gdzie stata C dana jest rownaniem (7.10). Wprowadzajac
2(Dj15) = Cii, (7.16)
otrzymujemy nastepujacy zwigzek
<Fg(t)l3“,~1(t’)> ~2(Dsys) 5t — ). (7.17)

Analogicznie mozna wykazaé, ze zachodzi

<F&(t) Afj(tl)> =Cx g+ 1)0(t —t'), (7.18a)
(Fl0F@)) = (FaFa(t)) 0. (7.18b)

Oznacza to, ze mozna wprowadzi¢ nastepujace wielkosci
2(Dz51) = C(iien +1) (7.19a)

(Dsizi) = (Ds:) = 0. (7.19b)



e Nastepnie wyprowadzamy korelacje miedzy sita fluktuujaca a operatorem

pola elektromagnetycznego, czyli <Fg (t)é(t)> , gdzie indeks R dodalismy, by
R

podkreslié, ze sredniowanie jest wykonane po stopniach swobody zwiazanych z

rezerwuarem. W tym celu zauwazamy, ze formalne rozwiazanie rownania (7.11)
jest postaci

a(t) = a(0)e 2 + /O dt'e= 3¢t fro(¢). (7.20)
Mamy stad
<Fg(t)a(t)>R - <Fg(t)>Ra(O)e—%Ct + /O ' gtre—¥e—) <Fg(t)ﬁd(t’)>R.
(7.21)

Korzystajac ze zwiazkow (7.13) oraz (7.17), otrzymujemy

(FI0am) = (Dai)p (7.22)

R

SV
oraz tak samo dla <a (t)Fa(t)>R.
7.1.1 Dynamika korelacji pola

Korzystajac z powyzszych wynikow wyprowadzimy teraz réwnania ruchu, ja-
kie spelniaja funkcje korelacji pola elektromagnetycznego. Przede wszystkim,
zauwazmy, ze na mocy rownan (7.11) oraz (7.13), spelnione jest

) <é(t)>R - %c <é(t)>R. (7.23)

Zatem $rednia operatora (po zewnetrzynych stopniach swobody) jest ttumiona
w czasie. Analogicznie mozemy wyprowadzi¢ wyrazenie na $rednia operatora
liczby czastek (rowniez po rezerwuarze)

i), = ot}

Qv

T(t)atéz(t)>R (7.24)

Pochodne czasowe operaotrow dane sa przez (7.11), mamy zatem

Oy <éT(t)é(t)>R =—C <E‘J(t)é(t)> + <Fg(t)é(t)> + <fLT(t)Fa(t)>R. (7.25)

R R

Srednie te mozemy policzy¢ korzystajac z wynikow z poprzedniej sekcji i otrzy-
mujemy

8, <aT(t)&(t)>R - <&T(t)a(t)>R + Cign. (7.26)

Zatem <€lT(t)€l(t)> osigga stan stacjonarny 7i;. Analogicznie, pokazaé¢ mozna,
R

ze

) <é(t)af(t)> - <é(t)éT(t)>R +CAgn + 1). (7.27)

R



Odejmujac od siebie powyzsze rownania, widzimy, ze komutator operatora liczby
fotonow, usredniony po stopniach swobody rezerwuaru, pozostaje jednoscig.
Analogiczne rachunki daja wyrazenie na funkcje korelacji wyzszego rzedu dla
operatoréow a oraz d, czyli

o, (G )" C)™) =~ Sntm) (@O G)") +

R 2

a«qu%amePWmm

+ Cnmng, (@ (£)™ a()" ) (7.28b)

R

v

Zauwazmy nastepnie, ze dla wneki o dobroci @, zdefiniowanej tak, ze C

=Q
mamy
G= f%é + Ea(b), (7.29)
co odcatkowane dla czaséw 7 > 0 daje
G(ts +7) = a(t)e 7T + / dt'e™ ) fo (7). (7.30)
ti

Jako ze w chwili poczatkowej ¢; pole jest odsprzegniete od rezerwuaru, mamy
<éT(ti)Fa(t’)> - <fﬂ(ti)> <Fa(t’)> . Wynika stad, 7e
R R R

<éT(ti)é(ti + T)>R - <éT(ti)&(ti)>R6_ﬁT. (7.31)
Dwuczasowea funckja korelacji zanika zatem 7z czasem. Na koniec, wyznaczymy
spektrum pola. W tym celu, zauwazmy, ze funkcja korelacji dla operatoréw
wyjéciowych jest postaci

(af(ti)a(t; + 7)), = (al (t:)a(t:)) e 207 "7 = (n)e 37 ™7, (7.32)
Transformata Fouriera tego wyrazenia jest postaci

S(w) = %Re {/000 dwe™T (al (t:)a(t; + )| = % (w— V)l;/ic(?V/QQ)Q.

(7.33)

Spektrum ma zatem postaé¢ funkcji Lorentza.

7.1.2 Twierdzenie flukutacyjno-dysypacyjne i zwigzek Ein-
steina

Zauwazmy, ze zwiazek

(EIOFa()) = Crand(t — 1), (7.34)
Mozna odwréci¢ poprzez wykonanie catki po czasie, co daje
1 > - -
c=— [ a <Fg (t)F&(t’)> . (7.35)
Nth J—oo



Jest to wyrazony relacja matematyczng zwigzek miedzy ttumieniem (dysypa-
cja) a fluktuacjami. Widzimy, ze obecno$¢ niezerowej sity fluktuujacej implikuje
niezerowe ttumienie. Ponadto zauwazmy, ze z rownania (7.22) mamy

2Dy = (EI0a®) + (@ ®F0) . (7.36)

R

Mozemy to przepisa¢ w nastepujacej postaci

2(Dyia)p = 0 (W)~ (|2l (0) - £l

Qv

1)), — (a0 |2a - Fat)

co jest wyprowadzonym poczatkowo przez Einsteina wyrazeniem na stala ttu-
mienia.

7.2 Atom we wnece z tltumieniem

W tej czesci pokazemy, jak zagadnienie ttumienia znajduje zastosowanie do opisu
atomu dwupoziomowego oddzialujacego z pojedynczym modem pola elektro-
magnetycznego we wnece oraz kontinuum modéw rezonansowych. Hamiltonian
takiego uktadu sktada sie z cze$ci swobodnych oraz z czltonéw odpowiedzial-
nych odpowiednio za oddziatywanie atomu (A) z polem wneki (F) oraz pola z
rezerwuarem (R). Mamy zatem

IAJZIA{F—FIAJA-FIAJAF-FHR—I—I:IFR, (738)

gdzie kolejne cztony maja postaé

Hp = hvata (7.39a)
1
Ha = Shve. (7.39h)
Hp =" huncbl b (7.39¢)
k
Hap = hg(64a+ 6_ah) (7.39d)
Hpp = hz gk(lA)Ld + bya'). (7.39¢)
k

Opis zagadnienia polega na znalezieniu rozwigzania na wszystkie wielkosci ope-
ratorowe, ktére pojawiaja sie w powyzszych Hamiltonianach. Niemniej, przy-
blizony opis mozna uzyska¢ poprzez podanie podstawowych zmiennych, to jest
Sredniej liczby fotonow we wnece (a'a) oraz sredniej inwersji obsadzen (5.).
Roéwnania Heisenberga dla tych wielkosci sa postaci

ATA
% =ig(64a—6;a") —C{a'a) + Chg, (7.40)
d <diz> = —2ig(6,a—al). (7.41)

Widzimy zatem, ze réwanania te nie sa zamkniete, albowiem by znalezé dy-
namike dwoéch poszukiwanych wielkosci, nalezalo by znaé¢ réwniez zmiennosé



(64+a — 6;a'). Jak mozna sie przekona¢, wypisanie réwanania na te wielkos¢ z
kolei, daje zalezno$é od nastepnych, coraz bardziej skomplikowanych wielkosci.
Moéwimy, ze hierarchia réwnan jest nieskoriczona. Niemniej, dla uproszczenia
rozwazmy ukltad, w ktérym atom jest poczatkowo w stanie wzbudzonym, pole
jest w stanie prozni |0), za$ rezerwuar jest w zerowej temperaturze fig, = 0.
Nalezy sie spodziewaé, ze uklad bedzie ewoluowal w taki sposéb, ze bedzie za-
chodzié zjawisko emisji spontanicznej, zatem pole elektromagnetyczne bedzie co
najwyzej jednofotonowe. W takim przypadku hierarchia rownan jest skonczona,
albowiem wyzsze momenty, takie jak <(dT)262d2> beda tozsamo$ciowo réwne
zero. Uktad réwnan sie zamyka i jest postaci

d (a'a) .

T gA; —C <aTa> , (7.42)
d{52)

= —2¢A 4

dt gAai, (7 3)
dA c
Tl = g(6.) + 2942 + g — S Ay, (7.44)
dt 2

A
% = —gA; — CAs, (7.45)

gdzie Ay =i (6 a—6;a') oraz Ay = (a'6.a). Ten uklad réwnar mozna roz-
wigzac, na przyklad przez eksponens od macierzy, transformate Fouriera albo
Laplace’a, 1 otrzymuje sie (warunki poczatkowe <d’f&>0 = A;(0) = A2(0) = 0,
<62>0 = 1)

Ct

i Sng_T t
<aTa>t = —m {1 — cosh |:\/ C2 — 1692§:| } (746)

R
G2)p =14+ 55— —
t c2—16g2) Y

2
+ [% —2g° + %\/02 — 1692] eV 16575 4

2
+ {CZ —29% - %\/CQ — 1692] e~V 16975 } (7.47)

Prawdopodobienistwo znalezienia atomu w stanie wzbudzonym, czyli P,(t) =
1(1 4 (6-),) wykazuje charakterystyczne tlumione oscylacje Rabiego (rysunek
9.2, strona 288 S&Z). Glebsza analize mozna przeprowadzi¢, rozwazajac dwa
przypadki graniczne parametru e = <.

4

e ¢ < 1 Otrzymujemy wtedy !
(62), = =14 e~ F[1 + cos(2gt)] (7.48)

1 ¢
P,(t) = 5e*%u + cos(2gt)], (7.49)

czyli ttumione oscylacje Rabiego z czestoscia 2g.
e ¢ > 1 Otrzymujemy wtedy

(6.), = —1+2e € (7.50)
Po(t) = e~ (7.51)

czyli natychmiastowe ttumienie, bez oscylacji.






Rozdziat 8

Parametryczny podzial
czestosci

W tym rozdziale opiszemy nielinowy proces, w ramach ktérego powstaje Sci-
$niety, a zatem nieklasyczny stan §wiatta. Przyktadem takiego procesu jest zja-
wisko parametrycznego podziatu czestosci, ktore zachodzi w trakcie propagacji
wigzki klasycznego $wiatta w krysztale nieliniowym — to jest takim, w ktérym
moga zachodzi¢ zjawiska podziatu czestosci badz generacji wyzszych harmonicz-
nych.

8.1 Parametryczny podzial czestoSci w kryszta-
lach nieliniowych

Rozwazmy wiazke $wiatla o czestosci v, (indeks p pochodzi od angielskiego
“pump”), ktora przechodzac przez nieliniowy osrodek podlega podzialowi na
dwie wigzki o czestosci v, (“signal”) oraz v; (“idler”), tak ze spelniona jest zasada
zachowania energii

Vp = Vs + V. (8.1)

W obrazie oddzialywania, Hamiltonian procesu podziatu czestosci bedzie po-
staci

V = he(alalb + a;a.bh), (8.2)

gdzie b opisuje mod pompy, za$  jest stala sprzezenia o wymiarze czestosci.
Rozwazymy teraz przypadek zdegenerowany, to jest taki, gdy czestosci vg i v;
sa rowne. W tym przypadku nie ma mozliwosci rozréznienia modoéw zwigzanych
z tymi dwiema wigzkami, co oznacza, ze powyzszy Hamiltonian upraszcza sie
do

V = hk(at?b + a2bh). (8.3)

Ponadto, zalozy¢ mozna, ze pompa jest na tyle silna, ze w jej opisie zaniedbac
mozna wszelkie kwantowe fluktuacje. Oznacza to, ze zastepujemy operator b
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przez c-liczbowa wielko$é, czyli
l; - 6?671@57 (84)

gdzie B, 1 ¢ sa odpowiednio amplituda i faza wiazki pompujacej. W dalszej
czeSci dyskusji zaktadamy, ze w trakcie produkcji fotonow w modzie a, pompa
nie ulega zmianie. Jest to przyblizenie zgrubne, albowiem lamie one zasady
zachowania. Niemniej jezeli wigzka pompujaca sktada sie z bilionéw fotonow,
produkcja ich niewielkiej liczby nie powinna mie¢ wiekszego wplywu na pompe.
Nalezy sie spodziewaé, ze przyblizenie to jest stuszne, o ile spelniony jest zestaw
zaltozen

kt — 0, B, —0, ktfp = const. (8.5)

W takim przypadku, rownania Heisenberga na operatory kreacji i anihilacji sa
postaci

a=—iQpate ™ (8.6a)
at = iQ,ae™. (8.6b)
Rozwiazania tego rownania maja postac
a(t) = ag cosh(Qpt) — iaf sinh(Q,t)e =" (8.7a)
at(t) = af cosh(Q,t) + iag sinh(Q,t)e™?, (8.7b)

gdzie Q, = 2x(,. Widzimy zatem, ze odtwarzamy réownania (2.38), stad wnio-
skujemy, ze parametryczny podzial czestosci jest zZrodlem stanéw Scignietych, a
zatem nieklasycznych stanow Swiatta. W szczegolnosci kwadratury pola elektro-
magnetycznego

_ atal
X, = a4 Za (8.8a)
. a—af
Xy == (8.8b)
beda fluktuowaly w taki sposob, ze
N 1
<(AX1)2> = e (8.9a)
> \2 1 2u
<(AX2) >: 2, (8.9D)

gdzie u = (),t.

8.2 Sciskanie we wnece rezonansowej

Zalo7zmy teraz, ze nieliniowy osrodek umieszczony zostal we wnetrzu wneki re-
zonansowej. Proste rownania (8.6) nalezy wzbogaci¢ o mozliwo$é ttumienia ze
stata C. Beda one zatem postaci

A A-i- C ~ -

a=—Qa" — 50 + F(t) (8.10a)

at = —Qpa — %cﬂ + FH(t), (8.10Db)



gdzie dla uproszczenia zatozylismy, ze faza pompy wynosi 5. Przypomnijmy, 7e
F, na mocy twierdzenia fluktuuacyjno-dyssypacyjnego, reprezentuje site fluktu-
ujaca (patrz szczegolowa dyskusja w rozdziale 7). Co do tej sity, zalozymy jak
poprzednio, ze zachodzi zbiér zwigzkow

<F(t)> - <F(t)ﬁ(t')> = <FT(t)F(t')> - <Ff(t)FT(t')> —0  (8.1la)
<F(t)FT(t’)> =Co(t—t). (8.11b)

Wyprowadzimy teraz réwnania na podstawowe momenty tego ukladu, to jest na
(a), (a") oraz (a'a). Zauwazmy, ze dwa najnizsze momenty spetniaja zamkniety
uktad réwnan rézniczkowych

d

. . C .
Tt (a) = -8, <GT> -3 (a) (8.12a)
% (al) = -0, (a) — % (aly. (8.12b)
Rozwiazanie tego prostego uktadu jest postaci
(@), = [(a)o cosh(yt) — (a'), sinh(Q,t)]e™F (8.13a)
(at), = [(a"), cosh(§pt) — (@), sinh(pt)]e™ % (8.13h)

Widaé zatem, ze ponizej wartodci progowej pompowania, czyli gdy €, < %,
wartos$é stacjonarna tych dwéch momentéw wynosi zero. Wprowadzamy teraz
nastepujace funkcje czasu

Ay = (@), (8.14a)
Ay = (aa' +a'a), (8.14b)
Ay = (a?). (8.14c)
Spelniaja one uktad rownan
Ap = QA5 — CAL + <{a, F}> : (8.15a)
Ay = =200 Ay — —20, A1 — CAy + ({a, F'} + {al, F} ) (8.15b)
Ay = —Qp Ay — CAs + <{a*, FT}> , (8.15¢)

gdzie {1, 0} = 40+ 04 jest antykomutatorem. Widac, ze domkniecie tego uktadu
réwnan wymaga znajomosci §redniej operatoréow z sitla wymuszajaca. W tym
celu przepiszmy rownania (8.10) w postaci macierzowej, to jest

WA= -MA+ F., (8.16)

gdzie

A=<§T),M:<ép Q%P)fz(;> (8.17)



Formalne rozwigzanie tego réwnania jest postaci

A(t) = e MA(0) + / t dt' e M) F (1), (8.18)
0

Mnozymy to rozwigzanie stronami tensorowo przez wektor Fi liczymy wartosé
srednia. Korzystajac ze zwiazkow (8.11) oraz z faktu, ze chwili poczatkowej
rezerwuar i wneka s niezalezne, otrzymujemy

L Fiay (Fa)\ ¢ o o
Fi(t t>z < ) =2 . 8.19
(Fin A (rraty (eaty) "2 l0 1 (8.19)
Oznacza to, ze w rownaniach (8.15) jedyne niezerowe korelacje pola z rezeruwa-
rem sa postaci <F&T> = <dFT> = % To znaczaco upraszcza rownania (8.15),
ktore przyjmuja postaé

Al = 7QpA2 - CAl, (820&)
Ay = —2Q,A3 — —2Q,A; —CAs +C, (8.20b)
Az = —Q,Ay — CAs. (8.20c)

Jest to zamkniety uktad réwnan rézniczkowych, ktory ma analityczne rozwigza-
nie. W szczegoblnosci, mozemy znalezé rozwiazania w stanie stacjonarnym (ss),
czyli dla dtugich czaséw. Sa one postaci

—CQ
A=), = — (8.21a)
1[(9)* - ]
C2
Ay = (aat +a'a) = ————, (8.21b)
1[(9)* -]
Ag = (al?) = L (8.21c)

c)2 '
4 {(5) —Qzﬂ
By wyznaczy¢ Sciskanie pola wneki, wprowadzamy raz jeszcze operatory kwa-
dratur

- a+at
%, =2 ‘;“ (8.22a)
A a—al
Xy = . .22b
=1 (3.220)
Ich fluktuacje w stanie stacjonarnym sa postaci
. 1 C
AX 2> s 8.23
<( 1) 88 8 % =+ Qp ( a)
. 1 C
AX: 2> == . 8.23b
<( 2)),, =8 ¢ _q, (8.230)

Wida¢ zatem, ze dla wartodci progowej (2, = %), otrzymujemy
1

(a%)?) =<, (8.24)

czyli raptem dwukrotnie lepiej niz dla stanu prézni.



8.2.1 Sciskanie pola wyciekajacego z wneki

Wykazemy teraz, ze wynik ten znaczaco sie poprawia, gdy rozwaza sie pole
wyciekajace z wneki przez niedoskonale lustra. W tym celu zauwazmi, ze pol-
klasyczny model pompowania pola we wnece z zewnatrz ma postac

Eeay(t) = VREeay (t — 2L/ ¢) + VT Ew(t), (8.25)

gdzie L jest dlugoscia wneki. Zaktadajac, ze amplituda pola we wnece nie zmie-
nia sie bardzo szybko, oraz ze R ~ 1, otrzymujemy réwnanie rézniczkowe postaci

dEcav  C VT
& =~ Feav + 57 Bin. (8.26)

Rownanie to jest bardzo podobne do (8.10), co sugeruje, ze operator sity fluk-
tuujacej Langevina mozna identyfikowaé z polem prézni znajdujacym sie na
zewnatrz. Rzeczywiscie, gdy zapiszemy cze$¢ pola o dodatniej czestosci w po-
staci

1
h R N _
B0 = <m) J b a, (8.27)

odtwarzamy wtasnosci operatora F 7 réwnan (8.11). Podstawiajac powyzszy
rozklad do réwnania (8.26), otrzymujemy

da C C A ;
we_ . ~ . i(v—ug)t
;= g0 + 4/ 5 /bm(l/)e dv, (8.28)

gdzie zalozyliSmy, ze pole wewnatrz wneki jest jednomodowe, czyli Eé:{v) =

huvg
460AL

1 — R =T. Widzimy zatem, ze odtwarzamy (8.10) z 2, = 0 oraz

F(t) = \/g/l;in(u)e_i(”_””)tdu (8.29)

Zauwazmy nastepnie, ze pole wychodzace jest kombinacja pola wyplywajacego
z wneki (ze wspotczynnikiem /7)) oraz odbitego pola wchodzacego (ze wspot-
czynnikiem v/R), czyli

& oraz 7e dla prawie idealnych luster, gdy 7'~ 0, mamy vT = v/1 — R ~

Eout(t) = —VREw(t) + VT Eeay(t). (8.30)
Poniewaz pola wchodzace i to we wnece sg de facto skorelowane, jak wskazuje
rownanie (8.19), istnieje mozliwos¢ wytworzenia takiego pola “out”, by dostaé¢
znacznie lepsze Sciskanie niz we wnece. Zapiszmy zatem odpowiednik réwnania
(8.30) dla czesci pola F o dodatniej czestosci v, czyli

bout (V) = —VRbin(v) + V27Ca(v), (8.31)

gdzie wprowadziliSmy transformate Fouriera pola wneki, czyli

at) = /é(u)e‘i(”_”")tdu. (8.32)



Naszym celem jest teraz wyznaczenie wyrazenia na skltadowa pola we wneki
o zadanej czestoSci, czyli a(v). Korzystajac z réwnania (8.18) i zaktadajac, ze
czas jest na tyle dtugi, ze pierwszy czton, proporcjonalny do poczatkowego pola,
zdazyl juz zaniknaé, otrzymujemy

t
d@>}lé Ff@iﬂﬁﬁfwg%g%%+9ﬁ“4”}F@ﬂdﬂ+

t

0

Podstawiajac za a wyrazenie (8.29), mozemy wykona¢ calki po czasie, co daje

1 /C
{ [ei(yuo)t — 67(%7ﬂp)t e*’b‘(l/*llo)t _ e(%ﬁ'ﬂ;;)i‘|
X

- + .
%—Qp—z(y—yo) %-‘er—’L(V—Vo)

eilv—o)t _ o= (§-)t  Lilv—vo)t _ o= (§+00)t ”
- 1% : - = : bl (V) p. (8.34)
5—Qp+i(v—1p) 5+ Q,+i(v—u)

bin (V)

Dla odpowiednio dtugich czaséw, czlony eksponencjalne zanikaja. Zmieniajac
zmienne w drugiej calce v — 21y — v, dostajemy wyrazenie

a(t) = \/g/dyx
X {}e—“"—"wt. (8.35)

Stad natychmiast dostajemy a(v) (jako czton podcatkowy), i wstawiamy to wy-
razenie do (8.31), co daje

i(v — Vo)] l;in(y) — Qpl;;fn(21/0 — V)-

(€ —Q, —i(v—w)]* =22

Bout(”) = _\/El;in(y) + C [% — (836)

Wyznaczmy nastepnie nastepujaca kwadrature (zaktadajac R ~ 1)

. . C . .
bou + bou 2 - = —1 bin + bT 2 —
) B0 =) = | T = 1 () + 8, 20 = )
(8.37)
Zauwazmy teraz, ze w centralnej czestosci vy rOwnanie to wigze
. 1. .
Xlout(VO) = Q[bout(VO) + bout(VO)] (8383)
. 1. .
Xlin(VO) = E[bin(uo) + bin(VO)]- (838]3)

Stosunek fluktuacji tych dwoch kwadratur dany jest przez

<(AXlout(l/0))2> (¢-q, 2
«A%M%W><%+%>' (8.39)




Otrzymujemy zatem poszukiwany koncowy wynik: w okolicy wartosci progowej
pompowania (£, ~ %) mozna w zasadzie otrzymac doskonate Sciskanie kwadra-

tury wyjsciowej, niezalezne od tego, co byto na wejsciul

8.3 Mieszanie czterech fal

W tej czesci omoéwimy kolejny istotny proces prowadzacy do powstania Scisnie-
tego $wiatta — jest nim mieszanie czterech fal. W tym celu rozwazmy nieliniowy
osrodek, opisywany poprzez wspolezynnik podatnosci dielektrycznej x(®). na
o$rodek ten padaja dwie przeciwbiezne fale ptaskie Fs i Fo/ i oddziatuja w nim
7 dwiema stabymi falami F; i Es, przy czym 1 i 3 tez sa przeciwbiezne oraz
wszystkie impulsy maja te sama czestosé¢ v. Fale te sa zatem postaci

1 )
Bj(r,1) = 5&(r)eitkor ), (8.40)
gdzie j = 1,2,2', 3 oraz zachodza zwigzki
ki +ks =0, ko+ky =0. (8.41)

Wykazemy teraz, ze w obecno$ci wigzek pompujacych Es i Fo powstaje nowa
wigzka w ukladzie: E3, ktora jest wigzka sprzezong do E;. Proces ten nazywamy
mieszaniem czterech fal.
W tym celu zaczniemy od réwnania falowego dla calego pola elektromagne-
tycznego £ = E1 + E5 + Ey + Ej3, ktore w ogolnosci jest postaci
1 0°E o0*p
V?FE — = — = pjo—=, 8.42
2o~ Mo (8.42)
gdzie P jest polaryzacja, ktora sprzega ze sobg fale. W przypadku nieliniowo-
§ci trzeciego rzedu (tzw. nieliniowodci Kerra), polaryzacja taczy sie z polem E
poprzez

P =\®E3 (8.43)

ewentualnie przemysleé model klasyczny

8.3.1 Sciskanie w procesie mieszania czterech fal

Rozwazmy nieliniowy o$rodek, w ktorym oddziatuja cztery mody pola elek-
tromagnetycznego o czestosci v. Zalézmy ponadto, ze wektory falowe modow
dopasowane sg parami, tak jak w rownaniu (8.41). Hamiltonian opisujacy od-
dzialywanie nieliniowe trzeciego rzedu, bedzie, w dominiujacych czlonach, po-
staci

H = g(alalasay + arasalal). (8.44)

Zakladajac, ze fale padajace sg silne, takze mozna zastosowac przyblizenie p6i-
klasyczne, dostajemy przyblizony Hamiltonian postaci

H = w(alal + aras). (8.45)



Wynikaja stad proste réwnania ruchu postaci

d
i1 = —iwa) (8.46a)
d
s = —iwal. (8.46b)
Ich rozwiazanie wynosi
i1 (t) = cosh(wt)a, (0) — i sinh(wt)ak(0) (8.47a)
a3(t) = cosh(wt)as(0) — i sinh(wt)al (0). (8.47h)

Widzimy zatem, ze rozwiazania te sa tej samej postaci co rownania (2.38), zatem
kwantowy proces mieszania czterech fal prowadzi do powstania stanéw Scisnie-
tych. Kwadratury, w ktérych nalezy poszukiwa¢ w sposob nastepujacy. Kon-
struujemy operator ¢ = %(dl(t) + as(t)). Zauwazamy, ze operator ten speinia
Sciskania sa postaci

a(t) = cosh(wt)a(0) — i sinh(wt)a(0) (8.48a)
a'(t) = cosh(wt)a' (0) + i sinh(wt)a(0). (8.48b)

Dalsza procedura jest analogiczna do rozwazanej dotychczas, twozymy miano-
wicie kwadratury

5 1

Xa(t) = 5 + at(t)) (8.49a)
Xa(t) = %(d(t) _at)). (8.49D)

Wyznaczamy fluktuacje tych kwadratur na stanie prézni i dostajemy
5 1
<(AX1)2> = e (8.50a)
> \2 1 2u
<(AX2) >: e, (8.50b)

gdzie u = wt.



Rozdziat 9

Paradoks EPR, nier6wnoSsci
Bella, nielokalnos¢
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