SERIA 10
ROZWIAZANIA

MECHANIKA KWANTOWA ‘26

Zadanie 1

Tres¢: Rozwazamy czastke o spinie S = 1, ktora zyje w trojwymiarowej przestrzeni Hilberta
rozpigtej przez stany |m) speliajace S,|m) = hm|m) oraz S%/m) = 2h%|m). Niech Hamiltonian
czastki bez zaburzenia ma postaé

/B0 0
IT[(Z)j = 0 Ey O R FE1 > FEy>FE_;. (1)
0 0 E,

Uktad poddany jest zaburzeniu pochodzacemu od pola magnetycznego obracajacego sie¢ w plasz-
czyznie x — y. Hamiltonian zaburzenia wyraza sie przez

V() =~ (cos wtS,, + cos wté'y) . (2)

a) Przedstaw stan w postaci

1

W)= D em(t)e M m) 3)

m=—1
i wyznacz ukltad rownan rézniczkowych na ¢, opisujacych $cista ewolucje stanu.

b) Wyznacz perturbatywne rozwiniecie ¢,,(t) w potegach v postulujac

cm(t) =Y B (7. (4)

p=0

Zakladajac ze w t = 0 uklad znajduje si¢ w stanie | —1), odpowiedz na pytanie: czy w pierwszym
rzedzie rachunku zaburzen moze zaj$é przejscie do | + 1)? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie: Postulujemy rozwiazanie w postaci

1

() = D em()e i m), (®)

m=—1

gdzie F,, to energie ukladu niezaburzonego. By zapisa¢ zalezne od czasu rownanie Schrodingera
najpierw liczymy prawg strone, to znaczy pochodna stanu. Mamy

() = ih Y ém(B)eFm M m) 4 3 By (t)eEn M m). (6)

m=—1 m=—1
Nastepnie dzialamy na stan Hamiltonianem, czyli

1

(Ho+ V@) @) = 3 Bnen@e & m) + 37 en®e  E MV @m).  (7)

m=—1 m=—1
Przyrownujemy obie strony i skracamy czlony swobodne, dostajac, po zrzutowaniu na stan |n),

ihé, (t) = Z o (8) e En=Em)t/ R (017 ()| ). (8)

m=—1



By wyznaczy¢ réwnania na wszystkie trzy wspotczynniki cp/pm1 wygodnie jest zapisa¢ potencjal

zaburzajacy w jezyku operatorow podnoszacych i opuszczajacych rzut spinu, czyli

Vi(t)= % (e_i“’t3+ + e_i“’tS'_> .

Wtedy mamy

|V (£)|m) = %7 (/2= m(m + Db s + e~ /2—m(m — D ).

Oznacza to, ze kolejne wspolczynniki sprzegaja sie ze soba w sposéb nastepujacy

ie1(t) = —=eteo ey (1)

V2

ié()(t) = % {ei(wé—w)tcil(t) + ei(—wo-i-w)tcl(t)

’L'éfl(t) = %ei(—wgﬂ-w)tco(t)’

gdzie wprowadzilismy

_E1—-Ey ,  Eo—FE_4
U O

Nastepnie definiujemy
Aw=wy—w, AW =uw)—w.
by zapisaé¢ zbiér rownan w bardziej zwartej postaci

iey(t) = —=e'Bteo(t)

V2

ico(t) = % [emw’tc_l(t) + e*mwtcl(t)}

Qo (t) = —LeiBW e (1),

V2

9)

(10)

(11a)
(11b)

(11c)

(14a)
(14b)

(14c)

W kolejnym kroku poszukujemy rozwiazan tych rownan w rachunku zaburzen. Postulujemy, zgodnie

7z tredcig zadania,

em(t) =Y P ()",
p=0

(15)

po czym podstawiamy te wyrazenia do rownan (14) i poré6wnujemy stronami czlony przy tych samych

potegach ~y, otrzymujac

pidwt
V2

(1) = = [64 1 T D () + e g

V2

efiAw/t

i (1) = —=e’ (1)

.. (p) n ﬂ‘Au/tC(p—l)

i = ——=e¢ t).

“1(0) 7 o ()
Przyjmujac ze w ¢t = 0 czastka jest w stanie | — 1), otrzymujemy w wiodacym rzedzie

0 0 0
=1 ") =c"0)=0.
W kolejnym rzedzie mamy
1 1
(1) =¢"(0) =0

oraz

(16a)

(16b)

(16¢)



Zatem w najnizszym nietrywialnym rzedzie stan jest postaci
1— eiAw’t
V2AW!

Zatem w najnizszym rzedzie mozliwe jest przejscie do |0), ale juz nie do |1), co wynika bezposrednio

(t)) = e~ -1t/ 1) 4 e iBot/h|0) 4 . (20)

z tego, ze zaburzenie jest liniowe w operatorach S4.

Zadanie 2

Tres$é: Rozwazmy dwie czastki o spinie 1/2 kazda i o przeciwnych tadunkach +q oddziatujace z
zewnetrznym polem magnetycznym skierowanym wzdtuz osi z, ktore adiabatycznie jest wlaczane /
wylaczane na odcinku ¢ €] — 0o, co[. Niech Hamiltonian tego pola ma postac

H(t) = Ml;( ) (Su — S ) = 29333‘ (21)

Poczatkowo uklad znajduje sie w stanie trypletowym |10).

a) Wyznacz bez przyblizen stan ukladu dla ¢ — oco. Bez dokonywania szczegéltowych obliczen
uzasadnij, dlaczego prawdopodobieristwa przejscia do stanéw |1 + 1) znikaja. Wyznacz praw-
dopodobieristwo przejscia do |00) i pokaz, ze zalezy ono tylko od calki

/ T a B, (22)

b) Wyznacz prawdopodobienistwo przejscia do |00) w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen. Po-
rownujac z pelnym rozwiazaniem, przedstaw warunki stosowalnosci przyblizenia do pierwszego
rzedu.

Rozwigzanie:
W ogodlnosci stan dwu czastek o spinie 1/2 kazda mozna rozpisa¢ w bazie catkowitego momentu
pedu (i rzutu na o$ z) jako

S

Wt) = > Ceum(t)|SM). (23)

M=-S

Dzieki temu tatwo zapisaé zalezne od czasu réwnanie Schrodingera , czyli

1 S
Z Z ZHCS/M/ |SI / Z Z (Slz_S2z) |SM> (24)
s=0 M=

=0M'==-5' —

Operator dzialajacy z prawej strony komutuje z S, zatem oblozenie stronami stanem |SM) “wy
produkuje” dp7p. Niemniej sprzega on réznie S, zatem musimy uwzglednié te mozliwosé. Mamy

(S},z - 52) 1+£1) =0, (51 - 52) 110) = 0[00), (51 - 52) 00) = OR[10).  (25)

Zatem C741 nie ewoluuja. Natomiast pozostate przypadki sa postaci

MB;’L( )010( t), Ciolt) = _i&(t)coo(t)' (26)

Cool(t) = -

Najlepiej stworzy¢ kombinacje Cy(t) = C1o(t) & Coo(t), i dla nich dostajemy pare rozsprzegnietych
réwnan

Ci(t) = Fi uBh(t)

Colt) —  Ci(t) = CL(0)e™ o ©BO) _ o (0)eFia), (27)

Stad rozwiazania na wspolczynniki, przy zalozeniu warunku poczatkowego na przyklad postaci
C10(0) = 1 daje stan

[(t)) = Ci0(2)]10) 4+ Coo(t)]|00) = cos ae(t)|10) — i sin a(¢)|00). (28)



Prawdopodobienstwo przejscia |10) — |00) w ¢ — co ma postaé

P = [(00[¢5(£))[* = sin? <‘;L /OOO dTB(T)) : (29)

Stosujac zalezny od czasu rachunek zaburzeri otrzymujemy amplitude przej$cia w pierwszym rzedzie
i [ -
A = - / dt(00|V|10). (30)
0

Na podstawie powyzszych rozwazan, widaé, ze prawdopodobienstwo w pierwszym rzedzie jest postaci

7><1>:|ﬁ/ drB(T)|?, (31)
h 0

zatem jest to, po prostu, rozwiniecie pelnego wyniku do najnizszego rzedu, i stosuje sie rzecz jasna,
gdy spelnione jest PV <« 1.

Zadanie 3

Tresé: Elektron w atomie wodoru znadjuje sie poczatkowo w stanie 1s i poddany jest zaburzeniu
postaci

V = efyze 7. (32)

a) Wyznacz w pierszym rzedzie rachunku zaburzenn prawdopodobienistwa przejscia do stanow
n=2.

b) Wyznacz w pierszym rzedzie rachunku zaburzen prawdopodobieristwo przejscia do 2p dla ¢ >
T.

Rozwigzanie:
a) Amplituda przejscia ze stanu |100) do stanu |2lm) w pierwszytm rzedzie rachunku zaburzen
dana jest wyrazeniem postaci

. + . ¢ , ,
Api=—1 / €= IV () i) = — ek / At e iler=e)t I igmlz100).  (33)
0 0

Wida¢, ze wyrazenie to separuje si¢ na calke po t’ oraz na element macierzowy operatora 2. Poniewaz
w reprezentacji polozeniowej z jest asymetryczne ze wzgledu na odbicie, zas funkcje falowe 1)19o(7)
oraz 1o00(7) sa symetryczne, wiec od razu widaé, ze zachodzi

(2002/100) = 0. (34)

Widzimy réwniez, ze nie mozna otrzymaé przejscia do stanéw o m # 0, gdyz calka po ¢ da zero.
Zatem jedyna niezerowa amplituda w pierwszym rzedzie to ta zwiazana z przejsciem do |210).

b) Nastepnie wyznaczamy te amplitude dla ¢ > 7. Liczymy osobno calke po czasie i catke po
przestrzeni. Ta pierwsza daje

t .
. / 1 twieT — 1
lim i dt'eP! = 5 B = 127 wia = (3 — €1) . (35)
Z kolei calka przestrzenna jest postaci
/ d3 P10 (7)1 cos 01100 (F) = / drRay vy Rio (r)r® / dQ cos 0Y55(Q)Y10(Q) (36)

Podstawiajac wyrazenia na funkcje falowe, otrzymujemy

(210[2/100) = =- =% (37)



Stad prawdopodobienistwo przejscia jest postaci

215 /a2e& 2 72
sz-(T>:|Aﬁ|2=( v ) . (38)

310 h (w127)2 +1

Zadanie 4

Tresé: Elektron o masie m i tadunku —e znajduje sie w stanie podstawowym potencjatu har-
monicznego o czestosci wy. Poddany jest zaburzeniu pochodzacemu od gwaltownie wlaczonego i
wylaczonego pola elektrycznego,

E(t) = &[O(t) — 0t —7)]. (39)

Jaki jest dominujacy wklad do prawdopodobienistwa znalezienia elektronu w pierwszym i drugim
stanie wzbudzonym dla ¢t > 7.

Rozwigzanie:
W pierwszym rzedzie mamy
2
1 T . A i —FE
P> == / dte” O MUV (B)]0)]  wio = = (40)
w2\ Jo h
podstawiamy zaburzenie zgodnie z trescig zadania, czyli
V(t) = eE(t)x = e ox[f(t) — O(t — 7). (41)

Nastepnie zauwazamy, ze catka daje niezerowy wktad tylko dla t € [0, 7] i pole jest wtedy stale. Zas
catka przestrzenna jest trywialna, gdyz

(1]2]0) = ﬂ (42)

co wynika z wyrazenia & przez operatory kreacji i anihilacji. Zatem prawdopodobienistwo wynosi

Pz = () gl ) )

QmWO 5

Wida¢ tez od razu, ze w pierwszym rzedzie nie moze zajsS¢ przejscie [0y — |1), gdyz operator zabu-
rzenia jest liniowy w a,/a9%99¢" | a zatem sprzega tylko sasiednie stany.
Niemniej, w drugim rzedzie mamy wyrazenie na amplitude prawdopowdobieii$twa

t1
A5 (¢ > () /dtl/ dtae™ P20 /M |V (1) )~ Ho(li=t) /M (1) 0) e Fot2/ (44)

Nastepnie rozwazamy element macierzowy, ktory jest pod caltka i korzystamy z rozktadu jedynki na
stany wlasne operatora Hy, co daje

(2[V (0)e= o=t/ (1)]0) = Ze_‘E (=R OIV (1) [n)n|V (£2)[0). (45)
n=0

Jedyny nieznikajacy wkitad jest dla n = 1, zatem element ten wynosi

< . . ‘ h
D e B (1) ] V (12)[0) = ¢ O M ey)2 L (46)
n=0 0
7 kolei wykonanie calki po czasie daje
T . wotl 1
/ dt1e°M [0(t,) — O(ty — 7) / db2e™02[0(t5) — O(ts — 7)) = / i ——
0 o
2
= 2L eom/2 gin(wyr /2) [ w07/2 og(woT/2) — 1] (47)
W

Stad pelne wyrazenie na prawdopodobiernistwo przejscia |0) — |2) w drugim rzedzie rachunku zabu-
rzen ma postaé

2 2
Pz =[afesnf =2 ( hj) (i) sntenr/2 (18)
0

mwo



