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Zadanie 1

Tresé: Rozwaz czastke o tadunku ¢ w jednowymiarowym potencjale oscylatora harmonicznego,
bedaca pod wplywem jednorodnego pola elektrycznego,

. . R R H2 1 .
H=Hy+V, Hy= 2’# + omw?i?, V= —qEx. (1)
m

a) Zakladajac, ze pole elektryczne jest stabe i pozwala na stosowanie rachunku zaburzen (jaki to
naktada warunek na E?), wyznacz poprawki pierwszego i drugiego rzedu do stanu wlasnego
€, Hamiltonianu Hy.

b) Rozwiaz to zagadnienie $cile i poréwnaj z rozwiazaniem przyblizonym

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze operator polozenia mozna zapisaé jako

a+af h

Aho \/5 ) Aho mw ( )

Stad bardzo tatwo wyznaczy¢ poprawke pierwszego rzedu do energii niezaburzonej EY

mamy

{f;:

) Mianowicie,

B ((nlaln) + (nlat[n)) = 0. (3)

EY = (n|V|n) =
! V2

Poprawka w drugim rzedzie ma postac

2 2
E® — | ”\V\m _ 20p, (_nt1 n (¢E)
Z E(O = (aB) 2 Fiw e Tw 2mw?’ )

m#n

Z drugiej strony, Hamiltonian mozna analitycznie zdiagonalizowaé, sprowadzajac go do pelnego
kwadratu, to znaczy

~2 2 2
w1 o qE (¢E)
H=—+-nw (m — mw2) ~ 53 (5)

Oznacza to, ze energie ulegaja przesunieciu wzgledem przypadku bez zaburzenia, czyli

E, = hw (n + 1) _ aBr (6)

2 2mw?

Poréwnujac wynik z wyrazeniem (4) wnioskujemy, ze poprawki wyzszych rzedéw musza znikac.

Zadanie 2

Tresé: Zakladajac, ze elektron w atomie wodoru (bez spinu) poddany jest zaburzeniu pochodza-
cemu od jednorodnego statego pola eketrycznego skierowanego wzdhuz osi z, wyznacz w pierwszym
rzedzie rachunku zaburzen poprawke do stanu podstawowego i pierwszego wzbudzonego i odpowia-
dajace im energie.

Rozwigzanie:



Zaburzenie ma postaé

V =eEz, (7)

jest zatem nieparzyste (ze wzgledu na odbicie z — —z). Oznacza to, ze znika¢ bedzie ono zawsze,
gdy liczyé bedziemy wyrazenia typu (nim|C|nim), gdyz oblozenie z dwu stron funkcja o dowolnej
parzystosci daje w efekcie funkcje parzysta, zas wycatkowanie po z da zero. Nie ma zatem poprawki
w pierwszym rzedzie do stanu podstawowego. Natomiast pierwszy stan jest czterokrotnie zdegene-
rowany, bo odpowiadaja mu [¢1) = [200), [1)2) = [210), [¢3/4) = [2141). Zatem, zgodnie z regutami,
wyznaczamy macierz 4x4, ktorej elementy dane sa wzorem

Vij = eE{s|zl;), i,j € {1,2,3,4}. (8)

Korzystamy ze wspotrzednych sferycznych, gdzie mamy
Ynim = Bt (r)Yim (0, 9). (9)
Mozemy teraz wyznaczy¢, ktore elementy beda niezerowe. Jako ze z = r cos §, zaburzenie nie dotyka

m, zatem musi by¢ z dwu stron m = m’. Ponadto, [ musi by¢ rézne o 1, na moccy argumentu o
nieparzystosci. Zatem jedyny element nieznikajacy to

e8] ™ 27
Vie = eFE(210|2]200;) = eE/ r?’dngl(r)RgO(r)/ sin 6 cos 6df Py (cos 6) Py (cos 9)/ d¢ (10)
0 0 0

Podstawiajac odpowiednie funkcje specjalne otrzymujemy

E [* . I
Vig = e 5 / r3dr— (1 - T) e @ / sin @ cos® 0df = —3eFay. (11)
87Ta0 0 0

Zaburzenie czeSciowo znosi degeneracje, tylko miedzy tymi dwoma stanami, energie wtasne maja
postac

2
B =91y, =_%
1 1 12 8a0

(LFn), (12)
gdzie n = 24FEa?/e ~ 4.7 x 10—9E |volt/cm]. Stany wlasne to

64) = —= (1200) £ [210) (13)
Zadanie 3

Tre$é: Pewien stan opisywany jest trzema ortonormalnymi stanami [¢;), i € {1,2,3} i w tej bazie
Hamiltonian niezaburzony ma postaé¢

R €1 0 0
H= 0 ¢ O , €2 > €71. (14)
0 0 €2
Zaburzene V w tej bazie ma postaé
R 0 0 a
V=10 00b |, la~|b<e —e. (15)
a® b* 0

Wyznacz analitycznie (bez przyblizen) energie H=Hy+V. Nastepnie wyznacz je w rachunku
zaborzen do drugiego rzedu i poréwnaj wyniki z doktadnymi.

Rozwigzanie:
Scista diagonalizacja daje rownanie

e, — F 0 a
det 0 €1 — F b =0, (16)
a* b* e —F



ktore ma rozwiazania

_ 2
By=e, Ey= 62;“ + \/(62 461) + [af2 + [b]2. (17)

Zauwazmy, ze w granicy |a|?, |b|* < €2 — €, mozemy rozwinaé pierwiastek i otrzymujemy w najniz-
szym rzedzie

€2+ €1 | €2 — €1 lal® + |b]?
Fy ~ + 1+42———1, 18
+ 2 2 |: + (62—61)2 ( )
czyli
al? + |b|? al? + |b)?
By ey (EHBE g el BE (19)
€9 — €1 €2 — €1

Nastepnie wyznaczamy poprawke w drugim rzedzie rachynku zaburzen. Pierwszy, rzecz jasna, znika,
gdyz zaburzenie nie ma elementéw na diagonali. Najpierw skupiamy sie na podprzestrzeni niezde-
generowanej. Mamy

= 3 WVl _ P + o

€2 — €m €2 — €1

(20)
m=1,2

Nastepnie przechodzimy do podprzestrzeni E, w ktorej wystepuje degeneracjia. W tym celu konstru-
ujemy operator

z=% V¢ Xtbm| V. _ V\%X%W'

21
gk €1 — €m €1 — €2 ( )

Wyznaczamy macierz tego operatora w E i otrzymujemy

. la)? |b|2 ab* . a*b
(] Zlin) = —=—, (o] ZJtpa) = . (] Zl) = (il Ze) = - (22)
€1 — €2 — €2 €1 — €2 €1 — €2
Co daje wartosci wtasne
2 b 2
€1 — €2

Wszystkie te wyniki sa zgodne z rozwinieciem do drugiego rzedu z pierwszej czesci zadania.

Zadanie 4

Tres¢: Rozwaz czastke o masie m i ladunku ¢ w potencjale anizotropowego tréjwymiarowego
oscylatora harmonicznego w, # wy = w, = w. Czastka potraktowana jest zewnetznym jednorodnym

polem magnetycznym B = Bé,.
a) Zapisz Hamiltonian H uktadu.

b) Zakladajac, ze B jest male za$ anizotropia staba (|w, — w| < w) rozdziel H na czesé zerowy i
zaburzajaca.

¢) Zakladajac, ze rozszczepienie w wyniku dziatania pola B jest porownywalne z rozszczepieniem
powodowanym przez anizotropie ale male w pordéwnaniu z hw, wyznacz w pierwszym rzedzie
poprawki do pierwszego stanu wzbudzonego. Czy zaburzenie w pelni znosi degeneracje?

d) Zakladajac, ze potencjal oscylatora jest izotropowy, zas czlton kwadratowy w B jest maly,
zdiagonalizuj otrzymany Hamiltonian.

Rozwigzanie:
Dla dowolnego potencjatu wektorowego mamy

9
; p q -, L, o 1 1 2 9
H=—-—"(A- -A) + A + 2°). 24
2m 2mc( pEp-4) 2mc2 + mwx +2mw W) (24)



Korzystajac z wlasnosci iloczynu wektorowego, oraz przyjmujac, zgodnie z trescia, ze A= %E X T,
otzymujemy
. L 172 .
A-j+p-A=B-I A‘ZZZ[B%Q—(B.F)Q]. (25)
Przyjmujac, ze pole jest skierowane wzd16z osi z, otrzymujemy
) 22
2 p qB 1 2.2, 1 2, OB 2 2
H=——-——L,+- = -— . 26
S gl T gmwst” £ om (WS (y= + 2°) (26)

Nastepnie wprowadzamy wielkosci o wymiarze czestosci

qB
wp =5 Q= w?+w?. (27)

Rozbijamy Hamiltonian na dominujaca czesé i zaburzenie w nastepujacy sposob

. P2 1 2 p 5 2 1 2 2y,.2
Ho=%+§m9 T, V:_WLLw+§m(wm_Q )z (28)

i jest to punkt startowy naszych rozwazar.
Energie niezaburzone maja postaé

3
Engnyin. = hw (ng,j +ny+n,+ 2) , n; €N, (29)

Pierwszy stan wzbudzony, do ktérego mamy wyznaczy¢ kolektywna poprawke pochodzaca od 1% jest
trzykrotnie zdegenerowany

5
Ei00=FEoi1,0=FEpo01= 57%- (30)

Zatem od tej pory “dziatamy” w tej tréjwymiarowej podprzestrzeni. Zaczynamy od rozpisana ope-
ratoréw potozenia i pedu przy pomocy stosownych operatoréw kreacji i anihilacji. Mamy

h

Py = QmQ(aﬁa}), pi =i\ (@] — @), i=ay,z (31)
Nastepnie zauwazamy, ze zachodzi
i = QZQ (a2 +al? + 20, + 1), L, =ih(ala, —ala.). (32)
Wprowadzmy pomocnicze oznaczenia na dwie czesci potencjatu zaburzajacego, mianowicie
Ve = h%(di +al? 4+ 20, + 1), V. =ihwy (a6, —ala,). (33)

Jako ze operator V. nie “dotyka” liczb kwantowych n, oraz n., wigc w podprzestrzeni pierwszego
stanu wzbudzonego mamy

!

(N, ny, e |Vl ), nl) = Onynt, On (ng|V|nl), ne,nl =0,1. (34)
Pozostate do wyrazenia elementy maja postac

2 _ 2 2 _ )2
wz — wi —Q

¥ =h—=Z— 1|V, |1) = 3h—2—— V.[1) = 0.
O, 10) = B0 [V, = 3n2E = (o[ =0 (35)
Zatem w tej bazie macierz zaburzenia V, ma postaé
300 2 _ 02
Vii=al o010 |, a:h%. (36)
001 m

Analogicznie mozemy wyznaczy¢ macierz zaburzenia V., ktore nie rusza stopni swobody zwiazanych
z ng. Bezposredni rachunek daje

Vi =ib , b=hwp. (37)

o OO
o O
o = O



Zagadnienie wlasne po zsumowaniu tych dwu macierzy jest trywialne i otrzymujemy
EM =30, EY =a=+3. (38)

Przechodzac do ostatniego punktu, jezeli zaniedbywalny jest czton kwadratowy w polu B oraz w, ~
w, otrzymujemy w przyblizeniu

2 2
_pe et P
a="h e 2(wx w). (39)
Wtedy zachodzi réwniez
qB
~ b = |wr—w|~=|—]. 40
ol = = o — o] > |2 (10)
W tym przyblizeniu Hamiltonian ma postac
-2
. 1 A
Hy = 2%1 + gmwQF‘z —wrL,. (41)

Ten Hamiltonian komutuje z L, oraz f/Q, zatem mozemy go zdiagonalizowa¢ w bazie stanow |nlm),
gdzie n = n, +n + y + n, to liczby kwantowe zwiazane z oscylatorowymi stopniami swobody, zas [
i m to odpowiednio catkowity moment pedu i jego rzut na o$ .

Zadanie 5

Tresé: Rozwaz elektron o masie m i tadunku —e w atomie wieloelektronowym, przymujac, ze
potencjal, ktérego doswiadcza jest efektywnie ekranowany i ma postaé

VA 2
Vir)= ——: e /R, (42)
Uzywajac ansatzu
1 —r/a
Y(r) = %e ) (43)

gdzie a jest parametrem, wyznacz metoda wariacyjng energie stanu podstawowego tego elektronu.
Wyznacz najmniejsze R, dla ktérego rozwiazanie istnieje.

Rozwigzanie:
Energia wariacyjna, po wyknoaniu catkowania przez czesci ma postaé

h2
Bl@) = [ @ |30 (90 + V0] (44)
We wspotrzednych sferycznych zachodzi
1
Vip(r) = ' (r)é, = ————e "%, 45
e(r) =4'(r) Vradd (45)

Stad catka daje

1 h? Ze? h? Ze?  AR?
E - = d3 _“#* —r/R —2r/a _ - ) 46
(a) a3 / " [2ma2 r ¢ 2ma? a (2R+a)? (46)

Poszukujemy minimum energii, ktére daje warunek

T 2x r0 a ag
= (14 )= ot 20 4
1@ =G < * 1—|—m> orR” T T Z (47)

Funkcja znika w zerze i w 400, za$ ma maksimum dla xg ~ 1.55 wynoszace f(z9) ~ 0.528. Warunek
na istnienie rozwigzania ma zatem postac¢ ro < 2R f(zo). Zatem musi zachodzi¢ R > ro/(2f(z0))-

Zadanie 6



Tres¢: Wyznacz metoda wariacyjna energie stanu podstawowego uzywajac nastepujacych ¢;(r) =
u;(r, B)/r 1 dwu funkeji probnych

T

m, us(x, B) = z2e P, (48)

u1 (.I', 6) =
gdzie © = r/ag, zas ag jest promieniem Bohra a ( jest parametrem wariacyjnym. Ktora z tych

funkcji probnych daje lepsze oszacowanie? Policz takze przekrycie otrzymanych funkcji wariacyjnych
7z rozwigzaniem dokladnym [ig), czyli

8 =1 —|{(olis) | (49)

Rozwigzanie:

W celu wyznaczenia energii wariacyjnej nalezy policzyé warto$¢ oczekiwana Hamiltonianu oraz
norme funkcji falowej i podzieli¢ otrzymane przez siebie wyniki. Innymi stowy dla kazdej z funkcji
prébnych mamy

5 =5 | [t (g4 2 Yutes )| [ [ amits )] (50

gdzie wprowadziliSmy

e2

r
Ey=——— = — 51
0 2aq z a0 (51)
i w liczniku i mianowniku skréciliSmy czynniki 47 pochodzace od calek po katach. Wyniki sa naste-
pujace:

Ei(B)/Ey = (83 —7)/(2nB?), E2(8)/Eo=p5-53°/3 (52a)
G=7 =1 (52b)
Bi/Bo=—, E3/Bo= (52¢)
61 =021, & =0.05. (52d)

Widaé zatem, ze pierwsza funkcja probna lepiej odtwarza energie, zas druga funkcje falows.



