SERIA 2
ROZWIAZANIA

MECHANIKA KWANTOWA ‘26

Niech zbior {|v;)}, gdzie i € {1...n}, stanowni baze ortonormalng pewnej n-wymiarowej prze-
strzeni Hilberta H,,.

Zadanie 1

Tresé: Korzystajac z notacji Diraca, zapisz warunek, ze rzeczywiscie spelniony jest ten warunek
(tworzenia bazy ortonormalnej) Nastepnie, w tej bazie:

a) zapisz dowolny stan |¢) jako superpozycje ze wspotczynnikami ¢;;
b) wyznacz jego norme i podaj posta¢ stanu po unormowaniu;
¢) majac dwa stany |¢1) oraz |¢2), wyznacz ich iloczyn skalarny;

)

d) znajdz iloczyn skalarny wektorow
[61) = V2[en) +ilwa) o [62) = Bilyor) + (2 + )W) 5

e) unormuj kazdy z tych wektorow.

Rozwigzanie: Wektory |1);) sa ortogonormalne, jezeli spelniaja warunek

(Wilhs) = bi5. (1)

Tworza baze ortonormalna, jezeli ponadto rozpinajg cata przestrzen H,,, czyli jezeli
n
D 1] = 1. (2)
i=1

a) Dowolny stan |¢) mozna zapisaé jako superpozycje stanéw bazowych w postaci

n

l¢) = ZQW%‘% ¢; € C. (3)

=1

b) Kwadrat normy tego stanu wynosi

(Blo) = D cielw;lv;) = Z cicid; Z il (4)

4,j=1 i,j=1
Zatem stan po unormowaniu ma postaé

N Zl 1CZ|¢1>
9= e

¢) Niech dwa stany maja postac

n

1) = i), o2) Zd |3). (6)
i=1
Ich iloczyn skalarny wynosi

n n

(Brlp2) = Y cidi(wily;) = cidi. (7)

ij=1 i



d) Hoczyn skalarny podanych wektoréw wynosi
(d11¢2) = (V2(¥n| = i(a]) (Bilthr) + (2 + D)[ih2)) = 3V2i —i(2+4) = 1+i(3V2-2). (8)
e) Kwadrat normy kazdego z nich wynosi

(1lpr) = (V2(r| — i(hal) (2eo1) +ilyh)) = 5 (9a)
(P2|d2) = (=3i(w1| + (2 — i) (v2|) (Biler) + (2 +i)[1p2)) = 14 (9b)

zatem unormowane wektory otrzymujemy dzielac je przez pierwiastki z odpowiednich wielkosci.

Zadanie 2

Tresé: Rozwaz zbior n operatorow postaci II; = [1;)(th;|. Wyznacz 112, TI¥ (k € N), TI,IT;. Czym
jest operator

A=S01
i=1
Czy operator I1, = |¢)(¢|, gdzie

|¢) = |¢1) +i[ha)

jest operatorem rzutowym na stan |¢)? Jezeli nie, zmodyfikuj |¢) do |@), tak by operator 1:[(23 byt
operatorem rzutowym.

Rozwigzanie: Na mocy réwnania (2) rozpoznajemy, ze operator A jest jedynka w H,,. Operatory
II; spelniaja

LI = 6,11, (10)

(na mocy ortonormalnosci bazy), zatem dowolne momenty II; WYynosza I1,. Nastepnie liczmy:

I, = [6)(¢19) (9]- (11)
By byl to operater rzutowy musi zachodzié¢ (¢|¢) = 1, tymczasem
(Ple) = (Y] —ieha])(|9h1) +ilep2)) = 2. (12)

Zatem operator I 3 jest rzutowy, gdy unormujemy stan, dostajac

B) = —=(n) +ilya)). (13)

Zadanie 3

Tresé: W tym zadaniu rozwazamy H,, z poprzedniego zadania z n = 2. Korzystajac z utorzsamienia

1 0
|'l/}1><_) (0>’ |¢2>‘—> <1>
oraz z wyrazenia na wektory

[¢1) = |v1) + 2ilh2),  [d2) = —|th1) + (1 +4)[¢)2).

wyznacz w postaci macierzowej wielkosci
Aij = |¢:iXdj|, By = Ao+ Ao1, B_ = A1p — Apy, B_ = Ap —ids (i,j=1,2).

Ktore sposrod tych operatoréw sa hermitowskie?



Rozwigzanie: Dla przykladu wyznaczymy postaé jednego z operatoréw, reszta do samodzielnej
pracy.

Avy = |¢1)(@2] = (1) + 2ilv2)) (— (1| + (1 — i) (po]) =
= —[1)}1] + (1 = i) [th1 Xtho| — 2|2 )(eh1| + 2(1 + @) [ha)(to| = ( __212 2(11_+Zi) ) :

Zadanie 4

Tres¢: Pozostajemy w Ho. Przedstaw w postaci macierzowej nastepujace operaotry

61 = [P1)a| + [2)¥], G2 = i([ha)¥1] — [1)(2]),  F3 = [h1 )] — [¢h2)¥a].

Ktore z nich sg hermitowskie? Korzystajac z notacji Diraca (i ewentualnie macierzowej), wyznacz
komutatory

Ci' = [&i7&j]7 (7’7,7 = 172)

O jaki operator nalezy uzupelié¢ powyzszy zbior, by moc za jego pomocy przedstawi¢ dowolng
hermitowska macierz odwzorowania liniowego Hy — Hs?

Rozwigzanie: Widaé, ze wszystkie te operatory sa hermitowskie. Wyznaczmy jeden z komutatoréw.
Na przyktad

Crp = [61,02] = (14)
= i([P1 P2 + [P X1 ) (=[P )2 + [ )@1]) — i(— |1 b2 + [P )1 ) (|01 X W2 + [P )¥1]) =
= 20|11 | — [Y2)t2]) = 2i65. (15)

W ogolnosci zachodzi
3
Cij = 2izfijk&k- (16)
k=1

Dowolny hermotowski operator liniowy mozemy zapisa¢ w reprezentacji macierzowej jako

P T+y a+ib
A(aib xy)’ z,y,a,b € R. (17)
Korzystajac z reprezentacji macierzowej operatoréw & dostajemy

A:xﬂ+y&3+a&2+b63, (18)

widaé wiec, ze to kompletu brakowalo nam operatora jedynostkowego.

Zadanie 5

Tresé: Niech, w wyjsciowe]j przestrzeni H,,, wielkos¢ A bedzie obserwabla, ktorej pomiar daje n
wynikow a; € R i odpowiadajacych im stanow |¢;). Przy pomocy tych wielkosci, zapisz jaka postaé
ma A. Niech stan ukladu przed pomiarem ma postaé

1Y) = c1]o1) + c2ld2).

Unormuj ten stan, podaj jakie sa mozliwe wyniki pomiaréw i jakie sa ich prawdpodobienistwa. Jak
wyglada stan, gdy po pomiarze A dostajemy wynik a2? W nastepstwie tego pomiaru, jakie jest
prawdopodobienstwo otrzymania wyniku aq?

Rozwigzanie: Obserwable, z definicji, otrzymujemy poprzez rozktad spektralny, czyli

A= Zai|¢i><¢i|~ (19)



Stan po unormowaniu ma postaé

1
[¥) = === (c1|¢) + c2[$2)) -
Ve + leaf?
Mozliwe wyniki pomiaréw to a; i as z prawdopodobieiistwami p; = |¢;|?. Stan po otzymaniu wy-

niki as otzymujemy poprzez rzutowanie na |¢2) i unormowanie, wynosi wiec on po prostu |¢ps).
Prawdopodobieristwo otrzymania a; wynosi w nim 0.

Zadanie 6

Tresé: Niech w H,, dany bedzie operator

56=Z ilpiXeil,

gdzie |¢;) tworza jaka$ baze ortonormalna. Jaki warunek musza spetnia¢ x;, by & byl obserwabla?
Wyznacz nastepujace wielkosci

na jakim$ stanie

Podaj przyklad ¢; takich, by (#)” = (2?).
Rozwigzanie: Oczwyiscie, musi zachodzi¢ x; € R. Na tym stanie mamy
(@) = WlEl) = wilal®, (2%) = @WIE°W) = Zzzw (20)
i=1

i analogicznie dla wariancji. Jezeli ¢; = d;; wtedy mamy

W) = lgy), (&) =a%=(2?).



