SERIA 4
ROZWIAZANIA

MECHANIKA KWANTOWA 26

Uwaga: wprowadzamy oznaczenia € = 2m/h?E oraz vy = 2m/h*Vj.

Zadanie 1

Tresé: Czastka o masie m bytuje w potencjale, ktory sktada sie z nieskoriczonej bariery w = = 0
oraz skonczonego schodka, ktéry mozna opisa¢ wzorem

v(x) = —vob(a — ) + wo [O(x —a) — O(x — b)], wvo,wo >0, b> a,
jak na rysunku. Znalejdz energie stanéw zwiazanych.

Rozwigzanie:
Numerujemy kolejne dozwolone obszary jako 1: 0 < x < @, 2: a < x < boraz 3: x > b. W obszarach
tych, po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych, mamy nastepujace rownania Schrédingera :

{(@) = —(vo = [e})¢n () (1a)
5 () = (wo + |e)¢2(2) (1b)
5 () = le[s(z). (1c)

Rozwiazania (po narzuceniu warunkow 11 (0) = 0 oraz ¢3(x) “—— 0 maja postac

P1(x) = Asinkiz, ki = /vo — |€] (2a)
Yo(x) = Bek2® 4 Ce™ 2% ky = /Wy + €| (2b)
Yg(x) = De %% k3 = /¢l (2¢)

Nastepnie zszywamy w punktach x = a,b narzuczajac warunek na ciagtos¢ funkcji i pierwszej po-
chodnej. Otzymujemy stad w x = a

BeF2e 4 Ce k2% = Asinkya (3a)
k
Bek2a — Ce™F2a = k—lA cos k1 a. (3b)
2
oraz analogicznie w x = b
BeP2b 4 Ce 2t = pe=hab (4a)
k
Bek2t — Cemh2b = —k—sDe_k?’b. (4b)
2

Dodajemy i odejmujemy stronami te réwnania, co daje nam

1 k
B= 5Ae—kza <sin kia + k—;Acos kla) (5a)
]' kza 3 kl
C= §Ae sinkia — k—QAcos kia (5b)
oraz
1 , k
B= §D6—<k3+k2)b (1 - kz) (6a)

C = %De*ks*kz)b (1 + kd) . (6b)



W nastepnym kroku poréwnujemy stronami wyrazenia na B i C' i dostajemy jednorodny uktad dwu
réwnan na dwie niewiadome

k ke
Ae™*2% (sinkya + -~ Acoskya | = De~(Fatka)b (1 23 (7a)
k‘g kQ
k k
Ae2® (sinkia — ~~Acoskia | = De~(ka=k2)b (1 4 22 (7b)
1{32 k2

Wyznacznik przyrownujemy do zera, co daje rownanie

k X k k k
e 720 (sinkya + L Acos kia | e~ (ks=ka)b (11 4 23] = ke sinkia — L Acos kia | e~ (kstha)b (11 o3
ko ko ko ko
(8)
Nastepnie wymnazamy nawiasy tak, by powstaly funkcje hiperboliczne. Efektem jest wyrazenie

ke 1+ 32 tanh(ka(b — a))

tg(kia) = —— 9
slkia) ==, tanh(ka(b — a)) + & ©)
Wprowadzamy zmienne z = kja, zatem |e| = Vi@ — (z/a)?, czyli z < z9 = a,/vg oraz z; =

av/vg +wg i A =b/a—1> 0, by otrzymac

te(x) = — x Va3 — 22 + /2% — 22 tanh(A/2? — 22) = 4(a). (10)
Vo2 — 22 /22 — 22 + /27 — 22 tanh(A/2? — 22)

Funkcja g(z) zeruje sie w z = 0 za$ w xo przyjmuje wartosé

(0) = 22— (1)
giro wo tanh(Av/z2 — z2)

Zeby istnialo rozwiazanie réwnania (10), musi zachodzi¢ x €]r/2, 7). Ponadto, jako ze funkcja g(z)
jest monotonicznie malejaca, musi zachodzi¢ tg(xg) = g(xg). Wtedy jest jedno przeciecie (jeden stan
zwiazany).

Zadanie 2

Tresé: Tym razem czastka o masie m bytuje w potencjale “schodkowym”, czyli
v(z) = Vob(x).

Opisz ruch klasycznej czastki o pedzie p zblizajacej sie do schodka z lewej strony. Rozwaz dwa
przypadki:

a) Vo < E
b)0<E<V0.

Nastepnie przejdz do opisu kwantowego. Znajdz wspotczynniki odbicia i przejscia dla obu przypad-
kow.

Rozwigzanie:
Klasycznie:

Jezeli czastka ma energie E > V), po przejéciu do obszaru z niezorowym potencjatem jej predkosé
spada z v do v’ = Vv?2 — 2mVj. Jezeli E < Vj, to czastka sprezyscie sie odbija i wraca do x — —oo.

Kwantowo: E > V|

W opisie kwantowym rozwazamy osobno réwnanie Schrodingera po obu stronach x = 0. Zakla-
damy tez osobno przypadek, gdy czastka pada z lewej (+) i z prawej (-) strony. Mamy zatem w obu
przypadkach odpowiednio

w4m={a&$ﬁﬂ&%“ w<m={ﬁ&4m TS0 )

ase asefK? 4 g emiKe x>0



Wprowadziliémy nastepujace wektory falowe k% = 2m/h*E oraz K? = 2m/h?*(E — Vp). Nastepnie
zszywamy parami te rozwiazania (rownos$é funkeji i pierwszych pochodnych), otrzymujac

ik —ikx —ikx
e+ Ak, K)e | B(K,k)e x <0
1/)4-(1') - { B(k,K)eiK‘T ¢—(a:) - { A(K, k)eiKm + efiKz x> 0’ (13)
gdzie podzieliliSmy stronami przez wspolczynnik przy fali padajacej oraz wprowadzilismy funkcje k
i K w postaci
k—K 2k

(14)

W kolejnym kroku wyznaczamy prad zwiazany z fala padajaca (i), odbita (r) i przechodzaca (t),
zgodnie ze wzorem

. h ' /
= —_—— * - * . 1
J =g [V — v (15)
Otzrymujemy trzy wielkosci (tu dla przyktadu pokazane dla przypadku “+”)
hk hk hk
i=—, jr=——|Ak,K)|*, ji=—|B(k K)> 16
J m y m | ( ’ )I y Jt m | ( ) )| ( )

Zauwazamy, ze zachodzi

gl = Ll + [7¢, (17)

zatem dzielac stronami przez prad padajacy dostajemy wspoélczynniki odbicia i transmisji

k
R = |A(k,K)?, T:?|B(k,K)|2, R+T=1. (18)

Kwantowo: E < V|
W tym przypadku mamy tylko padanie z lewej strony i rozwiazanie postaci

acethr 4 3 etk z <0
vy ={ Gt i~ (19)

gdzie k? = 2m/h%(Vy — E). Warunki zszycia daja

[ Cetkr 4 ek r <0
’(/J(LI’,‘) - { De—mt T 2 0° (20)

gdzie

k—1 2k
o

C:k—km’ Tk tin

(21)

Prad przejscia znika (bo funkcja jest rzeczywista z dokladnoscia do statej multiplikatywnej), zatem
mamy wspodtczynnik odbica R = |C|? = 1. Niemniej, prawdopodobieristwo znalezienia czastki dla
x > 0 jest niezerowe i oc e =247,

Zadanie 3

Tresé: Znajdz prawdopodobienistwo przejscia przez bariere o wysokosci V; i szerokosci a.
V(z) =V [0(x) — 0(z — a)].
Rozwaz przypadki
a) 0< E<V

b) E > V.



Rozwigzanie:

. 1\>/[8?r/r?y w obszarach I (z < 0), IT (0 < z < a) oraz II] x > 0 i zakladajac padanie z lewej strony:
Vr(z) = e*® 4 Ae™™*® 41 (x) = Ccosh(kz) + Dsinh(kz), ¢rrr(z) = Bett@=a), (22)
gdzie wektory falowe maja postaé
E*=¢>0, k¥ =vy—e>0. (23)
Warunki zszycia daja
1+A=C
1—A=—itD (24)

B = C cosh(ka) + D sinh(ka)
i£ B = C'sinh(ka) + D cosh(ka).

Stad otrzymujemy

\}

B=
2 cosh(ka) +i ( — &) sinh(ka) (25)

czyli wspoétezynnik przejscia
4

T=|B?= 5 (26)
4 cosh(ka)? + (£ — £)" sinh(ka)?

Latwo sie przekonaé, ze T(e = 0) = 0, za$

1
lim T'(e) =

_ 27
€— Vg 1 + ’1)0%2 ( )

E < Vg
W tym przypadku nalezy dokonaé¢ zamiany x — iK, gdzie K? = € — vg. Daje to wspotczynnik
przejscia
46(6 - ’U())

= 4e(e — vo) + v2 sin(y/e — vpa)?’ (28)

W szczegolnosci rezonans T = 1 zachodzi, gdy

n?n?
e=wv+ o (29)
Zadanie 4
Tresé: Na koniec rozwazamy przypadek, gdy czastka o masie m porusza si¢ w potencjale
V(z) = vd(z) + vod(z —a), v > 0. (30)

Znajdz wspoltezynniki odbica i przejscia i wyznacz, dla jakich a wystepuje rezonans (czyli transmisja
jest pelna).

Rozwigzanie: Zapisujemy réwnanie Schrodingera w trzech przedziatach, zakladajac, ze czastka
pada od lewej, i mamy rozwiazania

Y1(z) = e 4 Ae™ R ahy(x) = Be't® 4 Cem T qhy(2) = De'te. (31)

Nastepnie zszywamy wartosci i wyliczamy skok pierwszej pochodnej, co daje réwnanie niejednorodne

A-B-C=-1 (32a)
) _q1_ %

(1+2?)A+B—C—l i (32b)

B+e?*C D=0 (32¢)

_ B e Zkag g (1 + z%‘)) D=0. (32d)



Wyznacznik A wynosi

A = ¢~k {22‘ (%)2 + deika (1 + ZQ;:):| . (33)

Podstawiajac kolumne prawej strony réwnan odpowiednio za te odpowiedzialng za A i D otrzymu-
jemy

sin ka + 2% cos ka

A=— (34a)
sin ka + 2% e—ika (1 - iﬁ)
Vo Vo
2i (%)2 ¢~ika
D=— . (34b)
sin ka + 2%6—“‘“ (1 — z%)
Stad wspotezynniki odbicia i transmisji wynosza,
2
2 gin ka + cos ka
R = |A‘2 — [2kv . ] 5 (358.)
1+ [2—2 sin ka + cos ka}
1
T =D = (35b)

1+ [%sinka+coska]2.

Zachodzi R+T = 1. Warunek rezonansu 7' = 1 oznacza, ze wyrazenie pod kwadratem w mianowniku
musi sie zerowad,

2k
O Sinka+coska=0 = tgka = ——, k‘a;«é(Qn—&—l)I, n € N. (36)
2k Vo 2
Czyli otrzymujemy

1 2k
an, = n% % arctan (Uo> . (37)



