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Zadanie 1
Tresé: Wykaz, ze zachodzi zwiazek

[ﬁ L f7] —ihV x 7, (1)

gdzie 1% jest wektorem trzech operatoréw dzialajacych w tej samej przestrzeni, co L.

Rozwigzanie: Zapisujemy wyrazenie na j-ta sktadowa operatora Vi mamy

[ﬁ : EV]} _ Zn [L V} - m%:nieijkvk —ih ({7 x ﬁ) , 2)

J

gdzie skorzystalismy z faktu
|:i/l,‘7j:| = ihZEijka7 (3)
k
ktory nalezy osobno wykazaé / skomentowacd.

Zadanie 2
Tres¢: Stan pewnej czastki opisywany jest funkcja falowa

1/1(7?):N(a:+y+z)ef<%, a €R, (4)

gdzie N jest stala normalizacyjna. Jakie jest prawdopowobieristwo wynikow 2h% i 0 przy pomiarze
odpowiednio L? oraz L,?

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze zachodzi

Y(r) = f(r) x g(6, ), ()
gdzie we wspolrzednych sferycznych
g(0,¢) = N (sin 6 cos ¢ + sin @ sin ¢ + cos ) . (6)

[3 . /3
Y1+1(0,¢) =F 3, Sin 0e?, Y10(60,9) = I ¢ 0, (7)

otzymujemy po unormowaniu

Korzystajac z

9(6,0) = % <“f21y1,1<9, 6) + %Yuw, 6) + Y100, <z>>) , (8)

stad prawdopodobienistwo otrzymania wyniku 2h2 obserwabli L2 wynosi 1, za§ wyniku 0 obserwabli
L, wynosi 1/3.
Zadanie 3

Tres¢: Czastka o masie p bytujaca w potencjale V(r) opisywana jest funkcja falowa

P() = (z +y + 32) f(r). 9)
Odpowiedz na nastepujace pytania:



a) Czy ¥(T) jest stanem wlasnym L27 Jezeli tak, to jaka jest wartosc 17 Jezeli nie, jakie sg mozliwe
wyniki pomiaru obserwabli L2?

b) Jakie sa prwadopodobienstwa pomiarow roznych warosci m?

¢) Zalozmy, ze 1(7) jest stanem wlasnym Hamiltonianu. W jaki sposéb mozna wyznaczy¢ poten-
cjal V(r)?

Rozwigzanie:
Analogicznie do poprzedniego zadania, czes¢ radialna r f(r) separuje sie od katowej g(6, ¢), mo-
zemy zatem zapisaé

1 i—1 1+1
0,0) = —= | —=Y11(0,0) + —=Y1.1(0,9) + 3Y1 o(0, ) 10
0.0) = = (S5 0.0) + 06,0+ 3Y10(0,0) (10)
Zatem jest to stan wlasny 1%y wartoscig wtasna [ = 1. Mozeliwe wyniki pomiaréw obserwabli L.i
ich prawdopodobieristwa to m = +h: pyq = 1/11 oraz m = Oh: pg = 9/11.
By odpowiedzie¢ na pytanie dotyczace potencjalu V(r), zapisujemy réwnanie Schrodingera w
postaci

%7ﬁ8%“%L2+V&)ﬂﬂmm=Eﬂﬂmm- (1)

2ur2 " 212

Poniewaz ¢ jest stanem wlasnym L2, mozemy nim zadzialaé¢ i odcalkowaé¢ stronami f, co daje
wyrazenie czysto radialne

h? h?
{— 2y 0*r? + W + V(T)] f(r)=Ef(r). (12)
Stad
52 h2 7i2 " 4 /
V) =Bt 283(T2f(r))—W=E+57Tf ;} r (13)
Zadanie 4

Tres¢: Wykaz ze dla operatora momentu pedu zachodza nastepujace zwiazki
a) 7L i L oraz analogicznie ﬁf i Eﬁ sa operatorami zerowymi.

L2 = =7 [p(7- 7) - p°7]

)

b)

¢) [Fp?] = 2ihp, ewentualnie [F,p] = 3ih
)
)

d

Bezposrednim rachunkiem w zmiennych sferycznych wykaz g = —ihro,.

e) Korzysatajac z wyniku b) wykaz L% = r2p2 4 129, (r20r).

Rozwigzanie:

a) Mamy, na przyklad

P L= ZTZL = Zq]knr]pk =(Fx7)-p=0. (14)

ijk
Analogicznie dla L-7idla przypadkow z p.
b) Korzystajac z ¥ = —pF, otrzymujemy

—(mp)(pr) = — Z €ijk€ilmTiPKT1Dm = — Z (0510km — OjmOk)TjPETIDm =

ijklm ijklm

—(7-p)(F F)+Z7“gp7"g— (7 7) = p°F). (15)

L2



¢) Mamy

(rs 0% =Y o 0] = > (pilry, pi] + [y, pil)pi = 2ihp;. (16)

i %

Analogicznie dla [, p] = 3ih.

d) Korzystajac ze zmiennych sferycznych, otrzymujemy
. . 1 1. .
20y + Y0y + 20, = rsinf cos ¢ |sin b cos ¢, + — cosf cos pdy — —sin ¢/ sin 60, | +
r r
. . . . 1 . 1 .
+ rsinfsin @ |sin @ sin ¢pd, + — cos @ sin ¢pdy + — cos ¢/ sin 69, | +
r T

1
+ rcosf [cos 00, — = sin 969] =ro, (17)
r

e) Na koniec, korzystamy z

L2 =7 (p(p-7) — p°F) = —F - p(—7 - p — 3ih) + 7 (Fp° — 2ihp) = r2p® + ihip — (7 )% (18)
Daje nam to, na mocy poprzednio wyliczonych zwiazkow

L? = r25% + B2r0, + B2 (r0,)? = r25% + h2(2r0, + r20?) = r2p® + 120,120, (19)

Zadanie 5

Tresé: Przyjmijmy, ze czastka jest w stanie wlasnym operatoréow L? oraz L, (wartosci wlasne
O(Qipowiednio R21(1 + 1) oraz hm. Wykaz, ze w tym stanie (L,) = (L,) = 0 oraz ze (L2) = (L) =
B+ 1) —m2].

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze operatory L, oraz ﬁy mozna zapisaé jako

Ly = % (L + iy) (20a)
ﬁfi%@+_g) (20D)

Stad ich wartosci $rednie na stanie wlasnym L. sa zero. Zas$ podniesienie do kwadratu daje niezni-
kajacy wktad od

o o 1 /7. 4 A A
(imlL2[m) = (im|L2[im) = 5 <L+L_ + L_L+>lm
1 A _ 1 2 _ hQ 2
= 3 (Lalo) = SRU—m)+m+1) = T (10+1) —m?), (21)

gdzie skorzystaliSmy z tego, jak dziala na stan |lm) operator obnizajacy rzut momentu pedu.



