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Zadanie 1
Tresé: Przyjmijmy, ze elektron w atomie wodoru w chwili czasu ¢ znajduje sie w stanie

) = |21 — 1,+) + ), (1)
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gdzie |nlm, o) = |nlm) @ |o). Jakie sa wartosci oczekiwane operatorow L2 H, ﬁy, L, 82 8,i8,?

Rozwigzanie: Poniewaz kazdy z ketow jest stanem wlasnym operatora L2 wiec mamy

. 1 2
(L?) = hz[gl(l +1)] = 3h2. (2)
Analogicznie mamy
N 1
L,)=—=h 3
(L) =3 3)
Dla operatora H atomy wodoru otrzymujemy
- 1 4
(H) = s T e (4)
gdzie €, = —%. Kolejne wielkosci daja
N 1/1 3 A 3
2 2 2
= — — ]_ h = 777, z) — 77h.
8= (5+1) =2 s--2 6

Dla operatorow I:y oraz Sy, zauwazamy, ze dane sa one przez kombinacje operatorow podnoszacych
/ opusczajacych stosowny rzut (momentu pedu / spinu). Jako ze pozostawe liczby kwantowe sa
rézne, wartosci rednie tych operatoréw wynosza 0.

Zadanie 2

Tresé: Wykaz, ze rownanie Schrodingera dla czastki o tadunku ¢ w polu elektromagnetycznym jest
niezmienne ze wzgledu na transformacje cechowania potencjatow skalarnego i wektorowego pol EM,
czyli ze zachodzi

YR 1) — Y (F1) = (7 1) IN D/ () ©)

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dla pochodna czasowa i operator gradientu dzialaja na funkcje 1,
wyrazong przez 1', w sposdb nastepujacy
ihONp(F, 1) = iho, [Ny (7 )| — a0/ (i, + oA ) W/ (7 1), (Ta)
—ihVY(F, ) = _mﬁ[ —rab T/ Ry (7 ¢ )] AT/ (he) (—mv - fVA(r,t)) W (7, t).  (7b)
c

Podniesienie do kwadratu tego drugiego operatora, po dodaniu do niego potencjalu wektorowego,
daje

[ th——A( )rqp(f,t)zz[ th——A( )H th—fA( )} W7 L) =

i i

- Z [ iV — —A )} —igA(7t)/ (he) [—mﬁ G AN t)} W (7 t) =

[ & & 7

_ A0/ (he) [ v E AF 1) - 7VA( )rqp/(ﬁ t)

= A0/ [ — L4 (7, )}21//(;,15), (s)



gdzie
A'(7,t) = A(F ) + VA(7, 1) 9)
jest potencjatem wektorowym po zmianie cechowania. Zatem pelne réwnanie Schrédingera ma postaé

1

. . 2
(% = La50) ]| e,

(10)

o—iaA(7t)/ (he) (ih@t n %@A(ﬁ t)) W (7)) = e~ 1A/ (he) {

co po wprowadzeniu potencjatu skalarnego w nowym cechowaniu U’ = U— %&A(F, t) oraz podzieleniu
przez wspoélny czynnik fazowy daje tozsame réwnanie Schrodingera w nowym cechowaniu.

Zadanie 3

Tresé: Rozwaz elektron w ustalonym punkcie 7 w zmiennym polu magnetycznym
B(t) = By coswté,. (11)

a) W chwili czasu ¢t = 0 elektron jest spinowym stanie wlasnym +%/2 operatora S,. Znajdz stan
spinowy w dalszych chwilach czasu.

b) Wyznacz prawdopodobieiistwo otrzymania wyniku —#/2 przy pomiarze obserwabli S,.

c¢) Jakie jest najmniejsze By, ktore wystarczy by przerzucié¢ spin do stanu wlasnego —h/2 opera-
tora S,?

Rozwigzanie:

Jako ze interesuja nas tylko spinowe stopnie swobody, zapisujemy te czes¢é Hamiltonianu, ktéra
odpowiada za sprzezenie spinu z polem magnetycznym

N P By ~
H=-ji-B= g%b} cos wt. (12)

Zalezne od czasu réwnanie Schrédingera ma postac

(58) -0 (59)

Stan poczatkowy jest stanem wlasnym S, o wartosci +7/2, zatem w bazie stanéw wlasnych S. ma

on postac
(e)=701) <14>

ci(t) = —=eFidsinwt 0= g0 (15)

Poszukujemy teraz prawdopodobieristwa znalezienia stanu |¢(t)) w stanie wlasnym operatora S,
o wartosci —h/2, ktory w bazie z-towej przybiera postacé

=5 (L )- (16)

Zrzutowanie stanu zaleznego od czasu na ten stan i wziecie modul kwadrat daje

() ) ﬂ .
p-’(t) = sin (w smwt). (17)



Natomiast przerzucenie stanu poczatkowego do |—), wymaga, by to prawdopodobieristwo wynosito
1. Zatem spelniony musi byé¢ warunek

2 Ginwt* = 2r+1)n, neN. (18)
w

Daje to minimalng warto$é pola magnetycznego (dla n = 0) réwna

me  w
BO =2r— " .
ge sinwt*

(19)

Zadanie 4

Tre$é: Hamiltonian czastki o spinie 1/2 i tadunku —e umieszczonej w polu elektromagnetycznym
ma, postaé

Korzystajac z wtasnosci macierzy Pauliego, wykaz, ze mozna go przedstawi¢ w postaci

A= o+ S5 Awn) - evr (21)
=5 |0 Pt 0 7, e (7, 1).

Rozwigzanie: Skorzystajmy ze zwiazku
¢ -Ag-B=A-B+id(AxB), (22)

ktory wynika bezposrodnio z wlasnosci macierzy Pauliego. Daje to

3. (ﬁ+ Z A7, t)) 3. <ﬁ+ g A7, t)) - (ﬁ+ Z : ,I(F,t))Q +
+id [(m Z A7, t)) x (ﬁ+ Z A7, t))} (23)

Rozwazmy teraz i-ta sktadowa powyzszego iloczynu wektorowego. Mamy
L, €6 2 L e 2 €/ 7o T )
[(7+ - A 0) < (5+ S A n)| =< (7 A0 + A1) < 5) =
c c i c i

.., €
= —ih— D eiin(05Ak + Ardy). (24)

jk

Nalezy pamietaé, ze operator rézniczkowy w pierwszym czlonie dziala na iloczyn sktadowej poten-
cjatu wektorowego i funkcje falowg. Mozna go zatem zapisa¢ jako

0 (Aptp) + A0 = AR0j0p) + Ap0jth + (05 Ag). (25)

Pierwsze dwa czlony nie dadza wktadu, gdyz sg symetryczne ze wzgledu na przestawienie indeksow
k17 ipo zwezeniu z antysymetrycznym é dadza zero. Drugi za$ czton daje
.. € ., €
—Zhg Z Eijk(ajAk) = —ZhEBi. (26)
ik
Zatem Hamiltonian przepisuje sie do postaci

. 1 e 2 eh ~ =
H=_— |p+ -A(F — F, —a - B(7,t). 2
o [+ SAED] = ev(t) + 525 B 1) (27)

Zadanie 5

Tres$é: Rozwazmy elektron w jednorodnym polu magnetycznym B.

a) Wykaz, ze biorac A = %F x BiB é,, orbitalna cze$¢ Hamitlonianu sktada sie z dwu

komutujacych ze sobg czesci H iH |» prostopadtej i réwnoleglej do B.



b) Wykaz, ze H, mozna wyrazi¢ w postaci jednowymiarowego oscylatora Harmonicznego

HL:%—F%mwzQQ, w:fn—BC, (28)
gdzie [Q, ]5] = ih. Zdiagonalizuj ten Hamilonian wprowadzajac stosowne a i af.
¢) Wykaz, ze [H,,L.] = 0 oraz ze [L,,a'"] = nha'.
d) Wyznacz wartosci wlasne H | 1 znajdZ wspolne wektory wlasne operatorow H I H ilL,.
e) Wykaz, ze oddzialtywanie spin-pole B mozna zapisa¢ w postaci
Hsm@n;;), b=1 (8. +i8,). (29)

Wykaz, ze te operatory spelniaja fermionowq relacje antykomutacyjna {b, b1} = 11 b2 = bi2 =
0. Wykaz, ze operator liczby wzbudzenn N :AbTb ma wartosci wlasne 0 i 1 i ze odpowiadajace
im wektory wiasne spetniaja b/0) = 0, [1) = b'|0).

f) Wprowadzmy R = Vhwab'. Wykaz, ze zachodzi

{R,R"Y = H, + Hg. (30)
Rozwigzanie:
a) Dla takiej orientacji pola magnetycznego bierzemy @ = (—By/2, Bx/2,0) i otrzymujemy
- 1 eB \* 1 eB \* 1
Hyo=— (p.— = — = —p2. 31
07 2m <px 2c y) * 2m < =t 2c x) * om?’: (81)
Oznaczajac pierwsze dwie czesci przez H i .F:TH od razu widzimy, ze [H_, fIH] =0.

b) Wprowadzmy operatory pomocnicze

1 e
i = — (0 + - 4i), 32
b= (i + SA) (32)
ktore spelniaja regule komutacyjna
I e . R . eh . eh
[03,05] = —5 ([0 As] + [P, Ail) = —i—5-(8idy — O Ai) = —i- 4 €ijk B (33)

W przypadku pola B i cechowania potencjatu wektorowego A jak w zadaniu, mamy

B
(00, 0,] == —ih—, w= " >0. (34)

m mc

W kolejnym kroku wprowadzamy nastepujace operatory

@=ay/m0, P=1 [0 = @PI=n (35)

Parametr a okreslimy w kolejnych krokach, tymczasem zauwazamy, ze zachodzi

i, = g <a2132 + gj) . (36)



Teraz droga juz jest prosta, gdyz wystarczy wprowadzié¢ operatory kreacji i anihilacji

a=1 (Q + i‘”’P) (38a)

2\ ap h
. 1 Q .ag »
T2 =X _;2%p
a 2<a0 i~ >, (38b)

gdzie oscylatorowa jednostka dtugosci dana jest przez standardowe wyrazenie ag = 4/ % Hamilto-
nian propstopadly przyjmuje zatem znana postac

- 1
H| =hw (aﬁa + 2) (39)
i zachodzg znane zwiazki
1 a)"+ .
EnLhw(nLJr2>, |nL>:L'\OL>, a|OL>:O (40)
nj,.

¢) Po prostych przekstzalceniach Hamiltonian H, zapisujemy jako

29 212

- D eB . e“B*, 5,
= L 2 A1
0 2m+2mc +8m02(x +v) (41)

i od razu widaé, ze komutuje on z L.. Nastepnie korzystamy ze zwigzku

(L., 0] =ih Y €jubn, = [L.,0y] =ihiy, [L.,v,] = —ihb,. (42)
k

Oznacza to, ze korzystajac z definicji operatora ¢ mamy

A Ao N R
[L.,a) =1/ %[Lz,vy + il = —ha. (43)

Analogicznie otrzymujemy

[L.,a'] = ha'. (44)
Stad od razu otrzymujemy
[L..a™ = al[L.,a’™ V] +[L.,aNat ™"V = ol [L,,at™ V] + ha'™ (45)
co przez indukcje daje
[L.,a!"] = nha'™. (46)
d) Hamiltonian H | ma postac
-2
2 Pz

jest to zatem Hamiltonian czastki swobodnej, ktorego stany wlasne sg stanami wlasnymi operatora
pedu p,|p.) = p.|p.) (W reprezentacji polozeniowej sa to fale ptaskie). Poniewaz trzy operatory H |,
H) i L, komutujg, maja wsp6lng bazg¢ stanow wlasnych

|wnL,m7pz> = ‘nJ-vmva>' (48)

e) Korzystajac z definicji operatora b otrzymujemy

bih= = +

[N
St =

(80— 38,) (8. +i8,) = 5 (7~ 8. +0s.) =



A zatem zachodzi
~ A 1 ~
Hg = hw (bTb — 2) =wS,, (50)

czyli rzeczywiscie jest to Hamiltonian oddzialywania pola B skierowanego wzdluz osi z ze spinem.
Mozemy analogicznie wykazaé, ze

B = o (8 +i8,) (8e —i8,) =5 — 15 (51)

N |

Stad zachodzi reguta antykomutacyjna
{667} = 1. (52)

Bezposredni rachunek, odwolujacy sie do wtasnosci macierzy Pauliego daje z kolei

W 1 1
W = 7Gx+ i6,)° = i (62 = 62 + (6,6, + 6462)) = 0. (53)

Przechodzimy teraz do dyskusji operatora liczby wzbudzeri. Mamy

V2 = (b1h)2 = 51— bth) 15 = bTb — 52072 — N, (54)

Zatem operator N, jest operatorem rzutowym, a jego wartosci wlasne to 0 lub 1. Dla stanu wlasnego
|0) o wartosci wlasnej 0 mamy

N0y =bfBj0) =0 = (0[p'Bj0)=0 = bj0)=0. (55)
Ponadto, jezeli zdefiniujemy |1) = lAan|O), to mamy
N,|1) = btobT|0) = bf (1 4 b1D)|0) = bT|0), (56)
jest to zatem stan wtasny operatora liczby wzbudzen o wartosci wlasnej 1.
f) Definiujac R = Vhwab', mamy

(R,R"} = hw (aé*éa* + éa*aé*) = hw (aaﬁﬁl} +at
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= hw (ETB + d%) = H, + Hg. (57)



