SERIA 8
ROZWIAZANIA

MECHANIKA KWANTOWA ‘26

Zadanie 1
Tresé: Dodawanie momentu pedu i wspdlczynnuki Clebscha-Gordana.
Rozwigzanie:
e Procedura Przez “dodawanie momentu pedu” rozumiemy przejscie od bazy stanéw wlasnych

operatorow momentu pedu (J2, J; ) i (J3, Ja..) do bazy w przestrzeni Hilberta H = H; @ Ha, dla
ktorej poszukujemy stanéw wlasnych operatorow

P =+ D) Jo=dist (1)
Istotne dla naszych obliczen jest zauwazenie, ze
J2 = (14 J)2 = J2 4 JE 20 i+ 20w+ 201y Ty 2)

Dwa ostatnie cztony mozemy wyrazi¢ poprzez operatory podnoszace / opuszczajace rzut momentu
pedu

Jiadia 4 Jrydiy = i (st 30-) (Fos o) — 1 (Jl e i) (o)
=3 (JHJQ,, + jl’,jgﬁ) . (3)

Otrzymujemy zatem kwadrat catkowitego momentu pedu wyrazony przez operatory jednociatowe,
ktore wiemy, jak dzialaja na odpowiednie stany wtasne:

J2= (14 )% = J?+ J2 + 2j1,zj1,z + <j1,+j2,— + j1,—j2,+) . (4)

Konstrukcje stanéw wlasnych rozpoczynamy od obserwacji, ze istnieja dwa wyszczegblnione stany,
ktore tatwo skonstruowac¢. Mianowicie

W22 = |1, 1) @ gz, o), (77200 = L — 1) @ Lz, —ji2).- (5)

Stany te maja nastepujace wlasnosci

T\ ) = £h(i + G2) [0 ,) (6a)
S22 ) = P (G (G + 1) + G2(G2 + 1) + 2j1j2) 02572, ,) =
= B2(j1 + J2) (G1 + d2 + D72, (6b)

Zatem sa to stany wtasne operatoréw J%iJ, o catkowitym momencie pedu rownym h(j; + j2) = hj*
i 0 minimalnym / maksymalnym rzucie +h(j; + j2). Majac stan o maksymalnym rzucie mozemy,
tak jak w przypadku zagadnienia jednoczastkowego, skonstruowaé stany o nizszym rzucie. Od tej
pory zonaczaé bedziemy stany dwuczastkowe przez warto$¢ momentu pedu i rzut. Czyli mamy

1
750" = 1) = ——= — J_15%5%) = —=J_|i"5") =
PG+ 1) — 54 = 1) ﬁv?

)
h\/z—*< 1,— +Ja— ) |1, 51) @ |2, 42) =

\/7|J1731—1 ) @ |72, J2) + \/ |.717.71 ® |j2,j2 — 1). (7)

Konstrukeje te mozemy powtarzaé¢ az dojdizemy do stanu |5*, —j*). Lacznie w tej podprzestrzeni o
ustalonym j* jest, rzecz jasna 25" + 1 stanéw o roznych rzutach.



Stajemy teraz przez zadaniem skonstruowania stanéw o mniejszym catkowitym momencie pedu.
Tu jednak z pomoca przychodzi nam obserwacja, ze stan ortogonalny do powyzszego, postaci

\/ |J1711—1 ® |2, J2) + \/ |J1,J1 ® |j2, 52 — 1) (8)

jest rowniez stanem Wlasnym J. o wartosci wlasnej A(j ). Niemniej catkowity moment pedu jest
w tym przypadku rowny A(5* — 1), co tatwo zweryﬁkowac uzywajac wyrazenia (4). Stany o nizszym
rzucie w tej podprzestrzeni konstuujemy analogicznie, dzialajac operatorem obnizajacym.

Kolejne pytanie dotyczy tego, jak skonstruowaé stan o wartosci momentu pedu A(5* — 2). Widac,
ze stany o wartosci A(j* — 1) i Aij* ale o rzucie A(j* — 2) sa kombinacja iloczynu trzech stanow:
1,31 —2) ®1j2, j2), 1,51 — 1) @ |j2, j2 — 1) oraz [j1, j1) ®[j2, ja — 2). Te stany rozpinaja trojwymia-
rowa podprzestrzeri, zatem stan o catkowitym momencie pedu i(5* — 2) nalezy skonstruowac jako
prostopadty do tych dwu.

Te skomplikowana procedure kontunuujemy, lecz musi sie ona urwaé, gdyz wymiar przestrzeni
dwucialowej jest skoriczony 1 wynosi (2j141)(2j242). W nastepnym zadaniu wykazemy, ze minimalna
wartosc, na ktorej ta procedura sie koniczy, to |j1 — jal.

e Wspoétczynniki C-G

Jak wynika z rozwazan z poprzedniej czesci, dodawanie momentu pedu prowadzi do powstania

j,m) = Z Cj, jo(mama; gm)|j1, ma; ja, ma),  Cj, j,(mama; jm) = (4, m[j1, my; jo, m2).  (9)

mi1,ma

Wielkosci te nazywamy wspolczynnikami Clebscha-Gordana i powyzsze obliczenia pokazuja, ze
mozna je dobraé¢ tak, by byty rzeczywiste. Ponadto warto zauwazy¢, ze suma po mj i mo nie jest
po calym zakresie zmienno$ci tych wielkosci, lecz narzuconu jest wiaz wynikajacy z tego, ze

jz|ja m> = hmba m> =h Z Cj17j2(mlm2;jm)(m1 +Wl?)|j17Tnl;j%nl?)' (10)

my,msa

Zatem musi zachodzi¢, po przeniesieniu na jedng strone

h > Gy gy (mama; jm)(my + ma — m)|jr, ma; j2, ma) = 0. (11)

mi,m2
Zatem niezerowe wspotczynniki sg tylko, gdy mq +meo —m. Ponadto mozemy wyliczyé¢ pare wtasnosci

C-G:

1) Jako ze (j, m|j’,m') = 6/ 0mm-, zatem

05/ jOmms = Z Z Cjy o (mama; jm)Cy, g, (mymi; §'m’) (1, mas ja, ma|ji, miy; g2, ma)

mi,m2 mj,m)

Z le;]é (mlm?;jm)cjl,jz (mlm?;jlml)' (12)

my,ma

2) Ponadto korzystajac z rozktadu jedynki w pelnej przestrzeni iloczynowej

J1+7j2 j J1 J2
1= Z Z 17, m)j, m| = Z Z |J1, mas ja, ma)(ji, ma; j2, mal. (13)
Jj=|j1—jz2| m=—j mi1=—j1 ma2=—ja
Zatem zachodzi
6m1m’15m2m’2 = <j17ml;anm2|j17m/1;j2?m/2> = (14)

= (J1,m1; ja, ma| Z |7, m)d, ml|g1, m}; j2, ms) = chl,jg (mima; jm)Cj, 3, (mimy; jm)

J,m Jym
(15)
3) Wspolezynniki C-G maja wiele symetrii, np.
Cj17j2(mlm2§jm) :( 1)J1+J2 jC]l’Jz(QOﬁjm)v (16)

ale tego juz nie bedziemy dowodzié.



Zadanie 2

Tresé: Wykaz, ze procedura dodawania momentu pedu j; i jo daje minimalng wartosé catkowitego
momentu pedu wynoszaca |j1 — ja|-

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze jezeli oznaczymy przez j' najmniejszg mozliwg warto$é momentu pedu, to musi by¢
zachowany wymiar przestrzeni, to znaczy

J1+Jj2
Y2 +1) = (21 + 1) (22 + 1) (17)

J=j’

Najpierw rozwazmy przypadek, gdy j; i jo sa liczbami naturalnymi. Wtedy, wprowadzajac j* =
J1 + j2, mamy

j* j/_l
DI+ D =Y i+ =G +1)7 =) = (2h + )22+ 1) (18)
j=0 5=0
Stad otrzymujemy
(G =G —d2)® =4 =i —jal. (19)

Gdy jedna z tych liczb jest polowkowa a druga naturalna. Wtedy zaréowno j* jak i j’ sa potowkowe,
za$ 2j* 1 25 sa nieparzyste. Wtedy mozemy napisaé

25"

> (k+1) = (21 +1)(252 + 1), (20)
k=2j"

gdzie k przyjmuje tylko wartosci nieparzyste. Wtedy korzystajac z tego, ze sumowanie po nieparzy-
stym k do nieparzystego n daje

- n+1 2 - n+1
I;k:( 5 ) doi= o (21)

k=1

znow zapisujemy, jak poprzednio

25" 2;5* 25’ —2

25* +1 (25 +1 25/ —1 (25 -1
g;j/(kJrl):];(kJrl)—;(kJrl): 5 ( 5 +1>— 5 < 5 +1>
=+ D)= (") = (2h + D22+ 1), (22)

co prowadzi do tego samego wyniku co poprzednio.

Zadanie 3

Tresé: Wyznacz stany calkowitego momenentu pedu dwu czastek: jednej o j; = 1, drugiej o
Jo =1/2.

Rozwigzanie:

Korzystamy z ogbélnego wyrazenia na rozktad stanu z przestrzeni H = H; ®Hs na stany iloczynowe,
czyli

Gym) = > Cuyya(mama; jm)|jr, mas ja, mo). (23)
mi,ma

Oczywiscie mamy dostepne mozliwosci: j = 3/2 1 j = 1/2 o dpowiednio rzuty —3/2...3/2 oraz
—1/2...1/2. Stan o maksymalnym momencie pedu oraz maksymalnym / minimalnym rzucie otrzy-
mujemy poprzez iloczyn stanéw jednoczastkowych o maksymalnym / minimalnym rzucie

13/2,£3/2) = |1, £1) ® |1/2,£1/2) (24)



Teraz korzystamy z wyniku (7) z Zadania 1, czyli

13/2,1/2) = \/>|1 1) ®[1/2,-1/2) + \[u 0)®11/2,1/2) (25)

Zadzialanie na ten stan suma jednoczastkowych operaotréw obnizajacych daje

13/2,—1/2) = \/>|1 0) @ |1/2,—1/2) + \[|1 1) ®[1/2,1/2) (26)

Pozostaja nam stany o j = 1/2. Na mocy konstrukeji (8) mamy

[1/2,1/2) = —\/zl, 1H)®I1/2,-1/2) + \/;1,0) ®11/2,1/2) (27)

za$ obnizenie tu rzutu daje

[1/2,—-1/2) = \/§|1,0> ®11/2,-1/2) + \/21, —-)®11/2,1/2). (28)
Zadanie 4

Tresé: Stan nazywamy niezmiennyczym ze wzgledu na obroét, jezeli zachodzi J? |1)) = 0. Rozwazmy
dwie czastki o momencie pedu j; i ja.

a) Jaki musi by¢ zwiazek miedzy ji 1 j2, by mozna byto otrzymaé stan dwuczastkowy niezmien-
niczy ze wzgledu na obrét?

b) Znajdz zwiazek miedzy wspotczynnikami CG wynikajacy z faktu, ze dla tego stanu zachodzi
Jyl) =0.

c¢) Na tej podstawie, wykaz, ze wspolczynniki CG dane sa wyrazeniem

(=1~

V25 +1

d) Z kolei na podstawie tego wyniku by znalez¢ wyrazenie na dodawanie harmonik sferycznych

Cj;(m; —m;00) = (29)

l

Z (71)m}/*l,m<d)yvl,—m(l;)> (30)

o 4
h@- =575

gdzie a i b to wersory. W tym celu wykaz, ze funkcja

l

Rab =Y 2y @i ), (31)
m=—I1

2l+1

zalezy tylko od iloczyny skalarnego a- b, jest zatem niezmiennicza ze wzgledu na obroty. Biorge
@ = (sinf cos ¢, sin @ sin ¢, cos ), b = (0,0,1) wyprowadz wyrazenie na dodawanie harmonik
sferycznych.

Rozwigzanie:

a) Stan niezmienniczy ze wzgledu na obrot to taki, ktory ma zerowy moment pedu, oznaczymy
go zatem jako |0,0). Zatem musi zachodzi¢ j; = jo. Tylko wtedy stan o minimalnym catkowitym
momencie pedu bedzie mial j = |j; — j2| = 0.

b) W szczegolnosei, dla tego stanu zachodzi

J410,0) = 0. (32)

Zauwazmy, ze stan ten mozna wyrazi¢ przez C-G jako

10,0) =Y~ Cjj(m, =m;0,0)|5, m; j, —m). (33)



Dzialajac na ten stan operatorem podnoszacym, otrzymujemy

J410,0) = B~ Cj5(m, —=m;0,0)(v/§(j + 1) = m(m + 1) j,m + 15 j, —m)

+50G + 1)+ m—m+ D|j,m;j,—m + 1)) = 0. (34)

Zmieniamy indeks sumowania na przykitad w drugiej parze stanéw i otrzymujemy

0= [Cj;(m,—m;0,0) + Cj;(m + 1, —m — 1;0,0)|V/j(j + 1) — m(m + 1)|j,m + 1;j,—m) (35)

m

a zatem musi zachodzié

Cj;(m,—m;0,0) + Cj ;(m+1,—m —1;0,0) = 0. (36)

c¢) Powyzszy zwiazek rekurencyjny mozna uzyska¢ na przyklad przyjmujac
Cj,;(m,—m;0,0) = N;(—1)7~"™, (37)
gdzie faze dobralismy tak, zeby C; ;(j, —7;0,0) > 0, a zatem stala normujaca musi spelnia¢ N; > 0.
Stala normalizujaca wyznaczamy ze zwiazku (12), czyli
8jrjbmm: = Y Cjy ja(mama; jm)Cj, j, (mama; j'm'). (38)
mi,ma2

Dostosowujemy ten wzér do naszego przypadku, czyli otrzymujemy warunek
> C2i(m,—m;0,0) = 1. (39)
m

Podstawiamy pod sume¢ wyrazenie (37) i otrzymujemy N; = 1/4/25 + 1, czyli

(-1

Cj5(m, —m;0,0) = NS s

(40)

d) Nastepujaca kombinacja

l

_1\l—m .
> (\/sl)ﬁyl,m(&)ﬁ,—m(b) (41)
m=—I1

jest niczym innym, jak reprezentacja polozeniowa wyrazenia (33) po uwzglednieniu wyniku (40).

Wyrazenie powyzsze musi zatem zalezeé¢ tylko od skalara a - b. Rozwazmy przypadek szczegdlny
a4 = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosd), b = (0,0, 1), ktory daje

20+1 5o (42)

Yim(b) = 2 Om.

oraz

(_\/g}ﬁ,o(d) = %\/ 21 4+ 1P(cos6). (43)

Uzywajac a - b=cosb otzrymujemy, ze ogdlne wyrazenie ma postaé

!
(=pi-m R - VAT
———Y (@)Y _n(b) = (-1 P(a-b 44
3 e Yim @i = (<) AG (49)
lub, korzystajac z (—1)~™ = (—1)™, otrzymujemy
47 : .
P(d-b) = —— -1)"Y (@)Y — . 4
1(@ - b) ST > (1) (@)Yl —m (D) (45)

m=—1



