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Zadanie 1

Przyjmijmy, że elektron w atomie wodoru w chwili czasu t znajduje się w stanie

|ψ⟩ = 1√
5
|21− 1,+⟩+ 2√

5
|100,−⟩, (1)

gdzie |nlm, σ⟩ = |nlm⟩ ⊗ |σ⟩. Jakie są wartości oczekiwane operatorów L̂2, Ĥ, L̂y, L̂z, Ŝ2, Ŝx i Ŝz?

Zadanie 2

Wykaż, że równanie Schrödingera dla cząstki o ładunku q w polu elektromagnetycznym jest nie-
zmienne ze względu na transformację cechowania potencjałów skalarnego i wektorowego pól EM,
czyli że zachodzi

ψ(r⃗, t) −→ ψ′(r⃗, t) = ψ(r⃗, t)eiqΛ(r⃗,t)/(ℏc). (2)

Zadanie 3

Rozważ elektron w ustalonym punkcie r⃗ w zmiennym polu magnetycznym

B⃗(t) = B0 cosωtêz. (3)

a) W chwili czasu t = 0 elektron jest spinowym stanie własnym +ℏ/2 operatora Ŝx. Znajdź stan
spinowy w dalszych chwilach czasu.

b) Wyznacz prawdopodobieństwo otrzymania wyniku −ℏ/2 przy pomiarze obserwabli Ŝx.

c) Jakie jest najmniejsze B0, które wystarczy by przerzucić spin do stanu własnego −ℏ/2 opera-
tora Ŝx?

Zadanie 4

Hamiltonian cząstki o spinie 1/2 i ładunku −e umieszczonej w polu elektromagnetycznym ma
postać

Ĥ =
1
2m

[
p⃗+

e

c
A⃗(r⃗, t)

]2
− eψ(r⃗, t) + eℏ

2mc
ˆ⃗σ · B⃗(r⃗, t). (4)

Korzystając z własności macierzy Pauliego, wykaż, że można go przedstawić w postaci

Ĥ =
1
2m

[
ˆ⃗σ · p⃗+ e

c
ˆ⃗σ · A⃗(r⃗, t)

]2
− eψ(r⃗, t). (5)

Zadanie 5

Rozważmy elektron w jednorodnym polu magnetycznym B⃗.

a) Wykaż, że biorąc A⃗ = 1
2 r⃗ × B⃗ i B⃗ ∝ êz, orbitalna część Hamitlonianu składa się z dwu

komutujących ze sobą części Ĥ⊥ i Ĥ∥, prostopadłej i równoległej do B⃗.



b) Wykaż, że Ĥ⊥ można wyrazić w postaci jednowymiarowego oscylatora Harmonicznego

Ĥ⊥ =
P̂ 2

2m
+
1
2
mω2Q̂2, ω =

eB

mc
, (6)

gdzie [Q̂, P̂ ] = iℏ. Zdiagonalizuj ten Hamilonian wprowadzając stosowne â i â†.

c) Wykaż, że [Ĥ⊥, L̂z] = 0 oraz że [L̂z, â†n] = nℏâ†n.

d) Wyznacz wartości własne Ĥ∥ i znajdź wspólne wektory własne operatorów Ĥ∥, Ĥ⊥ i L̂z.

e) Wykaż, że oddziaływanie spin-pole B można zapisać w postaci

ĤS = ℏω
(
b̂†b̂− 1

2

)
, b̂ =

1
ℏ

(
Ŝx + iŜy

)
. (7)

Wykaż, że te operatory spełniają fermionową relację antykomutacyjną {b̂, b̂†} = 1 i b̂2 = b̂†2 =
0. Wykaż, że operator liczby wzbudzeń N̂ = b̂†b̂ ma wartości własne 0 i 1 i że odpowiadające
im wektory własne spełniają b̂|0⟩ = 0, |1⟩ = b̂†|0⟩.

f) Wprowadźmy R̂ =
√
ℏωâb̂†. Wykaż, że zachodzi

{R̂, R̂†} = Ĥ⊥ + Ĥ∥. (8)


