Plan

Spis tresci

1 Gradient
1.1 Pochodna pola skalarnego . . . . .. ... ... ... ... ....
1.2 Gradient . . . . . ..
1.3 Operator Hamiltona . . . . . ... ... ... .. ... ......

2 Robzniczkowanie pola wektorowego
2.1 Dywergencja . . . . . . . . ..
2.2 WirowoS¢ . . . . . . ..
2.3 Zlozone wyrazenia . . . . . . ...

1 Gradient

1.1 Pochodna pola skalarnego
POCHODNA POLA SKALARNEGO

POCHODNA POLA SKALARNEGO

Rzut na plaszczyzne
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ROZNICZKOWANIE ,,PO WEKTORZE”
PROBLEM

e Funkcja n zmiennych x;, j = 1,2,...,2,, (2,y, 2) jest funkcja f(7) wek-
tora ¥ = [x1, T2, ..., 2,] (F=[z,y, 2]).

e Czym jest nieskoniczenie maty wektor (rézniczka dr)?
e Dla przyrostu A7 wektora Af = f(7 + AF) — f(7).

e Ale czym jest iloraz roznicowy Af/A7?

Przyjete rozwigzanie

e W mianowniku ilorazu réznicowego musi by¢ skalar, zatem

0F _ o 17+ 18) ~ £(5).
00  h—0 h
e Jezeli v = vv, to of of
o 0
PRZYKLAD
f@y) =2, v=la,p
el = m i
2 _ 2
_ iy (&t ah) (y + Bh) — a7y
h—0 h
. (2% + 2zah + o2h?)(y + Bh) — 2%y
= lim
h—0 h
~ im 22y 4+ 22Bh + 2zyah + 2xafh? + yalh? + o?Bh3 — 2%y
o h—0 h
= }llin%) (a:QB + 2zya + 2zafh + yaih + aQﬁhQ)

= 2wy + 2”6 = [, B] - 2y, 27



POCHODNA POLA SKALARNEGO

Uwagi
e Uzywa sie¢ w tym przypadku symbolu pochodnej czastkowej.
e Dla ¥ = [a1,0,...,0] otrzymujemy 9 f/0z; itd.

Pochodna 0f /00 wyraza szybko$é¢ zmiany funkcji f w kierunku wersora
0.

Najwieksza warto§¢ ma pochodna 0f/0n, gdzie 7 jest wektorem normal-
nym do powierzchni réwnych wartosci f(7) o zwrocie zgodnym ze wzrostem
wartosci (patrz rys.).

* of _of

o0 on
Czyli przypomina iloczyn skalarny X - h.
Czym jest wektor X, taki ze |)2| = %??7

cos Z(0,n).

1.2 Gradient

GRADIENT

Wielko$é X nazywamy gradientem pola skalarnego, a zatem
Definicja
Gradientem pola skalarnego U (7) nazywamy wektor (pole wektorowe)

e majacy kierunek zgodny z kierunkiem normalnej do powierzchni réwnych
wartosci pola,

e zorientowany w kierunku wzrastanie U (%)

e i majacy dlugosc¢ g—é.

Wektor ten oznaczamy grad U(7) lub VU (7).
Symbol V oméwiony bedzie pézniej.

ZWIAZKI Z POPRZEDNIMI OKRESLENTAMI

° gradU—nan

° ‘g—g:v~gradU

o W kartezjariskim uktadzie wspoéréqdnych ngrostokadtnym)

dU = — —— 2.
gra 8mw+5‘yy+8zz

e Rozniczke zupelng funkeji U (), d7 = [dz, dy, dz]
dU = grad U(7) - d
nazywamy rézniczka pola skalarnego.
e Pojecie gradientu mozna uogoélni¢ na dowolng (skonczona) liczbe zmien-
nych n 3U
gradU(z1,z2,...,2,) = Z 3
a?]



WEASNOSCI
Poniewaz grad jest ,pochodng’, zatem

e grad (anU; + anls) = ay grad Uy + s grad Us;

e grad (U;1Us) = Us grad Uy 4+ Uy grad Us;

e grad¢(U) = % grad U;

e grad (‘71 . ‘7'2) =...za trudne, ale mozliwe do wyznaczenia;

e w ekstremum (i nie tylko tam) OU/dz = 0, zatem w ekstremum grad U =
0;

e Poniewaz grad U wskazuje, w jakim kierunku wartosci U(F) rosna naj-
szybeiej, dlatego w fizyce dla pél potencjalnych mamy F(7) ~ — grad E,(7)
i E(F) ~ —grad V(7).
PRZYKLADY
Gradienty prostych funkcji, ¥ = [z, y, 2]
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e gradr =7 =

<

e gradr? =2rgradr = 27;
e w szczegdlnodci dla 7 = [z, y] mamy paraboloide obrotowa;
e gradr ! = —r~2gradr = —T%f' =—

grad In(zyz) = grad(Inz + Iny +1Inz) =2t +y= 1 + 271

e grad sin(xy) = [y cos(xy), x cos(zy)] = cos(zy)[y, x] = cos(xy) grad (zy).

Jezeli U zalezy tylko od r = |7| (pole $rodkowe, centralne), to grad U(r) =
U'(r)e.

1.3 Operator Hamiltona
OPERATOR HAMILTONA

Oznaczenie

Obiekt, ktory dzialajac na funkcje skalarna (operujac na funkeji skalarnej) U (7)
daje funkcje wektorows V(F) = grad U(¥) mozemy uwazac za operator wekto-
rowy, tzn. taki wektor”, ktorego wspolrzednymi sa ,zwykle” (skalarne) opera-
tory. W rozpatrywanym przypadku mozemy wprowadzié¢

_|2 90 90
- |0z’ 0y’ Oz

0 0
v— [6111’...76%’1}.

lub ogélniej



OPERATOR V
Uwagi
e Nie piszemy V, bo wszyscy wiemy, ze nabla jest operatorem wektorowym.
e grad U(7) = VU(¥), gdzie stosujemy klasyczng definicje iloczynu wektora
i skalara.
e Oczywiscie wyrazenie U(7)V ma zupelnie inny sens, gdyz
0 0 0
Uv = U%,U%,U& ,
e ¥ -V nalezy rozumie¢ poprzez jego dziatanie na U(¥), czyli ¥ - grad U
ou ou ou  oU
vz% + vya—y + vza = 95

2 Roézniczkowanie pola wektorowego

POLE WEKTOROWE I JEGO ROZNICZKOWANIE

Okreslenie

Pole wektorowe to funkcja, ktéra kazdemu wektorowi 7 przestrzeni R3 (R™)
przyporzadkowuje wektor V(7). Wektor V moze w ogélnosci naleze¢ do prze-
strzeni o innym wymiarze, V:R" — R™.

Uwagi
e Funkcje V(F) mozemy uwazac za zestaw m funkcji skalarnych V;(7), j =
1,2,...,m: V(7) = [Vi(F), Va(F), ..., Vi (7).
e Dla kazdej z tych funkcji mamy n pochodnych czastkowych; tacznie mamy
nm funkeji pochodnych typu oV;(7)/0xy.

e Rozpatrzone dalej okreslenia dotycza tylko dwoch szczegélnych przypad-
kow: (i) n = m oraz (ii) n = m = 3.

2.1 Dywergencja
DYWERGENCJA POLA WEKTOROWEGO (n =m)
Definicja
e Bardzo formalna defincja dyweregencji wymaga calki (powierzchniowej),
wiec sobie darujemy.

e Mozna przyjac, ze dywergencja jest okreslona jako iloczyn skalarny ope-
ratora V 1 funkcji V (7), zatem we wspotrzednych prostokatnych
n
- - oV, (7
divV(r) =V -V(¥) = ﬁ
=1 8acj

o W szczegblnosci dla n :83V ( ) ov( ) ov )
s Y7 z\T, Y, 2 y\r, Y, 2 2\T, Y, 2
divV = : .
vV(z,y.2) Ox + Oy + 0z




Zrédla pola wektorowego

Uwagi

1.
2.

Dywergencja nazywamy takze rozbieznoscia pola.

Pola wytwarzane przez mase lub ladunek punktowy maja rozbiezno§é
tylko tam, gdzie te tadunki, czyli zrodta pola, sie znajduja, gdyz diver—3 =
0 poza r = 0.

Ale dla rozkladéw ciagltych mamy prawo Gaussa div E ~ p.

Dlatego div \% nazywamy takze Zrédlowoscia pola V.

Uwagi

1.
2.

3.

Dywergencja ma takie wtasnoéci jaki inne operatory rézniczkowania.
W szczegolnosci div (UV) = gradU -V + Udiv V.
div (Vi x V) za chwile. . .

PRZYKLADY (i inne rzeczy do oméwienia)

2.2

divy = div [z,y, z] = 0x/0x + 0y/Oy + 0z/0z = 3 (w n wymiarach n).
div ¢(r)7¥ = grad ¢(r) - ¥+ 3¢(r) = &' (r)7 - ¥+ 36(r) = rd’(r) + 36(r).
dive = divr 7 =r(—r=2)+3r t =2r~L

Poniewaz E = agradV, zatem divE = div(agradV) = o(V - VV) =
aV3V.

V2 = A = 0%/022 + ... 0%/022 nazywamy operatorem Laplace’a (lapla-
sjanem).

Sprawdzamy
aVv 1% o oV o v
Wirowos¢é

ROTACJA POLA WEKTOROWEGO (n =m = 3)

Defincja z uwagami

Rotacje (wirowosé) pola wektorowego mozemy rozpatrywaé jako iloczyn
wektorowy V x V().

Poniewaz iloczyn ten zdefiniowalismy tylko w R3, zatem n = 3.

We wspoélrzednych prostokatnych mamy zatem
(rot V(7)), = (V x V (7)), = %VZ(F) —~ %Vy(m.

Podstawowe wlasnosci jak zwykle.

rot (UV) = gradU x V + Urot V.



INNE ZWIAZKI (jako przyklady, nie do zakucia)
. V(Vl x%):(rotﬁ)-%—ﬁ}rot%.

grad (V1 - V5) i rot (V4 x Vi) wymagaja rozpatrzenie symbolu (V4 - V)V
(byto (¢ - V)U).

Poprawna interpretacja (dla dwoch zmiennych)
(@-V)[Va, V] = (ax% + ay(%)[vw’ Vyl=la Vv, a-VV,]

C[ove v, @ oV
[aa’aa} = 2a"= Vil = 5

Jest to zatem pochodna V (7) wzgledem a.
o V(Vi- Vo) = (Vi - V)Va+ (Vo - VI)Vi + Vi x (V x Vo) + Vo x (V x V).

¢ VX (Vix V) = (Vo- V)V, = (Vi - V)Vs + Vidiv Vs - Vadiv Vi,
2.3 Zlozone wyrazenia

Dzialanie V na X «Y = Z itp.
e Dany jest iloczyn X * Y * Z funkcji.
e Kazda z nich moze by¢ funkcja skalarna badz wektorows.

e Gwiazdka oznacza dowolny symbol (e lub x) dajacy poprawne wyrazenie.

Jak wyliczy¢ V(X *Y % Z)?
1. Stosujemy wzor Laplace’a pomijajac symbol dziatania:

VXYZ =VXYZ+VXYZ+VXYZ.

2. Uwzgledniajac wlasnosci iloczynéw modyfikujemy wyrazenie, aby kazdy
sktadnik mial posta¢ Ax Bx---x C * V x D.

e W wyrazeniach zawierajacych kilka operatoréw V mozemy stosowaé prawa
iloczynow wektorowych (o zastrzezeniach dalej).

WAZNE WZORY (dla funkcji o ciaglych II pochodnych)

e divrotV =0 (rot V jest polem bezzrédlowym).
e rot gradU = 0 (grad U jest polem bezwirowym).
e V- (VU) = divgradU = AU.

o Ale tez AV = [AV4, AVy, ..., AV,].



rot rot V:

—

1. Korzystamy ze wzoru @ x (b x &) = b(@ - é) — (@ - b)é
2. Vx (VxV)=V(V-V)—(V-V)V,
czyli rot rot V = grad div V- AV.

Ta wtasnos¢é moze stuzyé do wyprowadzenia réwnania fali elektromagne-
tycznej z rownan Maxwella.
Trzeba tylko uwzgledni¢ druga pochodna po czasie

i rozpatrywaé operator d’Alemberta: 00 = A — C%g—;.



