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1 Gradient

1.1 Pochodna pola skalarnego

POCHODNA POLA SKALARNEGO

POCHODNA POLA SKALARNEGO

Rzut na pªaszczyzn¦
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RÓ�NICZKOWANIE �PO WEKTORZE�
PROBLEM

• Funkcja n zmiennych xj , j = 1, 2, . . . , xn, (x, y, z) jest funkcj¡ f(~r) wek-
tora ~r = [x1, x2, . . . , xn] (~r = [x, y, z]).

• Czym jest niesko«czenie maªy wektor (ró»niczka d~r)?

• Dla przyrostu ∆~r wektora ∆f = f(~r + ∆~r)− f(~r).

• Ale czym jest iloraz ró»nicowy ∆f/∆~r?

Przyj¦te rozwi¡zanie

• W mianowniku ilorazu ró»nicowego musi by¢ skalar, zatem
∂f

∂~v
= lim
h→0

f(~r + h~v)− f(~v)
h

.

• Je»eli ~v = vv̂, to ∂f

∂~v
= v

∂f

∂v̂
.

PRZYK�AD

f(x, y) = x2y, ~v = [α, β]

∂

∂~v
f(x, y) = lim

h→0

f(x+ αh, y + βh)− f(x, y)
h

= lim
h→0

(x+ αh)2(y + βh)− x2y

h

= lim
h→0

(x2 + 2xαh+ α2h2)(y + βh)− x2y

h

= lim
h→0

x2y + x2βh+ 2xyαh+ 2xαβh2 + yα2h2 + α2βh3 − x2y

h

= lim
h→0

(
x2β + 2xyα+ 2xαβh+ yα2h+ α2βh2

)
= 2xyα+ x2β = [α, β] · [2xy, x2]
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POCHODNA POLA SKALARNEGO

Uwagi

• U»ywa si¦ w tym przypadku symbolu pochodnej cz¡stkowej.

• Dla ~v = [a1, 0, . . . , 0] otrzymujemy ∂f/∂x1 itd.

• Pochodna ∂f/∂v̂ wyra»a szybko±¢ zmiany funkcji f w kierunku wersora
v̂.

• Najwi¦ksz¡ warto±¢ ma pochodna ∂f/∂n̂, gdzie ~n jest wektorem normal-
nym do powierzchni równych warto±ci f(~r) o zwrocie zgodnym ze wzrostem
warto±ci (patrz rys.).

• ∂f

∂v̂
=
∂f

∂n̂
cos∠(v̂, n̂).

• Czyli przypomina iloczyn skalarny ~X · n̂.

• Czym jest wektor ~X, taki »e | ~X| = ∂f
∂n̂???

1.2 Gradient

GRADIENT
Wielko±¢ ~X nazywamy gradientem pola skalarnego, a zatem

De�nicja
Gradientem pola skalarnego U(~r) nazywamy wektor (pole wektorowe)

• maj¡cy kierunek zgodny z kierunkiem normalnej do powierzchni równych
warto±ci pola,

• zorientowany w kierunku wzrastanie U(~r)

• i maj¡cy dªugo±¢ ∂f
∂n̂ .

Wektor ten oznaczamy gradU(~r) lub ∇U(~r).
Symbol ∇ omówiony b¦dzie pó¹niej.

ZWI�ZKI Z POPRZEDNIMI OKRE�LENIAMI

• gradU = n̂∂U
∂n̂

• ∂U
∂~v = ~v · gradU .

• W kartezja«skim ukªadzie wspóªrz¦dnych (prostok¡tnym)

gradU =
∂U

∂x
x̂ +

∂U

∂y
ŷ +

∂U

∂z
ẑ.

• Ró»niczk¦ zupeªn¡ funkcji U(~r), d~r = [dx, dy,dz],
dU = gradU(~r) · d~r,

nazywamy ró»niczk¡ pola skalarnego.
• Poj¦cie gradientu mo»na uogólni¢ na dowoln¡ (sko«czon¡) liczb¦ zmien-
nych

gradU(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
j=1

∂U

∂xj
x̂j .
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W�ASNO�CI
Poniewa» grad jest �pochodn¡�, zatem

• grad (α1U1 + α2U2) = α1 gradU1 + α2 gradU2;

• grad (U1U2) = U2 gradU1 + U1 gradU2;

• gradφ(U) = dφ
dU gradU ;

• grad (~V1 · ~V2) =. . . za trudne, ale mo»liwe do wyznaczenia;

• w ekstremum (i nie tylko tam) ∂U/∂x = 0, zatem w ekstremum gradU =
~0;

• Poniewa» gradU wskazuje, w jakim kierunku warto±ci U(~r) rosn¡ naj-

szybciej, dlatego w �zyce dla pól potencjalnychmamy ~F (~r) ∼ −gradEp(~r)
i ~E(~r) ∼ −gradV (~r).

PRZYK�ADY

Gradienty prostych funkcji, ~r = [x, y, z]

• grad r = r̂ = ~r
r ;

• grad r2 = 2r grad r = 2~r;

• w szczególno±ci dla ~r = [x, y] mamy paraboloid¦ obrotow¡;

• grad r−1 = −r−2 grad r = − 1
r2 r̂ = − ~r

r3 ;

• grad ln(xyz) = grad (lnx+ ln y + ln z) = x−1 + y−1 + z−1.

• grad sin(xy) = [y cos(xy), x cos(xy)] = cos(xy)[y, x] = cos(xy) grad (xy).

• Je»eli U zale»y tylko od r = |~r| (pole ±rodkowe, centralne), to gradU(r) =
U ′(r)r̂.

1.3 Operator Hamiltona

OPERATOR HAMILTONA

Oznaczenie
Obiekt, który dziaªaj¡c na funkcj¦ skalarn¡ (operuj¡c na funkcji skalarnej) U(~r)
daje funkcj¦ wektorow¡ ~V (~r) = gradU(~r) mo»emy uwa»a¢ za operator wekto-

rowy, tzn. taki �wektor�, którego wspóªrz¦dnymi s¡ �zwykªe� (skalarne) opera-
tory. W rozpatrywanym przypadku mo»emy wprowadzi¢

∇ =
[
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

]
lub ogólniej

∇ =
[
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

]
.
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OPERATOR ∇
Uwagi

• Nie piszemy ∇, bo wszyscy wiemy, »e nabla jest operatorem wektorowym.

• gradU(~r) = ∇U(~r), gdzie stosujemy klasyczn¡ de�nicj¦ iloczynu wektora
i skalara.

• Oczywi±cie wyra»enie U(~r)∇ ma zupeªnie inny sens, gdy»

U∇ =
[
U
∂

∂x
, U

∂

∂y
, U

∂

∂z

]
,

• ~v · ∇ nale»y rozumie¢ poprzez jego dziaªanie na U(~r), czyli ~v · gradU

vx
∂U

∂x
+ vy

∂U

∂y
+ vz

∂U

∂z
=
∂U

∂~v
.

2 Ró»niczkowanie pola wektorowego

POLE WEKTOROWE I JEGO RÓ�NICZKOWANIE

Okre±lenie
Pole wektorowe to funkcja, która ka»demu wektorowi ~r przestrzeni R3 (Rn)
przyporz¡dkowuje wektor ~V (~r). Wektor ~V mo»e w ogólno±ci nale»e¢ do prze-
strzeni o innym wymiarze, ~V : Rn → Rm.
Uwagi

• Funkcj¦ ~V (~r) mo»emy uwa»a¢ za zestaw m funkcji skalarnych Vj(~r), j =
1, 2, . . . ,m: ~V (~r) = [V1(~r), V2(~r), . . . , Vm(~r)].

• Dla ka»dej z tych funkcji mamy n pochodnych cz¡stkowych; ª¡cznie mamy
nm funkcji pochodnych typu ∂Vj(~r)/∂xk.

• Rozpatrzone dalej okre±lenia dotycz¡ tylko dwóch szczególnych przypad-
ków: (i) n = m oraz (ii) n = m = 3.

2.1 Dywergencja

DYWERGENCJA POLA WEKTOROWEGO (n = m)

De�nicja

• Bardzo formalna de�ncja dyweregencji wymaga caªki (powierzchniowej),
wi¦c sobie darujemy.

• Mo»na przyj¡¢, »e dywergencja jest okre±lona jako iloczyn skalarny ope-
ratora ∇ i funkcji ~V (~r), zatem we wspóªrz¦dnych prostok¡tnych

div ~V (~r) = ∇ · ~V (~r) =
n∑
j=1

∂Vj(~r)
∂xj

.

• W szczególno±ci dla n = 3

div ~V (x, y, z) =
∂Vx(x, y, z)

∂x
+
∂Vy(x, y, z)

∂y
+
∂Vz(x, y, z)

∂z
.
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�ródªa pola wektorowego

Uwagi

1. Dywergencj¡ nazywamy tak»e rozbie»no±ci¡ pola.

2. Pola wytwarzane przez mas¦ lub ªadunek punktowy maj¡ rozbie»no±¢
tylko tam, gdzie te ªadunki, czyli ¹ródªa pola, si¦ znajduj¡, gdy» div ~rr−3 =
0 poza r = 0.

3. Ale dla rozkªadów ci¡gªych mamy prawo Gaussa div ~E ∼ ρ.

4. Dlatego div ~V nazywamy tak»e ¹ródªowo±ci¡ pola ~V .

Uwagi

1. Dywergencja ma takie wªasno±ci jaki inne operatory ró»niczkowania.

2. W szczególno±ci div (U ~V ) = gradU · ~V + U div ~V .

3. div (~V1 × ~V2) za chwil¦. . .

PRZYK�ADY (i inne rzeczy do omówienia)

• div ~r = div [x, y, z] = ∂x/∂x+ ∂y/∂y + ∂z/∂z = 3 (w n wymiarach n).

• div φ(r)~r = gradφ(r) · ~r + 3φ(r) = φ′(r)r̂ · ~r + 3φ(r) = rφ′(r) + 3φ(r).

• div r̂ = div r−1~r = r(−r−2) + 3r−1 = 2r−1.

• Poniewa» ~E = αgradV , zatem div ~E = div (αgradV ) = α(∇ · ∇V ) =
α∇2V .

• ∇2 = ∆ = ∂2/∂x2
1 + . . . ∂2/∂x2

n nazywamy operatorem Laplace'a (lapla-
sjanem).

• Sprawdzamy

∇ · ∇V = ∇ ·
[
∂V

∂x1
, . . . ,

∂V

∂xn

]
=

∂

∂x1

∂V

∂x1
+ · · ·+ ∂

∂xn

∂V

∂xn

2.2 Wirowo±¢

ROTACJA POLA WEKTOROWEGO (n = m = 3)

De�ncja z uwagami

• Rotacj¦ (wirowo±¢) pola wektorowego mo»emy rozpatrywa¢ jako iloczyn

wektorowy ∇× ~V (~r).

• Poniewa» iloczyn ten zde�niowali±my tylko w R3, zatem n = 3.

• We wspóªrz¦dnych prostok¡tnych mamy zatem

( rot ~V (~r))x = (∇× ~V (~r))x =
∂

∂y
Vz(~r)− ∂

∂z
Vy(~r).

• Podstawowe wªasno±ci jak zwykle.

• rot (U ~V ) = gradU × ~V + U rot ~V .
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INNE ZWI�ZKI (jako przykªady, nie do zakucia)

• ∇ · (~V1 × ~V2) = ( rot ~V1) · ~V2 − ~V1 · rot ~V2.

• grad (~V1 · ~V2) i rot (~V1× ~V2) wymagaj¡ rozpatrzenie symbolu (~V1 ·∇)~V2

(byªo (~v · ∇)U).

• Poprawna interpretacja (dla dwóch zmiennych)

(~a · ∇)[Vx, Vy] = (ax ∂
∂x + ay

∂
∂y )[Vx, Vy] = [~a · ∇Vx, ~a · ∇Vy]

=
[
∂Vx
∂~a

,
∂Vy
∂~a

]
=

∂

∂~a
[Vx, Vy] =

∂ ~V

∂~a

• Jest to zatem pochodna ~V (~r) wzgl¦dem ~a.

• ∇(~V1 · ~V2) = (~V1 · ∇)~V2 + (~V2 · ∇)~V1 + ~V1 × (∇× ~V2) + ~V2 × (∇× ~V1).

• ∇ × (~V1 × ~V2) = (~V2 · ∇)~V1 − (~V1 · ∇)~V2 + ~V1 div ~V2 − ~V2 div ~V1.

2.3 Zªo»one wyra»enia

Dziaªanie ∇ na ~X ∗ ~Y ∗ ~Z itp.

• Dany jest iloczyn X ∗ Y ∗ Z funkcji.

• Ka»da z nich mo»e by¢ funkcj¡ skalarn¡ b¡d¹ wektorow¡.

• Gwiazdka oznacza dowolny symbol (• lub ×) daj¡cy poprawne wyra»enie.

• Jak wyliczy¢ ∇ ∗ (X ∗ Y ∗ Z)?

1. Stosujemy wzór Laplace'a pomijaj¡c symbol dziaªania:

∇XY Z = ∇XY Z +∇XY Z +∇XY Z.

2. Uwzgl¦dniaj¡c wªasno±ci iloczynów mody�kujemy wyra»enie, aby ka»dy
skªadnik miaª posta¢ A ∗B ∗ · · · ∗ C ∗ ∇ ∗D.

• Wwyra»eniach zawieraj¡cych kilka operatorów∇mo»emy stosowa¢ prawa
iloczynów wektorowych (o zastrze»eniach dalej).

WA�NE WZORY (dla funkcji o ci¡gªych II pochodnych)

• div rot ~V = 0 ( rot ~V jest polem bez¹ródªowym).

• rot gradU = ~0 (gradU jest polem bezwirowym).

• ∇ · (∇U) = div gradU = ∆U .

• Ale te» ∆~V = [∆V1,∆V2, . . . ,∆Vn].
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• rot rot ~V :

1. Korzystamy ze wzoru ~a× (~b× ~c) = ~b(~a · ~c)− (~a · ~b)~c

2. ∇× (∇× ~V ) = ∇(∇ · ~V )− (∇ · ∇)~V ,

• czyli rot rotV = grad div ~V −∆~V .

• Ta wªasno±¢ mo»e sªu»y¢ do wyprowadzenia równania fali elektromagne-
tycznej z równa« Maxwella.

• Trzeba tylko uwzgl¦dni¢ drug¡ pochodn¡ po czasie

• i rozpatrywa¢ operator d'Alemberta: � = ∆− 1
c2

∂2

∂t2 .
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