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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Dziedzina badan nad ukladami ultrazimnych gazéw, od czasu eksperymentalnego
wytworzenia kondensatu Bosego-Einsteina w 1995 roku, stanowi jeden z najprez-
niej rozwijajacych sie dzialéw fizyki. Duzy udzial miato w tym opracowanie nowych
metod doswiadczalnych, takich jak nadzwyczaj skuteczne techniki chtodzenia umoz-
liwiajace uzyskanie temperatur rzedu nanokelwinéw, lub zaawansowane metody pu-
lapkowania pozwalajace na precyzyjna kontrole ksztaltu potencjalu putapkujacego.
Wazna role odegrala takze technika rezonanséw Feschbacha, pozwalajaca na stero-
wanie sila oddzialywan miedzyatomowych. Dzieki tym technikom zaczela rozwijaé
sie dziedzina ultrazimnych ukladéw silnie skorelowanych, tj. takich, w ktérych sily
oddzialywan sa na tyle duze, by odgrywaé istotna role w dynamice i wywotaé kore-
lacje miedzy obserwablami charakteryzujacymi poszczegélne czastki. Uklady takie
maja potencjalne zastosowanie w komputerach kwantowych, a takze w kwantowe;j
symulacji réznych zagadnien z dziedziny fizyki materii skondensowane;j [2}|3]].

Jednym z czeSciej badanych zagadnien jest dynamika ukladu ultrazimnych cza-
stek w podwdéjnej studni potencjatu [[4-14]. Uklad taki daje mozliwo$é zaobserwowa-
nia analogéw intrygujacych zjawisk kwantowych, takich jak tunelowanie elektronéw
poprzez zlacze p-n [15] badz efekt Josephsona [16]]. Dla duzych ukladéw Sciste roz-
wiazanie numeryczne jest nieosiagalne w praktyce ze wzgledu na nadzwyczaj wysoka
zlozono$¢ obliczeniowa problemu [[3]. Dlatego do analizy numerycznej takich uktadéw
stosuje sie z reguly rozmaite modele uproszczone. Poniewaz dzisiejsze techniki do-
Swiadczalne pozwalaja bardzo precyzyjnie sterowac¢ parametrami badanego ukladu,
takimi jak stan poczatkowy ukladu, gleboko$¢ studni potencjatu, czy sila oddzialy-
wan, pole badan mogacych znalez¢ praktyczne zastosowania rozszerza sie o coraz
wiecej zagadnien, pozostajacych dotad w sferze czysto teoretycznej. Tym samym co-
raz istotniejsza staje sie odpowiedz na pytanie, w jakim zakresie réznego rodzaju
modele uproszczone nadaja sie do badania ukladéw w réznych rezimach.

Do analizy zachowania ukladu bozonéw w podwdjnej studni stosuje sie z reguly
model dwumodowy, w ktérym zaklada sie, ze funkcja falowa ukladu jest pewna super-
pozycja tylko dwéch modéw, opisujacych czastki znajdujace sie w jednej badz drugiej
studni. Ponadto uwzglednia sie jedynie zjawiska tunelowania pojedynczych czastek
miedzy studniami oraz lokalne oddzialywania dwéch czastek w tej samej studni. Po
zastosowaniu takiego modelu dynamike ukladu wyznacza sie w przyblizeniu pola
sredniego poprzez rozwiazanie rownania Grossa-Pitajewskiego [17H19]. W niekto-
rych przypadkach stosuje sie pelniejsze odmiany modelu dwumodowego, gdzie hamil-
tonian wzbogacony jest o dodatkowe czlony, uwzgledniajace dlugozasiegowe oddzialy-
wania pomiedzy czastkami oraz tunelowanie indukowane oddzialywaniami [20-22].
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Poprawno$é tych modeli uproszezonych zostala potwierdzona eksperymentalnie dla
uktadow atomow stabo oddzialujacych. Jednak w przypadku, gdy oddzialywania mie-
dzy czastkami sa silne, modele dwumodowe okazuja sie niewystarczajace. Wynika to
z faktu, ze pod wplywem oddzialywan w ukladzie pojawiaja sie korelacje miedzyczast-
kowe i w rezultacie nie da sie juz opisac czastek w jednej studni pojedynczym stanem
kwantowym [23]. Mimo to w niektdorych pracach stosuje sie model dwumodowy do
opisu ukladéw silnie skorelowanych [24], co jest potencjalnie ryzykowne wobec stabo-
$ci tego modelu.

Gléwnym celem mojej pracy jest weryfikacja zakresu stosowalnos$ci modeli dwu-
modowych w zalezno$ci od warunkéw eksperymentalnych. W tym celu opracowalem
numeryczna symulacje ukladu N = 2 bozonéw w potencjale podwdjnej studni. Jest to
najprostszy uklad, ktéry daje mozliwosé zaobserwowania wplywu oddzialywan mie-
dzyczastkowych na dynamike. Prostota tego ukladu minimalizuje zlozono§é wyma-
ganych obliczen, umozliwiajac postuzenie sie $cistym modelem numerycznym, ktéry
uwzglednia duza liczbe stanéw wzbudzonych. Obliczona w ten sposéb dynamika po-
réwnywana jest z wynikami dla modeli dwumodowych, ktére zakladaja, ze baza sta-
néw jednoczastkowych ograniczona jest do dwéch stanéw, opisujacych bozony zloka-
lizowane w lewej badz prawej studni. W pracy rozwazam dwa modele dwumodowe:
najprostszy, uwzgledniajacy tylko tunelowanie pojedynczych czastek i oddziatywania
czastek w tej samej studni, oraz model rozszerzony, opisujacy wieksza liczbe proce-
s6w. Obliczenia powtorzone zostaly dla réznych zestawow parametréow doswiadczal-
nych (dla réznej sity oddzialywan, gleboko$ci studni oraz warunkéw poczatkowych),
po czym wyniki uzyskane za pomoca modeli uproszczonych zostaly por6wnane ze Sci-
sta dynamika w celu weryfikacji ich poprawnosci.

Poczatkowa cze$¢ pracy stanowi omoéwienie teoretycznej czesci zagadnienia oraz
wyjasnienie zastosowanych modeli fizycznych i metod matematycznych. W rozdziale
2. omoéwione zostaja kwestie dotyczace potencjalu podwdjnej studni i stanéw wia-
snych pojedynczej czastki w tym potencjale. Rozdziat 3. opisuje badany uklad dwéch
bozonéw oraz jego hamiltonian w modelu pelnym i modelach przyblizonych. W roz-
dziale 4. przedstawiamy parametry charakteryzujace stan ukladu, ktére daja wglad
w jego zachowanie i pozwalaja na poréwnanie modelu pelnego z modelami uproszczo-
nymi. Rozdzial 5. prezentuje wyniki obliczen dla réznych parametréw i warunkéw
poczatkowych. Rozdzial 6. stanowi podsumowanie.

Fragmenty ponizszej pracy staly sie podstawa artykutu: J. Dobrzyniecki, T. So-
winski: ,Exact dynamics of two ultra-cold bosons confined in a one-dimensional double-
well potential” EPJ D 70, 83 (2016), powstalego w ramach grantu Iuventus Plus fi-
nansowanego przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego nr 0440/1P3/2015/73.
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Serdecznie dziekuje dr. hab. Tomaszowi Sowinskiemu za wielka pomoc, cierpliwos¢,
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Rozdzial 2

Stany jednoczastkowe w
podwojnej studni

Na poczatku oméwimy wykorzystany w niniejszej pracy potencjal podwdjnej studni.
Ponizszy rozdzial zawiera wstepne przedstawienie ksztaltu potencjalu oraz parame-
tru b, sterujacego glebokoscia studni. Nastepnie prezentujemy rozwigzanie réwnania
Schrodingera dla jednej czastki w tym potencjale oraz wtasnosci stanéw i energii wia-
snych czastki w zalezno$ci od . Ponadto wprowadzamy baze stanéw ,lewo-prawo”,
lokalizujaca czastke w jednej badz drugiej studni.

2.1 Potencjal podwdjnej studni

Potencjal podwdjnej studni jest w gruncie rzeczy uproszczona, ograniczona odmiang
jednowymiarowego potencjalu okresowego, ktory wytworzy¢ mozna na rézne spo-
soby. Klasyczna metoda jest uzycie sieci optycznej — elektromagnetycznej fali sto-
jacej, stworzonej przez interferujace wiazki lasera, gdzie zmienne w przestrzeni pole
elektryczne powoduje przesuniecie pozioméw energetycznych czastek (efekt Starka).
Dzigki temu zjawisku sie¢ optyczna stanowi dla czastek okresowy w przestrzeni po-
tencjal, majacy postaé serii studni. Glebokos$¢ i wzajemna odleglo$é tych studni
mozna wedle potrzeby dopasowywaé, regulujac odpowiednio moc i dlugo$é fali wia-
zek laserowych. Jesli ograniczamy sie do uwzglednienia jedynie dwéch sasiadujacych
wezléw sieci, otrzymamy wlasnie podwdjna studnie potencjatu.

Ksztalt podwéjnej studni, czyli dwéch miniméw rozdzielonych bariera mozna mo-
delowaé matematycznie na szereg sposobéw [25]. Na potrzeby tej pracy wybieramy
jeden z nich, tj. zlozenie potencjatu oscylatora harmonicznego z dzielaca go na dwie
polowy bariera gaussowska:

Viz) = hw [@# + be—%”ﬂ : @.1)
2h

Bezwymiarowy parametr b okresla wysoko$é bariery. Ksztalt potencjatu dla réznych
wartosci tego parametru ukazany jest na rys. Widag¢, ze parametr b jest zarazem
powiazany z glebokoscia studni — im bariera wyzsza, tym glebsze sa studnie. Dla
b > 1 potencjal ma maksimum w punkcie = = 0 (stanowiace szczyt bariery potencjatu)
i dwa minima w punktach x = +,/ i—z Inb (dna studni). Studnie okreslaé¢ bedziemy
jako Jlewa” (z < 0) i ,,prawa” (z > 0).
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Rysunek 2.1: Potencjal V(x) dla réznych wartosci b. Wysokoéé srodko-
wej bariery, a wiec i gleboko$é studni, wzrasta w miare zwiekszania tego
parametru.

Dla uproszczenia w dalszych rozwazaniach przyjmiemy jednostki oscylatora har-
monicznego: odleglo$é mierzona jest w jednostkach %, energia w jednostkach hw.
42.1

Hamiltonian dla pojedynczej czastki w potencjale ( ma w tych jednostkach naste-
pujaca postaé:
Ho= 1 & Loy (2.2)
0= "9 g2 T 2" - ’

Réwnanie Schriodingera dla tego hamiltonianu
Hy®,(x) = £,Pn(x) (2.3)

ma dobrze znane rozwiazanie dla b = 0, gdyz wéwczas potencjal sprowadza sie do
potencjalu oscylatora harmonicznego. Dla b > 0 musimy postuzyé sie rozwiazaniem
numerycznym. Wykorzystana przez nas metoda zostanie szczegétowo opisana w na-
stepnym podrozdziale.

2.2 Numeryczne rozwigzanie rownania Schrodingera

Rozwiazanie numeryczne polega na przedstawieniu hamiltonianu w postaci skon-
czonej macierzy i zdiagonalizowaniu jej. W wyniku tej operacji otrzymujemy energie
(wartosci wlasne) i funkcje falowe (wektory wlasne).

Zaczynamy od tego, ze w miejsce nieskonczonej, ciaglej dziedziny = € (—oo, +00)
przyjmujemy ograniczony odcinek x € (—L,+L) podzielony na N punktéw w réw-
nych odstepach A = % Kolejne punkty oznaczamy jako x1, xs,x3, ..., zn. Wszelkie
funkcje typu f(z) mozna wyrazi¢ w przyblizonej postaci jako wektor N -wymiarowy
o kolejnych sktadowych f(z1), f(z2), f(x3),..., f(xx). Na potrzeby pracy dobraliSmy
parametry L = 24 (w przyjetych jednostkach oscylatorowych) i N' = 2048, skad wy-
nika A ~ 0, 023.
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Potencjal V(z) wyrazamy w postaci diagonalnej macierzy o wymiarach V' x NV i
kolejnych elementach na diagonali réwnych V' (z1), V(z2), ...,V (zar). Podobnie mozna
wyrazi¢ w postaci macierzowej wyraz energii kinetycznej — % C{‘l—;. Zauwazmy najpierw,
ze pochodna mozna w przyblizeniu obliczy¢ z réznicy sasiadujacych wyrazow: f’'(x;) =
alf(@iv1) = f(z)] badz tez f'(z:) = z[f(x:) — f(wi-1)]. Wowezas

£ = 51 ) = £ ()]

= (@) — F@)} — () — flen)

= %[f(xm) = 2f (@) + f(zi-1)]- (2.4)

Thumaczac wynik réwnania na posta¢ macierzowa i mnozac przez —%, otrzymu-
jemy symetryczna macierz tréjpasmowa, gdzie diagonalne elementy réwne sa ﬁ, az
kazdym z nich (z lewej i prawej strony) sasiaduje element réwny —ﬁ.

Dodajac do siebie macierzowe reprezentacje potencjatu i energii kinetycznej, otrzy-
mujemy hamiltonian w postaci trgjpasmowej, symetrycznej macierzy. R6wnanie
Schrodingera przybiera wéwczas postaé:

V)t e 0 R I R
—5kz V(x2) + A2 —5kz 0 0| |®n(x2) D, (z2)
0 — 52 V($3) + ﬁ —222 0 <I>n(a:3) = 571 q)n(:L’g,)
0 0 Y ' P, (24) P (24)

0 0 0 ] ]

i i (2.5)

Do zdiagonalizowania tej macierzy wykorzystujemy procedure DSTEV stanowiaca czes¢
biblioteki LAPACK dla jezyka Fortran i przeznaczona specjalnie do diagonalizacji ma-
cierzy tréjpasmowych. W wyniku zastosowania tej procedury otrzymujemy A war-
tosci wlasnych &, (gdzie liczba kwantowa n = 0,1,2,...) i odpowiadajace im stany
wlasne ®,,(z). W praktyce w naszym modelu nie bedziemy potrzebowaé¢ wszystkich
N stanéw wlasnych. Dla wygody i przyspieszenia obliczen w naszych obliczeniach
uwzgledniamy n nie wieksze od pewnej okreslonej granicy, np. 1,4, = 30. Ten model,
w ktérym uwzgledniamy 31 pierwszych stanéw wlasnych, nazywac bedziemy dalej
modelem petnym, w odréznieniu od modeli dwumodowych, gdzie n,,,, = 1.

Funkcje falowe stanéw wtasnych @, (z) otrzymujemy w postaci wektoréw, jak po-
kazano z prawej strony réwnania (2.5). Wektory wlasne znane sa z dokladnoscia
do fazy, poniewaz wektory otrzymane za pomoca procedury DSTEV maja skladowe
rzeczywiste. Zachodzi jeszcze konieczno$é weryfikacji znaku funkcji wlasnych. Ob-
liczone przez DSTEV stany wlasne sa wprawdzie automatycznie unormowane do 1,
ale wystepuje niepewnosc co do znaku funkcji falowych. Stany ®,,(z) i —®,,(z) sa bo-
wiem rownoprawnymi stanami wlasnymi odpowiadajacymi danej energii. Procedura
DSTEV moze z rownym powodzeniem dac jeden, jak i drugi wynik, w zaleznosci od pa-
rametru b. Drobne zmiany b moga powodowa¢ nagla zmiane znaku funkgcji (patrz rys.
[2.2). W naszej pracy przyjeliSmy konwencje, w mysl ktérej znak funkcji falowej tak
jest dobrany, aby dla z — oo (w tym obszarze funkcja zaczyna dazy¢ asymptotycznie
do zera) przybierala ona zawsze wartosci dodatnie. Taka konwencje stosuje sie bo-
wiem powszechnie w literaturze dla funkcji falowych oscylatora harmonicznego. W
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Rysunek 2.2: Stany wlasne dla n = 01in = 1 wyznaczone za pomoca pro-
cedury DSTEV dla dwoch réznych wartosci parametru b. Wida¢, ze znak
funkcji zmienia sie w zalezno$ci od b. Swiadczy to o koniecznosci imple-
mentacji procedury standaryzujacej znak funkcji.

naszym programie zostala zatem zaimplementowana dodatkowa procedura, dbajaca
0 poprawnos$¢ znaku.

Warto zauwazyc¢, ze procedura DSTEV wymaga dodatkowej ostroznos$ci przy dia-
gonalizacji hamiltonianéw o zdegenerowanych energiach. Jeéli jednej energii odpo-
wiada wiele mozliwych funkcji wlasnych, wéwczas DSTEV moze w wyniku daé do-
wolna kombinacje liniowa tych funkcji. Kwestia ta nie ma jednak znaczenia w przy-
padku jednowymiarowym, w ktéorym degeneracja energii w widmie dyskretnym nie
jest mozliwa [26].

2.3 Widmo hamiltonianu

Zbior energii wlasnych hamiltonianu (2.2) i odpowiadajace im stany przedstawiaja
rysunki i Dla b = 0 otrzymujemy oczywiscie dobrze znane stany wilasne
oscylatora harmonicznego i ich energie £, = n + % Wyzsze warto$ci b powoduja coraz
wyrazniejsze przejawianie sie¢ wplywu centralnej bariery.

Energie wlasne rosna wraz ze wzrostem bariery w wyniku coraz wyzszego poto-
zenia den studni (patrz rys. [2.1). Oproécz tego jednak obserwujemy zblizanie sie do
siebie par energii wlasnych odpowiadajacych parom stanéw symetrycznych i antysy-
metrycznych (n =011, 21 3, itd.). Réznica energii kazdej pary dazy do zera wraz ze
wzrostem b i mozna mowic o pojawiajacej sie degeneracji energii wlasnych w granicy
b — oo. Efekt ten zachodzi coraz pdzniej dla energii o wyzszych n. Wzrost bariery
wywiera wyrazny wplyw na ksztalt funkcji falowych i zgodnie z intuicja powoduje co-
raz wieksze zblizanie sie do zera wartosci funkcji falowej w okolicach srodka ukladu
(efekt ten jest szczegélnie widoczny dla funkcji symetrycznych). Zarazem wzrasta
prawdopodobienstwo znalezienia czastki dla coraz odleglejszych od = 0 obszaréw.
Wynika to z kolei z widocznego na rys. przesuwania sie den obu studni. Dodat-
kowo mozna zaobserwowacé, ze w granicy duzych b funkcje obu stanéw w kazdej parze
sa réwne co do modulu, lecz maja przeciwna symetrie (patrz rys. [2.5). Wynika to z
faktu, ze w miare, jak rosnie bariera, ksztalt potencjatu zmierza do postaci dwéch cal-
kowicie oddzielnych, identycznych studni. Funkcja falowa dla lewego obszaru (z < 0)
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energia (jedn. oscylatorowe)

N W~ OO N 00 © O

Rysunek 2.3: Energie wlasne hamiltonianu dla wzrastajacych wartosci
parametru b.

4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
X (jedn. oscylatorowe) X (jedn. oscylatorowe) X (jedn. oscylatorowe)

Rysunek 2.4: Stany wlasne dla n = 0, 1,2 z r6znymi parametrami b.

jest w granicy duzych b réwna (co do modulu) funkcji w obszarze prawym (z > 0).
Funkcje w obu tych obszarach moga mie¢ ten sam znak badz przeciwny. Dlatego
calkowita funkcja falowa @, (x), stanowiaca zszycie funkgcji falowych dla obszaru le-
wego i prawego, moze by¢ symetryczna badz antysymetryczna. Poniewaz zaréwno
funkcja symetryczna, jak i antysymetryczna sa réwne co do modutu, wykazuja one
degeneracje ich energii wlasnych.

2.4 Baza ,lewo-prawo”

Dla wygodniejszego zobrazowania dynamiki czastek w dalszej czesci pracy postugi-
wacé sie bedziemy alternatywna baza stanéw jednocialowych, ktéra nazwiemy baza
sewo-prawo”. Kazdy stan ,lewo-prawo” ma profil gestosci zlokalizowany w lewej badz
prawej studni.

Stany ,lewo-prawo” oznaczymy symbolem ¢,;, gdzie 0 € {L, R} oznacza odpo-
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| | | | | | | | | |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X (jedn. oscylatorowe) X (jedn. oscylatorowe)

Rysunek 2.5: Dwie pierwsze funkcje falowe stanéw wlasnych podwdjnej
studni, przy bardzo wysokiej barierze b = 10. Mozna zauwazy¢, ze funkcje
maja praktycznie te sama wartos¢ bezwzgledna, lecz przeciwna symetrie.
Widac tez, ze kazda z funkcji przypomina pare zszytych ze soba kopii funk-
¢ji stanu podstawowego oscylatora harmonicznego.

wiednio lewa badz prawa studnie, a indeks i = 0, 1, 2... numeruje coraz wyzsze stany
wzbudzone czastki. Kazdy stan ,lewo-prawo” stanowi kombinacje liniowa parzystego
1 nieparzystego stanu wlasnego podwdjnej studni:

¢Ri(T) = \}5(‘1’21'(96) + ®o;11(7)),

pri(z) = \}i(%i(ﬂc) — ®oi11(x)). (2.6)
Zauwazmy, ze stany ,lewo-prawo” o tym samym indeksie stanowia swoje odbicia lu-
strzane wzgledem =z = 0, tj. ¢r;(x) = pri(—x). Wynika to z faktu, ze stany wlasne
® sa funkcjami parzystymi i nieparzystymi dla, odpowiednio, parzystych i nieparzy-
stych indekséw.

Rys. przedstawia funkcje falowe stanéw o indeksach ¢ = 0,7 = 1 dla réznych
wartosci parametru b. Dla niskich b lokalizacja czastki (w lewej badz prawej studni)
nie jest dokladnie okre§lona, poniewaz funkcje falowe ¢;; i vr; czeSciowo nakladaja
sie na siebie w okolicach = 0. Oznacza to, ze nawet czastka znajdujaca sie teo-
retycznie w jednej ze studni moze zosta¢ odnaleziona w obszarze odpowiadajacym
drugiej, zwlaszcza jesli czastka znajduje sie w stanie wzbudzonym (wyzsze wartosci
indeksu ¢). Wzrost bariery oddzielajacej obie studnie coraz wyrazniej ogranicza funk-
cje falowe stanéw ,lewo-prawo” do lewego badz prawego obszaru. W granicy duzych b
funkcje ,Jlewo-prawo” przybieraja ksztalty, zblizone do funkcji oscylatora harmonicz-
nego (przesunietych w prawo badz w lewo).

Stany ¢,; stanowia poprawna, ortonormalna baze. Mozna tatwo sprawdzi¢ bezpo-
srednim rachunkiem, ze [*_ ¢} (2)pqj(2)de = 6,,:0;;. Nie sa to jednak stany wlasne
hamiltonianu (2.2). Jesli hamiltonian wyrazony jest w postaci macierzowej w bazie
sewo-prawo”, wowczas jego elementy macierzowe, sprzegajace dwa stany zlokalizo-
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Rysunek 2.6: Funkcje falowe dwéch stanéw podstawowych (i = 0) i dwéch

najnizszych stanéw wzbudzonych (i = 1) bazy ,lewo-prawo” dla réznych
wysokos$ci bariery b.

wane w tej samej studni, réwne sa:

o0

/%mm%mmzl

[e.o]

5 [ 1@3(0) £ @y @) ol (@) £ By (o) do

—00

—00

[e.o]

1

5 [ 1@3(0) £ @1 @8 P(0) £ ExjaPyia (o))

—00

1
= 5[521' + E2i41)0i5 = Eidij (2.7)

niezaleznie od indeksu 0. Oprécz tego w hamiltonianie obecne sa elementy poza-
diagonalne, ktore sprzegaja ze soba stany o tym samym poziomie wzbudzenia, ale
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zlokalizowane w przeciwnych studniach:

o0 [e.e]

/ #ri(x)Hoprs(w)dr = % / [®3i(x) — ‘I)§¢+1(33)]H0[<I>2j(1‘) + ®ojp1(2)]da
= % / [®5;(x) — P51 (2)][E25Paj(x) + E2j41Pojt1(x)|dz

—0o0
1
= 5[521' — &9i41]0i5 = —Jidsj. (2.8)
Jak wida¢, hamiltonian jednoczastkowy nie sprzega zas ze soba stanéw o réznych
poziomach wzbudzenia.

W réwnaniach (2.7) i (2.8) wprowadziliSmy oznaczenia

B = Eoip1 + 521"
2
J; = w (2.9)

Parametry J; maja interpretacje tunelowania, tzn. kontroluja proces przecho-
dzenia (,tunelowania”) czastek z jednej studni do drugiej. Jak wida¢ na rys.
amplitudy tunelowania J; maleja do zera w granicy duzych b.

0.5 T T T T T T T T
)
=
e
o
©
=
o
S J J
c 0.25 1 P E
ko]
2
S
S Jo
C
)

0 T B B I

0 1 2 3 4

|
5 6 7 8 9 10
b

Rysunek 2.7: Amplitudy tunelowania J; dla i = 0,1,2 w zaleznosci od
wysokos$ci bariery b.



Rozdzial 3

Hamiltonian ukladu
dwuczastkowego

W tym rozdziale przyjrzymy sie gléwnemu przedmiotowi badan pracy, czyli uktadowi
dwéch oddzialujacych ze soba bozonéw w potencjale podwdjnej studni. Na poczatku
opiszemy, jak wyglada jego hamiltonian, wyjasniajac przy tej okazji wlasciwos$ci mie-
dzyatomowego oddzialywania kontaktowego. Aby méc rozwiazac rownanie Schrodin-
gera dla ukladu dwéch czastek, przyjmujemy formalizm drugiej kwantyzacji 1 wyra-
zamy hamiltonian w jezyku tej konwencji. Nastepnie opisujemy badane w tej pracy
uproszczone modele dwumodowe i ich hamiltoniany. Na koncu opisane jest nume-
ryczne rozwiazanie rownan Schrodingera dla poszczegélnych hamiltonianéw.

3.1 Hamiltonian dwoéch bozonéw oddzialujacych poten-
cjalem kontaktowym

W ukladach ultrazimnych gazéw oddzialywania miedzyatomowe sa do$é proste do
opisania. Zakladajac, ze w temperaturze bliskiej 0 K dlugosé fali materii czastek
jest znacznie wieksza niz zasieg oddzialywan, mozemy zaniedbaé szczegoly zalezno-
$ci oddzialywan od struktury funkcji falowych i odleglosci czastek. Wtedy potencjal
oddzialywan miedzyatomowych przyblizamy funkcja delta

Vint = g0(x1 — x2), (3.1)

gdzie z1 i x2 0znaczaja pozycje obu bozonéw, zas g okresla site oddziatywan (dla g > 0
oddzialywania sa odpychajace). Parametr g, zalezny od dlugo$ci rozpraszania cza-
stek [23]l, mozna regulowaé do$§wiadczalnie za pomoca metody zwanej rezonansem
Feschbacha. W metodzie tej wykorzystuje sie zewnetrzne pole magnetyczne, by wply-
naé na strukture subtelng pozioméw energetycznych ukladu i zwiekszy¢ prawdopo-
dobienstwo wzajemnego rozpraszania czastek [27]].

Hamiltonian dwéch oddziatujacych bozonéw jest oczywiscie suma czlonéw jedno-
czastkowych dla obydwu bozonéw, oraz czlonu oddzialywan z wyrazenia (3.1):

2 %%

102 10* 1 @
0 0 (22 +22)+b (6_21 + e_2> + gd(x1 — x2). (3.2)

H=Hy+Vipg = — oo — = - =
0 Vint 2 0x? 28$%+2

Réwnanie Schrodingera dla tego hamiltonianu ma postaé

Hlv;) = \ilvi), 3.3)

15
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gdzie |v;) to oznaczenie dwuczastkowego stanu wlasnego.

Rozwiazanie réwnania jest dos¢ skomplikowane. Jedynie dla potencjatu oscy-
latora harmonicznego (przypadek b = 0) znane jest rozwiazanie analityczne [28]. Jed-
nak po uwzglednieniu gaussowskiej bariery rownanie staje sie znacznie bardziej kto-
potliwe. Dla b > 0 musimy sie zatem uciec do metod numerycznych. By utatwi¢ nam
to zadanie, a takze uproscic opis stanu ukltadu i jego dynamiki, w dalszej czesci pracy
przejdziemy do konwencji drugiej kwantyzacji — formalizmu, ktéry znacznie utatwia
opisywanie kwantowych stanéw wieloczastkowych z nierozréznialnymi czastkami.

3.2 Hamiltonian w jezyku drugiej kwantyzacji

Przy standardowym sposobie opisu czastek pytamy, w jakim stanie jest kazda po-
szczegblna czastka. Formalizm drugiej kwantyzacji kaze nam spojrzec¢ na zagadnie-
nie z przeciwnej strony. W tym formalizmie pytamy o to, iloma czastkami obsadzony
jest kazdy poszczegélny stan. Sledzenie ewolucji ukltadu sprowadza sie wéwczas do
§ledzenia zmian liczby obsadzen poszczegélnych stanéw. Formalizm ten umozliwia z
réwna latwoscia opisywanie uktadéw o dowolnej liczbie czastek.

W jezyku drugiej kwantyzacji kluczowa role pelni operator pola ¢)(z), ktéry anihi-
luje czastke na pozycji x, oraz sprzezony do niego operator &T(x) tworzacy czastke na
pozycji z. W rozwazanym przypadku operatory te spelniaja bozonowe relacje komu-
tacyjne: [@(x),w(g;')} = §(z — 2') oraz [1/3(95),1&(95')} = 0.

Hamiltonian (3.2), zapisany w jezyku drugiej kwantyzacji za pomoca tych opera-
toréw, przybiera postac:

H= / @;T(x)Hoz;(x)dH% / DT (@)1 () Vipeth (2) ) (2" ) dad’

= / q,zST(x)Hozz?(x)ng / DY (@)t (@) (@) (x)da. (3.4)

W tym miejscu nalezy podkreslié, ze hamiltonian (3.2) oraz ré6wnanie Schrodingera
(3.3) nie zawiera informacji o kwantowej statystyce. To oznacza, ze nalezy dodatkowo
zapewnic¢ odpowiednia symetryzacje stanéw dwucialowych ze wzgledu na zamiane
czastek. Problem ten jest automatycznie rozwiazany w formalizmie drugiej kwan-
tyzacji dzieki odpowiedniemu wyborowi relacji komutacyjnych dla operatoréw pola.
Hamiltonian (3.4) jest ogélniejszy niz (3.2), poniewaz jest niezalezny od liczby cza-
stek w ukladzie. Operatory pola, wyrazone w bazie potozeniowej, mozna rozwinaé w
bazie dowolnych stanéw jednoczastkowych. Wykorzystujac baze ,lewo-prawo” otrzy-
mujemy

QZ)("E) = Z do’i@ai(l‘)a
Vi) = abesi (@), (3.5)

gdzie operator a,; anihiluje bozon w studni ¢ na poziomie wzbudzenia i, tj. bozon w

stanie jednoczastkowym opisanym funkcja falowa ¢,;(z). Operatory anihilacji a,; i
T

sprzezone z nimi operatory kreacji a,

, spelniaja w omawianym przypadku bozonowe
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U,]} = 0,0/0i5 Oraz [aoi, 0] = 0. Dla latwiejszego za-
pisu wprowadzamy operator calkowitej liczby czastek w stanie ¢,;, dany wyrazeniem
Nei = Gy Qi

Podstawiajac wyrazenie do hamiltonianu (3.4), wykorzystujac przy tym wzory
(2.7) oraz (2.8), otrzymujemy:

reguly komutacyjne: {&m, al

o0
H="af /(1001 z)Hoporj(x)dw | 4oy + Z Uapcpilyilaca
oi,0'j o ABCD
= Ji(al Uapopihalaca (3.6)
Ei(fpi + fri) — (aLZaRz‘f'aRlaLz ABCDG a acap. .
2 45D

Dla uproszczenia zapisu, w czesci hamiltonianu odpowiadajacej za oddzialywania
stany ,lewo-prawo” oznaczamy indeksami w postaci liter A, B, C, D. Kazda litera
symbolizuje pare indekséw (o,i). Symbol Uspcp oznacza zatem

o0

UABCD::g‘/“wzmawz@»wcmachwdx. 3.7

—0o0

W praktyce sprzezenie zespolone dwéch pierwszych funkeji pod catka mozna
zaniedbaé, poniewaz wszystkie stany wlasne potencjalu znalezione przez nas w pod-
rozdziale maja rzeczywiste funkcje falowe.

Warto w tym miejscu dodaé, ze hamiltonian jest catkowicie réwnowazny ha-
miltonianowi i podobnie jak on moze opisywa¢ uklady o dowolnej liczbie czastek.

3.3 Modele uproszczone

Opisany powyzej model pozwala Scisle wyznaczy¢ przebieg ewolucji stanu ukladu.
W niektérych przypadkach mozna jednak zastosowaé uproszczone modele, w ktérych
znacznie ogranicza sie baze uwzglednianych stanéw jednocialowych badz tez pomija
sie niektére procesy wplywajace na dynamike ukladu. W dalszej czesci pracy zba-
damy, na ile dokladnie takie proste modele oddaja stan faktyczny i w jakich okolicz-
nosciach mozna je z powodzeniem stosowaé. Skoncentrujemy sie przy tym na dwéch
konkretnych modelach.

3.3.1 Model dwumodowy

Pierwszy z modeli zaklada ograniczenie uwzglednionych stanéw wlasnych potencjatu
do dwdch najnizszych, o n = 01 n = 1. Wedlug definicji stanéw bazy ,lewo-prawo”
(podrozdziat jest to ré6wnowazne zalozeniu, ze stany jednocialowe ograniczone
sq do ¢r0, R0, Z pominieciem stanéw wzbudzonych (dla uproszczenia zapisu w tym
przypadku pomijac¢ bedziemy indeks i = 0 i nazwiemy je po prostu stanami ¢y, ).
Takie zalozenie znacznie upraszcza zagadnienie dynamiki. Zaniedbane sa bowiem
wszystkie procesy zwiazane z obsadzeniami wyzszych stanéw wzbudzonych. Rozklad
(3.5) operator6w pola na operatory bazy ,lewo-prawo” ma wéwczas postac

$(x) = arpL(z) + drer(x),
ww—%%m+%%m. (3.8)
Podstawiamy te wzory do hamiltonianu (3.4), pamietajac przy tym, ze:
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1. Operatory kreacji (anihilacji) dla bozonéw sa wzgledem siebie zawsze przemienne.
T a1

Stad np. &TL&TLdeR = ayaypaprar,itd. dla innych kombinacji.

2. Zachodza réwnosci: Urrrr, = Urrrr, Urtrr = Urrrr = Urrrr, ULrLr =
Urrrr = Urrrr = Urrrr. Mozna o tym przekonac sie na drodze bezposred-
niego rachunku, zamieniajac pod caltka funkcje falowe ¢, pr na kombina-
cje liniowe stanéw wilasnych potencjalu @, ®1 (wg wyrazen (2.6)) i odrzucajac z
powstalej sumy calkujace sie do zera czlony antysymetryczne (tj. te, w ktorych
antysymetryczny stan ®; wystepuje w nieparzystej potedze).

3. Czlon z Fy mozna pominaé, zakladajac, ze £y = 0. Mozna to osiagna¢, przyjmu-
jac w miejsce potencjalu V' (z) potencjal V' (z) — Ej.

Ostatecznie otrzymujemy nastepujaca, uproszczona wersje hamiltonianu (3.6):

N T+ 4 U + .+ . T
H= —J(aEaL + aEaR) + i(aTLaTLaLaL + CLTRGEGRCLR)
+T(a}alarar +alahagar +akalarar +ahalhagar)
Vo 4. . . I
+Z( EaTLaRaR+aLzaEaLaL+4a1a}r%aLaR), 3.9

gdzie przyjeliSmy standardowe oznaczenia literowe:

U=Urirr =9 / lpr ()| dz,

T —Uiin—g / lo1(2)26% (2) pr(x)dz,

—0o0

V = W = 2 / lo1(@)Plor(@)2de (3.10)

oraz J = Jy.

Parametr U oznacza site oddzialywan miedzyczastkowych dwdéch bozonéw znaj-
dujacych sie w tej samej studni. Parametr 7' odpowiada za tunelowanie pojedynczego
bozonu pod wplywem oddzialywania z innym bozonem, zas$ parametr V' kontroluje
proces jednoczesnego tunelowania pary bozonéw z jednej studni do drugiej, a takze
oddzialywanie miedzy bozonami znajdujacymi sie w przeciwnych studniach.

3.3.2 Model dwumodowy uproszczony

Ograniczenie bazy stanéw jednocialowych znacznie upraszcza rozwazany model. Mozna
uzasadnione w granicy duzych b, gdzie pary funkcji ,Jlewo-prawo” saq niemal w cato-
§ci ograniczone do przeciwnych obszar6éw i nie przekrywaja sie (patrz rozdziat [2.4).
Dlatego dla duzych b parametry V i T sq male w poréwnaniu z U (patrz rys. |3.1).

Po tym uproszczeniu hamiltonian (3.9) przybiera nastepujaca postac:

N o T+ U + .+ . T
H= —J(aTRaL + aEaR) + 5(aEaEaLaL + aTRaEaRaR). (3.11)
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Rysunek 3.1: Stosunki parametréw V/U oraz T'/U w zaleznosci od b. Wi-
da¢, ze dla duzych b parametry V i T sa male w poréwnaniu z U i zbiegaja
do zera. Warto zwréci¢ uwage, ze parametr 7' dla duzych b zmienia znak.

Jest to w gruncie rzeczy wariant modelu Bosego-Hubbarda w przyblizeniu tzw. cia-
snego wiazania, stosowanego czesto do badania wlasnosci bozonéw w potencjale okre-
sowym. Model ten zaklada baze stanéw zlokalizowanych w poszczegélnych wezlach
sieci okresowego potencjalu i uwzglednia jedynie wzajemne oddzialywania czastek
oraz ich tunelowanie z jednego oczka sieci do drugiego. Typowy model Bosego-Hubbarda
zaklada nieskonczona sieé¢, w przeciwienstwie do naszego modelu, ktory zawiera je-
dynie dwa wezly sieci.

Hamiltonian jest kontrolowany przez jeden parametr U/J. Parametr U/J,
zalezny od b oraz g, méwi nam, w jakim stopniu oddzialywania odgrywaja role do-
minujaca nad tunelowaniem. Dla kazdej wysokosci bariery b mozna przez zmiane g
uzyskaé¢ dowolna pozadana warto$¢ U/J. Stosunek U/J zalezy w skomplikowany spo-
s6b od wysokosci bariery b oraz (jak wynika z wyrazen (3.3.I)) liniowo od g. Mozna
wskazaé wiele kombinacji parametréw b i g, dla ktérych U/J bedzie mialo te sama
wartosc. Spodziewamy sie zatem, ze dla takich przypadkéw przebieg ewolucji w tym
modelu uproszczonym powinien by¢ identyczny. Inaczej bedzie dla modeli i(3.9),
gdyz w nich wystepuja inne parametry, ktére moga przybieraé rézne wartosci dla tych
samych U/J.

Mozemy od razu przewidziec¢, ze doktadno$¢ przewidywan modeli dwumodowych
bedzie spada¢ w miare zwiekszania sily oddzialywan. Dla niskich g wyzsze stany nie
odgrywaja wielkiej roli w dynamice uktadu (oczywiscie zakladajac, ze uklad nie jest
juz od poczatku w stanie wzbudzonym). Hamiltonian jednoczastkowy nie sprzega bo-
wiem ze soba stanéw o réznych poziomach wzbudzenia. Dopiero proporcjonalna do
g cze$¢ hamiltonianu odpowiedzialna za oddzialywania powoduje, ze w dynamice za-
czynaja odgrywac role wyzsze stany. Stad mozna wnosi¢, ze im silniejsze oddziatywa-
nia miedzyczastkowe, tym wiekszy bedzie udzial w dynamice stanéw wzbudzonych.
Tym samym modele pomijajace te stany beda sprawdzaé sie gorzej.

3.4 Czasowe rownanie Schrodingera dla dwéch bozonow

Do rozwiazania réwnania Schrodingera dla pelnego hamiltonianu (3.6) oraz dla dwéch
hamiltonianéw uproszczonych (3.9) i (3.11) postuzy nam metoda numeryczna, ana-
logiczna do tej opisanej w rozdziale [2.2 Najpierw przedstawiamy hamiltonian w



ROZDZIAL 3. HAMILTONIAN UKEADU DWUCZASTKOWEGO 20

postaci macierzowej. Tym razem przedstawienie w bazie polozeniowej x jest nieprak-
tycznie, dlatego przedstawiamy go w bazie dwuczastkowych stanéw Focka. Stany
te oznaczamy kolejnymi liczbami naturalnymi [1),|2), ... przy czym kazdy taki stan
reprezentuje pewien stan dwucialowy: |1) = \}idTLaE\vac% |2) = d}a%\vac% 13) =

\}AT aR\vac> itd.

Elementem macierzowym hamiltonianu odpowiadajacym jakiej$ parze stanéw dwu-
czastkowych |1),]3) bedzie (i|H|j). W pelnym modelu (1,4, = 30) mozliwych stanéw
dwuczastkowych jest %(nmam + 1)(nmaz + 2) = 465. Zatem wymiar macierzowej po-
staci hamiltonianu wynosi 465 x 465. W modelach uproszczonych (n,,,, = 1) wymiar
macierzy réwny jest 3 x 3.

Hamiltonian dwumodowy w postaci macierzowej wyglada nastepujaco:

U V2T —2J 1%
H2mode = \/ET - \/EJ V \/§T - \/§J . (312)
14 V2T — V27 U

Poszczegélne rzedy i kolumny odpowiadaja kolejno dwuczastkowym stanom Focka
|1),1]2),|3). Postaé¢ macierzowa uproszczonego hamiltonianu (3.11) jest z kolei naste-

pujaca:
U —v2J 0
Hr=|-VvV2J 0 —V2J|. (3.13)
_\/§ J
Diagonalizujac odpowiedni hamiltonian, otrzymujemy zestaw stanéw wlasnych
|v;) 1 odpowiadajace im energie wlasne )\;. Zakladajac, ze uklad jest na poczatku w
stanie |ini), ewolucje stanu w czasie obliczamy w standardowy sposéb:

1T(t)) = e Ht)ini) = Zal Aty e (t) Zae“t| (3.14)

gdzie |V (¢)) to stan ukladu w chwili t, a wspoélezynniki o; = <vi\1n1>.

Na rys. przedstawione sa energie wlasne pelnego hamiltonianu (3.6) oraz ha-
miltonianéw uproszczonych i w zalezno$ci od parametréw b oraz g. Na
wykresie widoczna jest charakterystyczne rozmieszczenie energii wlasnych hamil-
tonianu w modelu pelnym. Dla b = 0 sa one wyraznie pogrupowane w multiplety
o regularnie wzrastajacej liczebno$ci. Poszczegélne multiplety sa polozone od sie-
bie w regularnych odstepach, a regularnoéé ta nie znika nawet dla wysokich g. Dla
b = 2 liczebno$¢ i rozmieszczenie multipletow zatraca te regularnosé, a granice mie-
dzy nimi zacieraja sie. Dla b = 5 energie sa znéw widocznie pogrupowane, lecz juz
nie tak regularnie jak dla b = 0. Jak juz wspomniano w punkcie |3.3.2, w granicy
duzych b parametry V, T sa zaniedbywalne i model dwumodowy sprowadza sie
do prostszej wersji (3.11). Dlatego w miare wzrostu b energie wlasne hamiltonianéw
dla obu tych modeli uproszczonych zblizaja sie do siebie. Dla b = 5 oba modele daja
praktycznie identyczne wyniki co do energii wlasnych. Energie wlasne hamiltonia-
néw modeli uproszczonych tylko dla ¢ bliskich zeru sa zblizone do energii pelnego
modelu. W miare wzrostu g ta dokladnosé odwzorowania zupelnie znika. Energie
w uproszczonych modelach rosna niemal liniowo wraz z g, z bardzo duzym nachyle-
niem. Wyjatkiem jest najnizsza energia wlasna modelu dwumodowego (3.11), ktéra
nawet dla bardzo silnych oddzialywan bardzo dobrze odwzorowuje najnizsza ener-
gie modelu pelnego. W granicy duzych b najnizsza energia wlasna w obu modelach
uproszczonych jest réwna najnizszej energii w modelu pelnym.
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Rysunek 3.2: Energie wlasne hamiltonianu ukladu dwuczastkowego w
zaleznosci od g, dla réznych wartosci b. Zakladamy F; = 0. Linia gruba
(czerwona): kolejne energie wlasne wg modelu pelnego (3.6). Linia przery-
wana (niebieska) i linia cienka (czarna): energie wlasne wg uproszczonych
modeli, odpowiednio i (3.11). Dla b = 5 oba modele uproszczone daja
praktycznie identyczne wyniki, a ponadto najnizsza energia wlasna jest
taka sama we wszystkich trzech modelach.
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Rozdzial 4

Parametry charakteryzujace
stan ukladu

W tym rozdziale dokonamy wyboru parametréw, ktérych zmiany w czasie dadza nam
wglad w stan uktadu. Pozwoli to jasno zobrazowaé ewolucje ukltadu i umozliwic jej
latwe poréwnanie z wynikami uzyskanymi z poszczegélnych modeli uproszczonych.
W tym rozdziale wprowadzamy i omawiamy cztery parametry stanu uktadu. Sa to:
populacja prawej studni Ng(t), prawdopodobienstwo znalezienia bozonéw w przeciw-
nych studniach P(t¢) oraz miara korelacji K i entropia von Neumanna S, zwiazane z
jednoczastkowa zredukowana macierza gestosci p(b.

4.1 Populacja studni

Zmiana rozmieszczenia bozonéw w przestrzeni stanowi jeden z najbardziej oczywi-
stych przejawéw ewolucji stanu ukladu. Fakt, ze przestrzen rozdzieliliSmy na dwa od-
rebne obszary podpowiada nam, ze naturalng charakterystyka rozmieszczenia prze-
strzennego bozonéw jest pojedyncza liczba, oznaczajaca populacje bozonéw w jednej
ze studni (np. prawej). Zazwyczaj populacje studni oblicza sie po prostu jako sume
operatoréw liczby czastek po wszystkich stanach danej studni:

No(t) = > (U(t) Ao [T (2)), (4.1)

%

gdzie 0 = L lub 0 = R w zalezno$ci od tego, ktora studnia nas interesuje. Jednak
taka metoda nie bierze pod uwage faktu, ze funkcje falowe stanéw ,lewo-prawo” nie
sa w calosci zlokalizowane w obszarze jednej studni (patrz rys. i np. funkcje o,
zachodza czesciowo na prawa studnie (szczegélnie dla matych b). Dlatego populacje
danej studni bedziemy wylicza¢ bezposrednio z gestosci liczby czastek w obszarze
danej studni. W tym celu wprowadzamy najpierw operator jednoczastkowej gestosci
n(x):

i(w) = PH (@) (). (4.2)

Operator ten wyraza gesto$é liczby bozonéw w danym punkcie x. Jego rozklad na
operatory bazy ,lewo-prawo” jest nastepujacy:

@)= D al a0 0h(2) 00 (x). (4.3)
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Caltkowita populacja prawej studni Nz(t) réwna jest wartosci oczekiwanej operatora
n(x) wycatlkowanej po prawym obszarze:

NR(t)—/<‘I’(t)\ﬁ($)!‘1’(t)>dw— > <\I/(t)’&1m‘&0’j\P(t»/‘:@;i(x)@o’j(w)dx - (4.4)
0 0

-
0,1,07,]

W kazdej chwili czasu t zachodzi 0 < Ngr(t) < N, przy czym w naszym przypadku
N = 2. Oczywiscie populacja drugiej, lewej studni réwna jest Ny (t) = N — Ng(t).

4.2 Prawdopodobienstwo znalezienia bozonéw w prze-
ciwnych studniach

Korelacje miedzyczastkowe stanowia charakterystyczna ceche ukladéw silnie skore-
lowanych. Silne oddzialywania miedzy czastkami moga wywolywac powstanie pew-
nych korelacji miedzy stanem poszczegélnych czastek, co moze wplywacé np. na ich
wzajemne rozmieszczenie w przestrzeni. Prawdopodobienstwo P(t) znalezienia bozo-
néw w przeciwnych studniach stanowi wygodna i prosta metode pokazania efektow
korelacji miedzyczastkowych. P(t) okresla prawdopodobienstwo, ze w danej chwili
t oba bozony zostana znalezione w przeciwnych studniach (jeden bozon w obszarze
z < 0, drugi w obszarze x > 0). By uzyskaé Scisla wartos§é P, nalezy zdefiniowaé
operator gestos$ci dwuczastkowej w bazie polozeniowej 7 (z1, x2), wyrazony wzorem

e, 22) = 31 () (@2) 9 2 ). 4.5

Jest on analogiczny do operatora i okreéla prawdopodobienstwo znalezienia jed-
nej czastki w punkcie z; oraz drugiej w punkcie z5. Wspélezynnik % normuje gestosc
do jednosci. Tak otrzymana wielkos¢ catkujemy po wszystkich x; w obszarze prawym
i po x2 w obszarze lewym. P jest rowne warto$ci oczekiwanej tego operatora:

00 0
P(t) =2 / day / s (U (D)1, )| T (1) (4.6)
0 —00

Opisana metoda jest jednak niepraktyczna ze wzgledu na jej zlozonosé obliczeniowa.
Wymaga ona bowiem obliczenia wartosci oczekiwanej operatora n(z1,z2) dla kazdej
pary z1,zs. Poniewaz postugujemy sie przyblizeniem x w postaci siatki N dyskret-
nych punktéw (patrz podrozdziat , wymagaloby to obliczenia N2 wartosci w kaz-
dej badanej chwili czasu ¢.

Z tego powodu wyznaczamy P w sposob uproszczony, jako sume w danej chwili
t po prawdopodobienstwach wszystkich dwuczastkowych stanéw Focka, w ktérych
obsadzony jest jeden stan L oraz jeden stan R:

P(t) ~ > [(vac|aLiar;|¥(t))]*. 4.7)
ij
Metoda ta nie jest catkowicie dokladna z powodu opisanego juz nakladania sie funkcji
falowych stanéw L i R. W praktyce stany, w ktorych oba bozony znajdowalyby sie w
tej samej studni, réwniez dawalyby jakis wklad do wartos$ci P. Mozemy jednak zdecy-
dowac sie na zaniedbanie tych efektéw, poniewaz chodzi nam bardziej o stwierdzenie
ogoélnych trendow niz o dokladne wyniki liczbowe.



ROZDZIAL 4. PARAMETRY CHARAKTERYZUJACE STAN UKLADU 24

4.3 Widmo jednoczastkowej macierzy gestosci

Stan calego uktadu dwuczastkowego jest opisany wektorem |¥(¢)). Jest to stan czysty
podczas calej ewolucji w czasie. Opisanie stanu pojedynczej czastki tego ukladu jest
juz bardziej skomplikowane. Ze wzgledu na pojawiajace sie korelacje w ukladzie jest
to bowiem najczesSciej stan mieszany, stanowiacy probabilistyczna mieszanine réz-
nych jednoczastkowych stanéw czystych. Stan mieszany wymaga opisu za pomoca
operatora zwanego macierza gestosci p. W tym przypadku bedzie to zredukowana (t;j.
opisujaca poduklad), jednoczastkowa macierz gestosci p). Poniewaz bozony sa iden-
tyczne, ta sama zredukowana macierz gestosci opisuje kazdy z nich. Definicja tego
operatora (wyrazonego w bazie polozeniowej, gdzie kazdy element opisuja indeksy
x, ') jest nastepujaca:

PV (,a5t) = (R (@) (2) 0 (1)) (4.8)

Latwo sprawdzic, ze operator ten jest operatorem hermitowskim. Dlatego mozna go
zdiagonalizowaé i zapisaé¢ w postaci sumy odpowiednich operatoréw rzutowych na
jego stany wlasne:

L.
Np(l) = Prfuwg) (wil, (4.9)
p

gdzie |wy) i Py to odpowiednio wektory wlasne (naturalne orbitale jednocialowe) i
wartosci wlasne (prawdopodobienstwo znalezienia czastki w danym orbitalu) zredu-
kowanej macierzy gestos$ci. N oznacza liczbe czastek (w naszym przypadku N = 2).

To, czy stan kwantowy pojedynczej czastki jest czysty, czy mieszany (oraz to, jak
daleki jest on od stanu czystego) ma znaczenie praktyczne. Jesli chcemy poznaé stan
catego ukladu na drodze eksperymentalnej poprzez pomiar stanu kwantowego po-
szczegblnych czastek, wéwcezas tym mniej mozemy wnioskowac o stanie dwuczastko-
wego ukladu, im bardziej jednoczastkowa macierz gestosci odbiega od stanu czystego.
Jedli zredukowana macierz gestosci opisuje stan czysty, wéwczas znamy ze 100% pew-
noscia stan obu czastek. Wszystkie bozony sa bowiem dokladnie w tym samym stanie
jednocialowym, opisanym odpowiednim orbitalem |wj). Mamy zatem 100% pewnos¢
co do stanu calego uktadu dwuczastkowego. Im wiecej jest niezerowych prawdopodo-
bienstw P i im bardziej sa one do siebie poré6wnywalne, tym bardziej wzrasta nasza
niewiedza o stanie pojedynczych czastek.

Zredukowana macierz gestos$ci posrednio charakteryzuje korelacje miedzyczast-
kowe powstajace na skutek oddzialywan. Narastanie korelacji powoduje pojawianie
sie w rozkladzie p(!) kolejnych niezerowych wartosci wlasnych P, i oddalanie sie od
stanu czystego [29]. Oznacza to, ze widmo 5(!) moze postuzyé nam do zweryfikowania,
w jakim stopniu te korelacje, stanowiace istotna cze$é opisu uktadéw silnie skorelo-
wanych, sa poprawnie odtwarzane przez modele uproszczone.

Aby tatwo poréwnaé wyniki z trzech réznych modeli, nalezy wybra¢ jakas miare,
ktéra wyraza, jak bardzo 5(!) odbiega od stanu czystego. Zwrécilismy juz uwage, ze
narastanie niezerowych P, wiaze sie bezposrednio ze wzrostem niewiedzy o uktadzie.
Sugeruje to, ze powinniSmy sie postuzyé wielkos$cia analogiczna do entropii informa-
cyjnej. W kwantowej mechanice statystycznej jej odpowiednikiem jest entropia von
Neumanna S, wyrazona wzorem:

S = —ZPk In P. (4.10)
k
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Dla zredukowanej macierzy gestosci opisujacej stan czysty S = 0. Jesli macierz gesto-
$ci jest maksymalnie ,zmieszana”, tzn. ma n identycznych wartosci wlasnych P, = %,
entropia osiaga warto§¢ maksymalng S = Inn. Inna miara liczbowa niosaca informa-

cje o czystosci stanu kwantowego jest stopien korelacji K, wprowadzony w pracy [29]:

-1
K = <Z p,3> . (4.11)
k

Liczbe K mozna interpretowac jako jako efektywna liczbe jednoczastkowych orbitali,
wchodzacych w sklad stanu kwantowego czastki [23]]. Dla stanu czystego K = 1, za$
dla macierzy o n identycznych wartosciach P, otrzymujemy K = n.



Rozdzial 5

Dynamika ukladu

Po dokladnym oméwieniu rozwazanego problemu mozemy przej$é do przedstawienia
otrzymanych wynikéw badan. W tym rozdziale numerycznie wyznaczamy ewolucje
stanu ukladu dwéch bozonéw znajdujacych sie w chwili poczatkowej w dobrze okre-
Slonym stanie, dla réznych, zmieniajacych sie parametrow. Scista dynamika zostanie
poréwnana z modelami uproszczonymi, umozliwiajac w ten sposéb zidentyfikowanie
zakresu ich stosowalnosci.

5.1 Bozony poczatkowo w tej samej studni

W tej czesci pracy zalozymy, ze w chwili poczatkowej oba bozony znajduja sie w tej
samej studni. Jedynymi takimi stanami dopuszczalnymi przez wszystkie trzy rozwa-
zane modele sa |1) = %d20d20|vac> i|3) = %dkodkdvacy Ze wzgledu na symetrie
problemu dynamika jest jakosciowo identyczna dla obu tych stanéw poczatkowych.
Na potrzeby pracy decydujemy sie na umieszczenie obu bozonéw w studni prawej, a
wiec stan poczatkowy |ini) = |3).

Poréwnujemy wyniki przy dwéch réznych wysokos$ciach bariery oraz réznej sile
oddzialywan, ktérej jednak nie definiujemy bezpos$rednio poprzez parametr g, lecz
przez U/J. Pozwala to latwiej poré6wnaé¢ wyniki z ré6znych modeli, gdyz hamiltonian
W najprostszym modelu zalezy jedynie od warto$ci U/J. Dla kazdej wysoko-
$ci bariery warto$é parametru g dobieramy w taki sposéb, by osiagnac¢ jeden z czte-
rech réznych reziméw oddzialywania: od oddziatywan stabych (U/J = 0, 1) do silnych
w/J =12).

5.1.1 Populacja prawej studni

Rys. przedstawia ewolucje populacji prawej studni Ng(t) dla réznych wartosci
parametrow biU/.J. W potencjale wysokiej bariery (b = 5), niezaleznie od sily oddzia-
lywan, oba modele uproszczone bardzo dobrze odtwarzaja pelng dynamike. Jedynie
dla bardzo wysokich U/J zauwazalne staja sie réznice w czestosci oscylacji miedzy
modelem pelnym a modelami uproszczonymi. Wida¢ to na wykresie jako narastajaca
niezgodno$¢ fazy. Jest to szczegélnie widoczne dla najprostszego modelu (3.11). Jed-
nak pod wzgledem jakoSciowym modele uproszczone doskonale odtwarzaja ewolucje
populacji.

Inaczej jest w przypadku niskiej bariery (b = 3), gdzie staja sie widoczne réznice
miedzy oboma modelami uproszczonymi. W przypadku stabych oddzialywan oba mo-
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Rysunek 5.1: Ewolucja populacji prawej studni Ng(¢t) w czasie, dla dwéch
réznych wysoko$ci bariery i réznych sit oddzialywania U/J, przy poczat-
kowym stanie |3). Linia gruba (czerwona): dynamika wg modelu pelnego
(3.6). Linia przerywana (niebieska) i linia cienka (czarna): dynamika wg
uproszezonych modeli, odpowiednio i(3.19).

dele wciaz jeszcze poprawnie odtwarzaja Scista dynamike. Jednak dla wyzszych U/ J,
podczas gdy model dwumodowy nadal dos¢ dobrze odtwarza ksztalt i czestosé
oscylacji populacyjnych, uproszczony model zaczyna dawac bledne wyniki. Jest
to szczegdlnie widoczne dla U/J = 12, gdzie wyraznie widac¢ przewage modelu
nad (3.11).

5.1.2 Prawdopodobienstwo znalezienia bozonéw w przeciwnych stud-
niach

Poprawny model powinien dobrze odtwarzaé korelacje miedzyczastkowe. Najprost-
szym przykladem takiej korelacji jest prawdopodobienstwo P(t), ze dwa bozony zo-
stana znalezione w chwili ¢ w przeciwnych studniach.

W uproszezonym modelu najwazniejszym czynnikiem, wplywajacym na war-
tosc P, jest zjawisko ,par zwiazanych odpychajaco” (repulsively bound pairs). Wynika
ono z zasady zachowania energii i powoduje, ze w miare wzrostu odpychajacych od-
dzialywan ¢ para bozonowa jest mocniej zwigzana [30]. Intuicyjnie mozna to zro-
zumie¢ nastepujaco. Stan ukladu, w ktérym dwie oddzialujace czastki przebywaja
w jednej studni, ma wyzsza energie od stanu, w ktéorym przebywaja one w oddziel-
nych studniach. Ta réznica energii wynosi U i jest znacznie wyzsza niz amplituda
tunelowania J. Dlatego jesli czastki umieScimy juz na wstepie w jednej studni, to
(ze wzgledu na fakt, ze uklad jest zamkniety) nie jest mozliwe, aby dynamika prowa-
dzita do stanu, w ktorym czastki znajduja sie w studniach przeciwnych. Uklad bedzie
raczej oscylowal miedzy stanami o tej samej energii. Jest to mozliwe jako proces dru-
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Rysunek 5.2: Ewolucja w czasie prawdopodobienstwa znalezienia dwéch
bozonéw w przeciwnych studniach P(t) dla réznych wysokosci bariery i
réznych sit oddzialywania U/J, przy poczatkowym stanie |3). Linia gruba
(czerwona): dynamika wg modelu pelnego (3.6). Linia przerywana (nie-
bieska) i linia cienka (czarna): dynamika wg uproszczonych modeli, odpo-

wiednio i .

giego rzedu w tunelowaniu.

Hamiltonian modelu (3.9), uwzgledniajacy wiecej proceséw, zawiera czlon z pa-
rametrem T, ktéry odpowiada za tunelowanie pojedynczych czastek i tym samym
ulatwia rozdzielenie pary bozonowej. Jednak zawiera on tez czlon z V', ktory wspiera
tunelowanie obu bozonéw naraz. Poza tym V, T sa male w por6wnaniu z U (patrz rys.
i nie odgrywaja wiekszej roli, zatem warto$é¢ P(t) odtwarzana przez modele
i jest podobna.

Pelny model, uwzgledniajacy stany wzbudzone, umozliwia dodatkowe mechani-
zmy tunelowania. W hamiltonianie czlony odpowiadajace za oddzialywania po-
woduja sprzeganie nizszych stanéw z wyzszymi (tym silniejsze, im wyzsza jest war-
tos¢ parametru g). Bozony w stanie wzbudzonym moga latwiej tunelowac¢ miedzy
studniami, poniewaz amplitudy tunelowania J;, rowne réznicom miedzy parami jed-
noczastkowych energii wlasnych (patrz rys. [2.3), sa dla nich wyzsze. Poza tym czlony
z parametrami typu np. Uroror1ro bezposrednio indukuja tunelowanie pojedynczych
bozonéw, ulatwiajac rozdzielenie pary bozonowej.

Tunelowanie przez wyzsze stany nie ma jednak wiekszego znaczenia w sytuacji,
gdy bariera jest wysoka. Wynika to z faktu, ze w granicy duzych b amplitudy J;
dla wyzszych i sa male (patrz rys. [2.3). Ponadto indukowane przez oddzialywanie
tunelowanie pojedynczych czastek, kontrolowane przez odpowiednie czlony Uapcp,
daza do zera dla wysokich barier.

Rys. 5.2 przedstawia ewolucje prawdopodobienstwa P(¢) dla réznych wartosci
parametréw b i U/J. Na wykresie dla b = 5 widaé, ze prawdopodobienstwo P spada
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wyraznie w miare wzrostu sily oddzialywan. Poniewaz tunelowanie przez wyzsze
stany nie odgrywa dla b = 5 praktycznie zadnej roli, dynamika P(¢) w modelach
uproszczonych jest jako$ciowo identyczna z dynamika w modelu pelnym.

Inaczej jest w przypadku niskiej bariery (b = 3). W rezimie stabych oddziaty-
wan sprzeganie stanéw niskich ze wzbudzonymi jest nieznaczne, wiec nie zachodza
wyrazne roznice miedzy dynamika w modelu pelnym a dynamika w modelach uprosz-
czonych. Jednak dla silnych oddzialywan tunelowanie poprzez stany wzbudzone wy-
raznie dominuje, dzieki czemu P(t) jest wyzsze: oscyluje miedzy wartosciami ok. 1/4
a 1/2, nie zblizajac sie do zera. Tymczasem modele uproszczone, ktére nie dostrzegaja
mozliwo$ci tunelowania przez wyzsze stany, daja bledne wyniki: wedtug nich P(¢) dla
silnych oddzialywan spada do warto$ci bliskich zeru, identycznie, jak w przypadku
b=>5.

Zwroémy uwage na przypadek b = 3 przy silnych oddzialywaniach. Jak pamie-
tamy, w tym rezimie model dwumodowy poprawnie odtwarzal dynamike popu-
lacji studni (patrz rys. [6.1). Okazuje sie jednak, ze przy identycznych parametrach
eksperymentalnych ten sam model btednie odtwarza prawdopodobienstwo P(t). Wy-
nika stad, ze nawet niepoprawny model moze na pozoér dobrze odtwarzac¢ dynamike
ukladu, jesli nie zweryfikuje sie jego dokladnosci dla wiecej niz jednego parametru
charakteryzujacego stan uktadu.

5.1.3 Charakterystyka widma jednoczastkowej macierzy gestosci

Widmo jednoczastkowej macierzy gestosci 5(!) mozna scharakteryzowaé poprzez opi-
sane wczesniej wielkosci S 1 K. Przypomnijmy, ze wielkoSci te posrednio charaktery-
zuja narastanie korelacji miedzyczastkowych. Rys. [5.3| przedstawia ich ewolucje dla
réznych wartosci parametréow bi U/ J.

Od razu wida¢é zalezno$¢ miedzy parametrami eksperymentalnymi, a stopniem
skorelowania ukladu. W rezimie niskiej bariery b = 3 wielkosci S i K wyraznie wzra-
staja w miare zwiekszania parametru U/J. Odpowiada to narastaniu korelacji pod
wplywem coraz silniejszych oddzialywan miedzyczastkowych. Inaczej jest w rezimie
wysokiej bariery (b = 5), w ktérym wielko$ci S i K, niezaleznie od wartosci U/J, nie
przekraczaja pewnych wartosci granicznych (tj. K =~ 2,5 = In2). Sugeruje to, ze
obecno$é wysokiej bariery utrudnia powstawanie silnych korelacji.

Modele uproszczone dla b = 5 z bardzo dobra dokladnoscia reprodukuja wyniki
modelu pelnego, nie liczac pojawiajacej sie niezgodnosci fazy dla wysokich U/.J. Dla
b = 3 daja one poprawne wyniki jedynie dla stabych oddzialywan. Szczegélnie dla
U/J = 12 wyraznie zanizaja wartos¢ wielkosci S i K. Wida¢ zatem, ze modele dwu-
modowe nie potrafia poprawnie odtworzy¢ silnych korelacji.

5.2 Bozony poczatkowo w przeciwnych studniach

Teraz oméwimy dynamike ukladu w sytuacji, gdy w stanie poczatkowym oba bozony
umieszczone sa w przeciwnych studniach. Jedynym takim stanem dostepnym dla
wszystkich trzech modeli jest stan [2) = dTLOdEOWac). Chcemy przekonac sie, czy pod
wplywem zmiany stanu poczatkowego wystapia znaczace réznice w zakresie stoso-
walnos$ci modeli uproszczonych.

Tym razem dynamiki populacji Ny(¢) nie przedstawiliSmy na wykresie. Jest ona
bowiem trywialna niezaleznie od modelu: w kazdej chwili populacja obu studni ré6wna
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Rysunek 5.3: Ewolucja w czasie entropii von Neumanna S i miary ko-
relacji K dla réznych wysokosci bariery i réznych sil oddzialywania U/J,
przy poczatkowym stanie |3). Linia gruba (czerwona): dynamika wg mo-
delu pelnego (3.6). Linia przerywana (niebieska) i linia cienka (czarna):
dynamika wg uproszczonych modeli, odpowiednio i@.10).

jest 1, niezaleznie od parametréow b i g. Wynik ten jest zgodny z intuicja. W obrazie
jednociatowej gestosci nie istnieje zaden powdd, aby (w sensie §rednim) gesto$é kon-
centrowala sie w jakims$ obszarze przestrzeni.
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5.2.1 Prawdopodobienstwo znalezienia bozonéw w przeciwnych stud-

niach

Na rys. przedstawiona jest ewolucja prawdopodobienstwa P(t) dla ré6znych war-
toSci parametrow b i U/J. Wyniki sa analogiczne do tych, ktére uzyskaliSmy przy
stanie poczatkowym |3).

W przypadku wysokiej bariery (b = 5) dolna amplituda oscylacji P(¢) ros$nie wraz
ze wzrastaniem sily oddzialywan, poniewaz te same odpychajace oddzialywania, ktore
wiaza mocniej pare bozonowa w jednej studni, jednoczes$nie utrudniaja rozdzielonym
poczatkowo bozonom znalezienie sie¢ w jednej studni. Modele uproszczone niemal
idealnie oddaja dynamike, niezaleznie od wartosci U/ J.

W rezimie niskiej bariery (b = 3) wraz ze wzrostem sily oddzialywan coraz bardziej
dominujaca role odgrywaja stany wzbudzone. Dlatego przewidywania modeli uprosz-
czonych dla wysokich U/J zaczynaja odbiega¢ od $cisltej dynamiki. Dla U/J = 5 am-
plituda oscylacji P(t) jest wciaz jeszcze bardzo podobna w modelu pelnym i modelach
dwumodowych. Dla U/J = 12 modele uproszczone zawyzaja wartos¢ prawdopodo-



ROZDZIAL 5. DYNAMIKA UKEADU 31

g
g
g
0 | | | | | | | O | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
1 R AR R A P RNV 1 T VA AV AT 7 0 A A AT YA
0.75 MYNVANV VYAV o 0.75 - 4
g 057*4 0.5 74
0.25 - -3 0.25 - =)
0 | | | | | | | O | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
t (w jednostkach h/2nJ) t (w jednostkach h/2nJ)

Rysunek 5.4: Ewolucja w czasie prawdopodobienstwa znalezienia dwéch
bozonéw w przeciwnych studniach P(t) dla réznych wysokosci bariery i
réznych sit oddzialywania U/J, przy poczatkowym stanie |2). Linia gruba
(czerwona): dynamika wg modelu pelnego (3.6). Linia przerywana (nie-
bieska) i linia cienka (czarna): dynamika wg uproszczonych modeli, odpo-

wiednio i .

bienstwa P(t), ale ich niezgodno$¢ z modelem $cistym nie jest réwnie wyrazna, co w
przypadku stanu poczatkowego |3) (poréwnaj rys. [5.2).

5.2.2 Charakterystyka widma jednoczastkowej macierzy gestosci

Rys. przedstawia ewolucje wielkosci S i K dla réznych wartosci parametréw b i
U/J. W stanie poczatkowym stan pojedynczego bozonu jest mieszany i na poczatku
/) ma dwie wartosci wlasne réwne % Dlatego w chwili poczatkowej S = 1n2, K = 2.
Pé6zniej obie te wielkosci oscyluja miedzy dwiema granicami, ktére zmieniaja sie w
zalezno$ci od sity oddzialywan.

Mozemy przekonaé sie, ze stan poczatkowy ukladu wywiera pewien wplyw na
dynamike widma jednoczastkowej macierzy gestosci, a tym samym na wielko$¢ kore-
lacji obecnych w uktadzie. Por6wnajmy na przyktad dynamike w rezimie b = 3,U/J =
12 przy réznych stanach poczatkowych. Jesli oba bozony sa na poczatku w tej samej
studni, wéwczas w tym rezimie pojawiaja sie bardzo silne korelacje (patrz rys. [5.3):
wartos¢ S oscyluje miedzy granicami 0.5 a 1.5, a warto§¢ K miedzy 1.5 a 3. Gdy jed-
nak z poczatku oba bozony sa w przeciwnych studniach (rys. [5.5), wielkosci te sa
zauwazalnie mniejsze: S zawiera sie w granicach miedzy ok. 0.5 a 0.75, za§ K w gra-
nicach ok. 1.5 a 2. Mozna stad wnioskowaé, ze przy tym stanie poczatkowym ukiad
jest stabiej skorelowany, niz w poprzednim przypadku.

Tym razem oba modele dwumodowe poprawnie odtwarzaja dynamike S i K, nie-
zaleznie od parametréow eksperymentalnych. Dokladno$é tych modeli jest bardzo do-
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Rysunek 5.5: Ewolucja w czasie entropii von Neumanna S i miary ko-
relacji K dla réznych wysokosci bariery i réznych sil oddzialywania U/J,
przy poczatkowym stanie |2). Linia gruba (czerwona): dynamika wg mo-
delu pelnego (3.6). Linia przerywana (niebieska) i linia cienka (czarna):
dynamika wg uproszczonych modeli, odpowiednio i@.10).

bra nawet w rezimie niskiej bariery i silnych oddzialywan. Wyniki sugeruja, ze przy
stanie poczatkowym |2) modele dwumodowe moga ze znacznie wieksza dokladnoscia
odtworzy¢ $cisla dynamike, dzieki temu, ze uklad jest w tych warunkach wzglednie

stabo skorelowany.

U =12
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Wnioski 1 zakonczenie

Zbadaliémy dynamike ukladu dwéch ultrazimnych bozonéw w podwdjnej studni po-
tencjalu, poréwnujac wyniki uzyskane w dwumodowych modelach uproszczonych ze
Scista dynamika pelnego modelu. Obliczenia przeprowadzono dla réznych wartosci
parametréw eksperymentalnych, zmieniajac gleboko$¢ studni, site oddzialywan mie-
dzyczastkowych oraz stan poczatkowy uktadu.

Wyniki potwierdzaja, ze dokladno$é modeli dwumodowych zalezna jest od sily ko-
relacji miedzyczastkowych w ukladzie. Gdy dobdr parametréw prowadzi do nara-
stania korelacji, modele dwumodowe zawodza. W szczegélnosci dla plytkich studni
potencjalu modele te sa wystarczajace tylko w rezimie stabych oddzialywan. Jednak
zwigkszanie sily oddzialywan powoduje, ze przestaja one poprawnie oddawac Scisla
dynamike.

Okazuje sie jednak, ze na poprawno$é modeli wplyw maja takze gltebokos¢ studni
oraz stan poczatkowy ukladu. Obecno$¢ wysokiej bariery miedzy studniami utrud-
nia pojawianie sie silnych korelacji. Gdy bariera jest wystarczajaco wysoka, modele
dwumodowe okazuja sie poprawne nawet dla bardzo silnych oddzialywan.

Stan poczatkowy uktadu ma takze duze znaczenie. Jesli oba bozony sa poczatkowo
umieszczone w tej samej studni, w rezimie silnych oddzialywan uktad wykazuje silne
korelacje. Jesli jednak oba bozony poczatkowo sa w przeciwnych studniach, skorelo-
wanie ukladu jest zauwazalnie stabsze. W drugim przypadku modele dwumodowe sa
znacznie dokladniejsze niz w pierwszym, nawet w rezimie plytkich studni i silnych
oddziatywan.

Rozszerzony model dwumodowy, w ktérym uwzgledniono dodatkowe procesy tu-
nelowania i oddzialywan, ma w pewnych sytuacjach przewage nad uproszczonym mo-
delem pomijajacym dodatkowe czltony. Model rozszerzony z duza dokladnoscia odtwa-
rza dynamike populacji studni, bez wzgledu na parametry eksperymentalne. Tym-
czasem model uproszczony przy silniejszych oddzialywaniach daje mniej dokladne
lub nawet catkowicie bledne wyniki. Jednak jesli chodzi o odtwarzanie korelacji mie-
dzyczastkowych, model rozszerzony nie wykazuje znaczacej przewagi nad modelem
uproszczonym.

7 przedstawionej pracy wynika takze, ze chcac ocenié przydatnos$¢ danego modelu
uproszczonego nalezy zweryfikowac jego przewidywania dla wielu parametréw cha-
rakteryzujacych stan ukladu. Na przyklad, gdybySmy w naszej analizie ograniczyli
sie do dynamiki populacji studni, wéwczas przecenilibySmy dokladnos¢ rozszerzonego
modelu dwumodowego, ktéry przy wysokosci bariery b = 3 i stanie poczatkowym

|ini) = J5ayiflvac) dawal wyniki zblizone do Scislej dynamiki populacji nawet

33
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przy silnych oddzialywaniach. Dopiero analiza dynamiki innych parametréw ujaw-
nila niedokladnos¢ modelu. Z kolei przy stanie poczatkowym |ini) = dTLOdTRO]va@ dy-
namika populacji, jako trywialna, jest dla dowolnych parametréw odtwarzana iden-
tycznie przez modele uproszczone, przez co nie mozna na jej podstawie uzyskacé rze-
telnej informacji co do dokladnos$ci tych modeli.

Omoéwione w pracy zagadnienie dynamiki dwoéch bozonéw w jednowymiarowej,
podwdjnej studni potencjalu daje pole do dalszych rozwazan. Poniewaz potencjal
podwdjnej studni mozna modelowaé za pomoca réznych funkcji matematycznych,
mozna sprébowaé zbadac, czy podobne wyniki uzyskane zostalyby dla studni o in-
nym ksztalcie. Interesujaca bylaby takze weryfikacja naszych wynikéw dla liczby
bozonow wigkszej niz dwa, a takze dla potencjaléw z wieksza niz dwa liczba studni.
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