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Streszczenie pracy doktorskiej

W  rozprawie badam teoretycznie zagadnienie kwantowego
tunelowania przez obszar klasycznie zabroniony, koncentrujac sie na
jednowymiarowym uktadzie kilku silnie skorelowanych czastek
tunelujacych ze studni potencjatu do otwartej przestrzeni. Motywacja
do podjecia badan sa wspéiczesne eksperymenty w dziedzinie fizyki
atomowej nad dynamicznymi wlasnosciami ultrazimnych gazéw.
Dlatego tez rozwazam typowy scenariusz, w ktorym oddziatujace
czastki sa poczatkowo przygotowane w studni harmonicznej, ktéra
nastepnie zostaje nagle otwarta z jednej strony, tak, ze czastki
zaczynaja tunelowa¢ do otwartej przestrzeni. Za pomoca Scislej
symulacji numerycznej bezposrednio analizuje dynamike tego uktadu z
punktu widzenia wielkosci fizycznych, pozwalajacych odrézni¢ od
siebie rézne kanaly rozpadu (tunelowanie sekwencyjne, tunelowanie
par, tunelowanie trimeréow itp.) i okresli¢ ich wzgledny udziat w
rozpadzie stanu poczatkowego. W celu przedstawienia jak najbardziej
pelnego opisu rozwazam czastki o roéznej statystyce (bozony lub
fermiony), a takze oddzialywania o réznym zasiegu.

Najwazniejsza teza rozprawy jest stwierdzenie, ze dominujacy kanat
rozpadu zmienia sie nagle, gdy sila oddzialywan przekracza pewne
krytyczne wartosci. Zmiany te sa odzwierciedlone w roéznych
wielkosciach fizycznych mierzalnych eksperymentalnie, takich jak
stala rozpadu stanu poczatkowego czy rozklad pedow emitowanych
czastek. W pracy demonstruje, jak poprzez zmiane parametrow
problemu mozna zmienia¢ dynamiczne wlasnosci tunelujacych
czastek. I odwrotnie - poprzez pomiar tych wlasnosci mozna
precyzyjnie ustala¢ wartosci parametréw doswiadczalnych. Z tego
punktu widzenia, cho¢ rozprawa ma charakter czysto teoretyczny, jej
wyniki moga mie¢ duze znaczenie doswiadczalne. Moga one bowiem
otworzy¢ droge do lepszego zrozumienia dynamiki tunelujacych
ukladéw kilku czgstek oraz zwiekszenia kontroli eksperymentalnej nad
takimi uktadami.



Summary of the doctoral thesis

In this work I theoretically analyze the dynamics of quantum
tunneling through a classically forbidden region, focusing on a one-
dimensional system of a few strongly correlated particles, tunneling
from a potential well into open space. This research was motivated by
the modern experiments in atomic physics, studying the dynamical
properties of ultracold gases. Therefore, I consider a typical scenario
where the particles are initially prepared inside a harmonic well,
which is then suddenly opened from one side so that the particles can
tunnel into open space. By means of an exact numerical simulation, I
directly analyze the system dynamics from the point of view of
physical observables that allow to distinguish between various decay
channels (sequential tunneling, pair tunneling, trimer tunneling etc.)
and determine their relative participation in the decay of the initial
state. In order to make the description as complete as possible, I
consider particles with different statistics (bosons or fermions) as well
as interactions with varying ranges.

The most significant thesis of this work is that the dominant decay
mechanism changes abruptly as the interaction strength crosses
certain critical values. These changes are reflected in experimentally
measurable quantities, such as the decay rate of the initial state, or
the momentum distributions of the emitted particles. I demonstrate
that by tuning the parameters of the problem it is possible to modify
the dynamical properties of the tunneling particles, and conversely, by
measuring these properties, it is possible to precisely determine the
experimental parameters. From this point of view, though the work is
purely theoretical, its results can be significant to experiments.
Specifically, they can open a way to a better understanding of the
dynamics of tunneling systems, and to exerting greater experimental
control over such systems.
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Rozdzial 1

Wstep

Tunelowanie czastki przez obszar klasycznie zabroniony jest jednym z najbardziej inte-
resujacych przewidywan mechaniki kwantowej. Zjawisko to jest kluczowe m. in. przy
opisie dynamiki czastek w potencjale podwdjnej studni [1, 2] lub w sieciach optycznych [3,
4]. Jednak zupelnie inna klasa problemu jest tunelowanie czastek ze studni potencjatu
do pustej przestrzeni. Fundamentalne znaczenie tego zagadnienia zostalo pokazane
w 1928 roku, kiedy wykorzystano je do wyjasnienia zjawiska jadrowego rozpadu «,
opierajacego sie wytlumaczeniu na gruncie fizyki klasycznej [5, 6]. Od tamtej pory model
czastek tunelujacych do otwartej przestrzeni znalazl zastosowanie w analizie wielu
zjawisk fizycznych, takich jak rozpady jadrowe [7—11], fuzja [12], fizja [13], fotoasocjacja
[14], fotodysocjacja [15] czy funkcjonowanie diod tunelowych [16].

Dzieki dlugoletniej pracy teoretycznej wiele aspektéw tunelowania czastek do otwar-
tej przestrzeni zostalo szczegétowo zbadanych. Na przyklad proces tunelowania pojedyn-
czej czastki czy tunelowanie wielocialowego kondensatu Bosego-Einsteina sa obecnie
dobrze poznane [17-23]. Pomiedzy tymi dwoma skrajnymi sytuacjami znajduje sie
problem tunelowania ukladu kilku silnie oddzialujacych ze soba czastek, ktory
okazuje sie by¢ znacznie bardziej skomplikowanym zagadnieniem. W takim przypadku
w dynamice ukladu graja role silne korelacje miedzycialowe, w wyniku czego nie da sie
zredukowac jego fizyki do przyblizonego opisu na poziomie jednocialowym [24]. Dlatego
uklady tego rodzaju budza wiele pytan, na ktére wciaz nie ma satysfakcjonujacych
odpowiedzi.

W ostatnich latach zainteresowanie tematem kwantowego tunelowania wzrosto dzigki
burzliwemu rozwojowi technik eksperymentalnych w dziedzinie fizyki ultrazimnych ato-
mow. Pozwalaja one na dos§wiadczalng realizacje ukladéw, ktore wezesniej pozostawaly
w sferze teoretycznych rozwazan. Mozliwa jest precyzyjna regulacja niemal kazdego
parametru ukladu, takich jak ksztalt potencjalu zewnetrznego [25-27], efektywna liczba
wymiarow [28-31], stan poczatkowy [32] czy sila oddzialywan miedzyczastkowych [33,
34]. Otwiera to zupelnie nowe mozliwosci eksperymentalnego badania podstawowych
zagadnien fizyki. Z punktu widzenia zagadnienia mezoskopowych uktadéw kwantowych
tunelujacych do otwartej przestrzeni, jednym z najwazniejszych osiagnie¢ doswiadczal-
nych ostatnich lat byly eksperymenty w grupie Selima Jochima w Heidelbergu [35, 36].
W ramach tych eksperymentéw wytworzono efektywnie jednowymiarowe uklady, sklada-
jace sie z kilku fermionowych atoméw °Li o réznych spinach. Atomy byty poczatkowo
uwiezione w pulapce oscylatora harmonicznego, po czym potencjal zewnetrzny byl nagle
modyfikowany tak, by umozliwi¢ im tunelowanie z putapki. Badajac dynamike tego
ukladu, autorzy stwierdzili, ze warto$¢ sily oddzialywan miedzyczastkowych ma zaréwno
jako$ciowy jak i iloSciowy wplyw na proces tunelowania. W przypadku uktadu z oddzialy-
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Rysunek 1: Mozliwe mechanizmy tunelowania dla ukladu dwéch fermionéw
uwiezionych w studni [36]. Stan poczatkowy (z lewej) moze ulec rozpadowi poprzez
tunelowanie sekwencyjne (u goéry), w ktérym fermiony opuszczaja studnie jeden
za drugim, badz tunelowanie zwiazanych par (u dotu). Zaadaptowano za zgoda
wydawcy z rys. 2 w pracy [36].

waniami odpychajacymi stwierdzono, ze dynamika tunelowania dwéch nieidentycznych
fermionéw w granicy nieskonczonych odpychan miedzy nimi pokrywa sie z dynamika
tunelowania dwdéch identycznych, nieoddziatujacych fermionéw [35]. Z kolei dla uktadu
z oddzialywaniami przyciagajacymi stwierdzono, ze fermiony moga tunelowac nie tylko
pojedynczo, ale réwniez jako zwiazane pary (patrz rys. 1), przy czym w granicy silnych
przyciagan tunelowanie par stanowi jedyny mozliwy kanal tunelowania [36].

Eksperymenty tego rodzaju dostarczaja swiezej motywacji dla teoretycznego badania
wlasciwosci uktadéw tunelujacych. W ostatnich latach ukazalo sie wiele prac, poSwieco-
nych tunelowaniu ukladéw zaréwno dwuciatowych [9-11, 37-48], jak i o wiekszej liczbie
czastek [49-55]. Publikacje te skupiaja sie gléwnie na ukladach efektywnie jednowy-
miarowych. Pozwala to na wydajna symulacje ewolucji ukladu w czasie i bezposrednia
analize jego wlasciwos$ci dynamicznych z réznych punktéw widzenia. W szczegélno-
Sci zainteresowanie budzi kwestia, jak oddzialywania miedzyczastkowe wplywaja na
dynamike tunelowania ukladu.

W dotychczasowych pracach z tego zakresu duzo uwagi po$wieca sie ukladom dwu-
czastkowym. Sg one najprostszym nietrywialnym przypadkiem uktadu kilkucialowego,
ale mimo tej prostoty odznaczaja sie interesujaca dynamika. Na przyklad wiadomo,
ze w ukladzie tego rodzaju mozna wyrézni¢ dwa odrebne mechanizmy rozpadu stanu
poczatkowego: tunelowanie pojedynczych czastek badz tunelowanie par. Zmiana sily
oddzialywan miedzyczastkowych ma znaczny wplyw na proporcjonalny udzial obu tych
mechanizméw w ogélnym procesie rozpadu [9, 40, 43, 44]. Jednak analogiczne zagad-
nienie dla ukladow o wiekszej liczbie czastek, w ktérych moze istnieé jeszcze wigksze
bogactwo mechanizméw rozpadu, nie bylo poruszane w literaturze. Podobnie wzglednie
malo uwagi po$wiecono rozkladowi pedu czastek uciekajacych ze studni. W pracach
[45, 51, 54] przeanalizowano jedynie rozklady pedu dla ukladéw z oddzialywaniami
odpychajacymi i brakowalo kompleksowego rozszerzenia tej analizy na pelen zakres
oddzialywan, od odpychajacych do przyciagajacych.

Inna interesujaca kwestia sa réznice miedzy tunelowaniem uktadéw ztozonych z
czastek o réznej statystyce (np. ukilady identycznych bozonéw a uklady identycznych
fermionéw). Dotychczasowe prace poruszajace ten temat skupialy sie na ukladach
czastek nieoddzialujacych [47], w granicy nieskonczonych sit oddzialywan [49], badZ
z oddzialywaniami o ustalonym zasiegu i sile [10]. Brakowalo jednak systematyczne;j



analizy tego zagadnienia dla ukladéw z oddzialywaniami o dowolnie regulowanej sile i
zasiegu.

Gléwna motywacja badan zaprezentowanych w tej rozprawie jest rzucenie Swiatla
na te dotad niezbadane zagadnienia. W tym celu w pierwszej czesci rozprawy analizuje
dynamike efektywnie jednowymiarowego ukladu kilku ultrazimnych bozonéw, ktoére
tuneluja ze studni potencjalu do otwartej przestrzeni. Przeprowadzam numeryczna
symulacje ewolucji ukladu w czasie, dla réznych wartosci sily oddzialywan oraz dla
roznych liczb czastek (dwie lub trzy czastki). W ten sposéb analizuje dokladnie dyna-
mike tunelowania pod katem réznych wielko$ci fizycznych, takich jak liczba czastek
pozostajacych w studni badz korelacje miedzy polozeniami czastek. W szczegélnosci
skupiam sie na tym, czy czastki tuneluja ze studni pojedynczo, czy tez jako wieksze
grupy i jak odpowiedz na to pytanie zalezy od sily oddzialywan. Dominujacy w dynamice
mechanizm tunelowania jest odzwierciedlony w mozliwych do pomiaru wielko$ciach
fizycznych, takich jak stata rozpadu stanu poczatkowego lub rozktad pedéw uciekajacych
czastek. Dzieki temu realna jest weryfikacja wynikéw na drodze doswiadczalnej. Choé
przyjety przez mnie model jest uproszczony, uktady tego rodzaju sa w praktyce mozliwe
do realizacji eksperymentalnej. W drugiej czesci rozprawy analizuje natomiast dynamike
ukladu dwéch identycznych bozonéw lub fermionéw, z oddzialywaniami miedzyczast-
kowymi o dowolnie regulowanym zasiegu i sile. W ten sposéb poréwnuje wlasciwosci
dynamiczne ukladéw w zaleznosci od statystyki czastek.

Struktura pracy

Analize ukladéw tunelujacych rozpoczynam w rozdziale 2., w ktérym skupiam sie na
ukladzie kilku identycznych bozonéw z oddzialywaniami kontaktowymi. Zakladam sce-
nariusz, w ktérym czastki poczatkowo (w chwili ¢ < 0) sa uwiezione w studni potencjatu.
W chwili ¢ = 0 studnia zostaje nagle otwarta z jednej strony, tak, ze bozony moga tunelo-
wacé przez bariere do otwartej przestrzeni. Rozpad stanu poczatkowego moze wowczas
zachodzi¢ poprzez kilka réznych procesoéw. Na przyktad dla uktadu dwucialowego bozony
moga opusci¢ studnie pojedynczo (jeden za drugim) lub opusci¢ ja razem jako zwia-
zana para. Aby odpowiedzieé na pytanie, w jakim stopniu rézne mechanizmy rozpadu
uczestnicza w catkowitym procesie tunelowania, przeprowadzam dokladna numeryczna
analize dynamiki ukladu dla ¢ > 0. Badajac ewolucje w czasie odpowiednich wielkosci
fizycznych, pokazuje, ze udzial poszczegélnych mechanizméw rozpadu zalezy w znaczacy
spos6b od sily oddzialywan. Przedstawiam takze prosty model teoretyczny pozwalajacy
przewidziec, jakie procesy tunelowania beda dostepne dla réznych sit oddziatywan. W
koncowej czesci rozdziatu opisuje rozklady pedéw tunelujacych czastek w zaleznosci od
sily oddzialywan i pokazuje, ze postac tych rozkladéw jest Scisle zalezna od dominacji
konkretnych proceséw tunelowania.

W rozdziale 3. przechodze do uktadu dwéch identycznych bozonéw, oddzialujacych
potencjalem o skoniczonym, istotnie niezerowym zasiegu. W tym przypadku obok sily
oddzialywan mamy do dyspozycji nowy parametr — zasieg oddzialywan. Choé¢ w granicy
zerowego zasiegu uklad jest praktycznie réwnowazny ukltadowi oddziatujacych kontak-
towo czastek, zachodzi pytanie, jak zmieniaja sie wlasciwosci ukladu dla oddziatywan
o wiekszym zasiegu. Do analizy stosuje te same metody, co poprzednio, dzieki czemu
wyniki mozna bezpo$rednio poréwnac z wynikami z poprzedniego rozdziatu.

W rozdziale 4. ide krok dalej i analizuje uklad dwéch identycznych fermionéw o
oddzialywaniach takich samych, jak dla bozonéw z rozdziatu 3. Ze wzgledu na odmienna
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statystyke, uklady fermionowe moga wykazywaé diametralnie rézne wlasciwosci od
ukladéw bozonowych. Szczegélnie tworzenie par miedzy czastkami moze mie¢ odmienng
nature ze wzgledu na zakaz Pauliego, uniemozliwiajacy fermionom przebywanie w
tym samym stanie. Po raz kolejny wykorzystuje zastosowane wczesniej techniki do
zbadania dynamiki tunelowania. Por6wnujac wyniki z przypadkiem bozonow, pokazuje,
jak zmiana statystyki czastek przejawia sie w dynamice ukladu.

Rozdzial 5. stanowi podsumowanie i zakonczenie pracy.

Praca zostala przygotowana w ramach projektu badawczego SONATA BIS finan-
sowanego przez Narodowe Centrum Nauki nr 2016/22/E/ST2/00555 realizowanego w
Instytucie Fizyki Polskiej Akademii Nauk w latach 2017-2021.
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Rozdzial 2

Bozony oddzialujace kontaktowo

Aby zbadac¢ proces tunelowania ukladu kilkucialowego, zaczynamy od jednego z najprost-
szych przypadkéw — jednowymiarowego ukiladu kilku identycznych bozonéw, oddziatuja-
cych potencjatem kontaktowym. Model tego rodzaju jest czesto stosowany w literaturze
do teoretycznego opisu ultrazimnych atoméw. Wyniki ponizszego rozdzialu stanowié
beda punkt odniesienia dla pozostalej czesci pracy.

Dla ustalonego potencjalu zewnetrznego i liczby czastek, o dynamice tego ukladu
decyduje jeden tylko parametr — sila oddzialywan. Na poczatku rozdzialu zbadamy,
jak wyglada widmo stanéw wlasnych hamiltonianu wielocialowego w zaleznosci od sily
oddzialywan, co da nam pewne pojecie o tym, jak ten parametr wptywa na fizyke ukladu.
Nastepnie dokladnie opiszemy dynamike tunelowania ukladu w czasie ¢t > 0 (zaré6wno
dla uktadu dwoéch, jak i trzech bozon6éw), poré6wnujac wyniki dla ré6znych wartosci sity
oddzialtywan.

2.1 Hamiltonian ukladu wielocialowego

2.1.1 Hamiltonian efektywnie jednowymiarowy

Rozwazamy uklad N identycznych, bezspinowych ultrazimnych bozonéw o masie m,
umieszczonych w statycznym zewnetrznym potencjale. Ogélna posta¢ hamiltonianu
wielocialowego dla tego ukladu jest nastepujaca:

N 72 N N
HgD:Z [ V?‘”@D(ﬁ')} +ZZU3D(73‘—F;‘)7 2.1)

‘ 2m 5 —
i=1 =1 j>i

gdzie 7; oznacza pozycje i-tej czastki. Zakladamy, ze bozony sa umieszczone w poten-
cjale zewnetrznym opisanym funkcja V3p(7) i oddziatuja dwucialowo za posrednictwem
potencjatu Usp (7).

W praktyce eksperymentalnej jednym ze sposobéw uzyskania efektywnie jednowy-
miarowego ukladu zimnych atoméw jest poddanie ukladu dziataniu silnego potencjatu
putapkujacego, ktory ogranicza ruch czastek w kierunkach prostopadlych do gtéwnej
osi ruchu [32, 56—60]. Na przyklad atomy mozna uwiezi¢ w pulapce stromego oscyla-
tora harmonicznego dzialajacej w kierunkach y i z, tak, ze czastki moga sie swobodnie
poruszacé jedynie wzdluz osi z. Potencjal zewnetrzny Vs3p(7) mozna w takim przypadku

zapisaé nastepujaco:
_, 1
Vap(r) = V(z) + gmwl (y* + 27, (2.2)
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gdzie V(z) jest dowolnie wybranym potencjalem jednowymiarowym. Zakladamy, ze
czestotliwosé w | jest na tyle wysoka, ze energia wzbudzenia fiw | jest znacznie wiek-
sza niz energie czastek. Wowczas dynamika kazdej z czastek w kierunkach poprzecz-
nych jest ograniczona do stanu podstawowego oscylatora harmonicznego ¢o(y,z) =
(mw /mh)Y* exp[—(mw, /2h)(y* + 2?)]. Funkcje falowa uktadu, ¥ (7, ..., 7y), mozna zapi-
sac w tej sytuacji jako

N

(. ) = U2, zn) [ [ dowi, 20)- (2.3)
=1

Co za tym idzie, stopnie swobody y, z mozna latwo odseparowac i opisywac stan uktadu
funkcja falowa ¥ (z1,...,zN).

Przejdzmy teraz do potencjalu oddziatywan miedzyczastkowych. Dla uktadéw ultra-
zimnych atoméw rozpraszanie czastek mozna w przyblizeniu opisaé przez oddziatywania
kontaktowe. W trzech Wymiarach mozna je opisa¢ przez pseudopotencjal Lee-Huanga-
Yanga Usp(7) = g3pd®)(7) 87«( r-), gdzie g3p to sila oddzialywan, proporcjonalna do dtu-
gosci rozpraszania czastek [61]. Po ograniczeniu ukladu do jednego wymiaru potencjat
Usp(7) przechodzi w efektywnie jednowymiarowy potencjat oddziatywan U, p(r) o postaci

Uip(r) = go(r), (2.4)

gdzie g jest efektywna sila oddzialywan w jednym wymiarze, zalezna od g3p i w, [62].
Wartos¢ ¢ mozna regulowaé do$wiadczalnie, np. modyfikujac dlugosé rozpraszania za
pomoca zewnetrznych pdél magnetycznych (tzw. metoda rezonansu Feshbacha) [33, 34]
badz regulujac czestotliwos¢ w, putapki w kierunku poprzecznym [62, 63]. Dla g > 0
oddzialywania sa odpychajace, dla ¢ < 0 sa przyciagajace.

Ostatecznie, efektywnie jednowymiarowy uklad N ultrazimnych bozonéw opisac
mozna nastepujacym hamiltonianem:

S
H:;[ 2m&2+Vﬁm]+ZZg§ T — Tj). (2.5)

2.1.2 Postaé potencjalu zewnetrznego

W tej rozprawie rozwazamy tunelowanie czastek ze studni potencjatu do pustej prze-
strzeni (obszaru o zerowym potencjale zewnetrznym). Co za tym idzie, odpowiedni wyboér
ksztaltu potencjalu zewnetrznego V() ma fundamentalne znaczenie dla naszego modelu.
Dla ustalenia uwagi zal6zmy, ze przed rozpoczeciem symulacji (tj. dla czaséw ¢t < 0)
czastki uwiezione sa w studni potencjatu oscylatora harmonicznego o czestotliwosci (2,
tzn. potencjal zewnetrzny dla ¢ < 0 ma postaé

1
—mO2az2. (2.6)

Vola) = 5

Zakladamy, ze stan poczatkowy ukladu V(z,...xn;t = 0) bedzie identyczny ze stanem
podstawowym N oddzialujacych czastek w potencjale oscylatora harmonicznego V().

Nastepnie, w chwili ¢ = 0, studnia zostaje nagle otwarta, tak, ze potencjal zewnetrzny
dla czasu ¢ > 0 jest opisany nastepujaca funkcja:

V(x) {%mQZxQ, T < V2Axg,
xTr) =

1m92x26—6(:p/107\/ﬁ)2’ x> \/ﬁxo, 0
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Rysunek 2: Ksztalt potencjalu zewnetrznego dla czasu t < 0 (Vy(x), szara linia
ciagla) i po naglej zmianie w chwili ¢t = 0 (V(x), czerwona i niebieska linia prze-
rywana), dla dwéch réznych wartosci parametru A = 1.5,2.5. Energia i dlugosé
podane sa odpowiednio w jednostkach Qi \/i/mS2.

gdzie xy = /h/mS jest oscylatorowa jednostka dlugosci. Funkcja V' (z) ma ksztalt studni
oddzielonej od otwartej przestrzeni bariera o skoniczonej wysokosci'. Potencjat ten jest
sparametryzowany przez bezwymiarowy parametr A\, w przyblizeniu réwny wysokosci
bariery w oscylatorowych jednostkach energii i{2. Postac potencjalu zewnetrznego V (z)
ukazana zostala na rys. 2 i por6wnana z potencjalem oscylatora harmonicznego Vj(x).
W tej rozprawie wartos¢ parametru A zostala tak dobrana, by mieé¢ pewnos¢, ze bariera
jest wyzsza niz energia czastek. Oznacza to, ze czastki moga uciec ze studni jedynie na
drodze tunelowania przez obszar klasycznie zabroniony. Dla badanego w tym rozdziale
uktadu kilku bozonéw przyjmujemy A = 1.5.

W dalszej czesci pracy, dla zwiezlosci, wszystkie wielkosci bedziemy wyrazaé¢ w
jednostkach oscylatorowych, tj. energia wyrazana bedzie w jednostkach A2, dlugosci
w jednostkach /h/mS), czas w jednostkach 1/, za$ sita oddzialywan g w jednostkach

V13 /m.

2.1.3 Przykladowa realizacja eksperymentalna

Choc¢ dalsza cze$é rozprawy skupia sie na zagadnieniach czysto teoretycznych, warto
przyjrzec sie, jakie sa typowe skale dlugosci i czasu w eksperymentalnych uktadach
tego rodzaju. Pozwoli to lepiej odnie$é teoretyczne rozwazania do rzeczywistosci. Za
przyklad typowej realizacji do§wiadczalnej postuzy¢ moze, wspomniany juz we wstepie,
eksperyment w Heidelbergu [36]. W eksperymencie tym przygotowano uktad kilku ul-
trazimnych fermionéw w pulapce optycznej majacej wydtuzony ksztalt, tak, ze uklad byt

!Nalezy zaznaczyé, ze w moich wczeéniejszych publikacjach [64, 65], na ktérych oparto tresé tego
rozdzialu, ksztalt potencjalu zewnetrznego jest nieco inny. Z tego powodu wyniki w tym rozdziale nie sa
catkowicie identyczne z tymi zaprezentowanymi w pracach [64] i [65]. Pozostaja jednak z nimi w pelni
zgodne pod wzgledem jakosSciowym. Nowy wybér potencjatu (2.7) zostal podyktowany troska o spGjnosé oraz
czytelnosé mojej rozprawy (potencjaly zewnetrzne rozwazane w oryginalnych publikacjach [65] i [64] réznily

sie nieco od siebie). Tak wiec na potrzeby tej rozprawy przyjeto jedna, konsekwentna posta¢ potencjatu
zewnetrznego V().
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efektywnie jednowymiarowy (czestotliwo$é pulapkowania w kierunkach prostopadtych
do gtéwnej osi ruchu wynosita w, ). Poczatkowy efektywny potencjal jednowymiarowy
odczuwany przez atomy miat ksztalt harmonicznej studni o czestotliwosci w; < wy,
w ktorej przygotowano kilka (od 1 do 6) fermionowych atoméw °Li w dwéch réznych
stanach spinowych. Po przygotowaniu stanu poczatkowego ukiad poddano dziataniu
gradientu pola magnetycznego, skierowanego wzdtuz osi putapki. W ten sposéb zmie-
niono odczuwany przez atomy potencjal zewnetrzny, nadajac mu postaé do$¢ zblizona do
uzywanego w tej rozprawie modelowego potencjalu V() (2.7) i umozliwiajac fermionom
tunelowanie ze studni. Wysoko$¢ bariery, przez ktéra tunelowaty fermiony, byla (tak, jak
zakladam w mojej rozprawie) rzedu naturalnej jednostki energii /w|. Miedzy fermionami
o przeciwnych spinach wystepowaly oddzialywania krétkozasiegowe o sile oddzialywan
g, ktora w eksperymencie regulowano z wykorzystaniem zjawiska rezonansu Feshbacha.
Cho¢ eksperyment wykorzystywal atomy fermionowe, w mojej rozprawie zakladam, ze
uklady bozonowe réwniez moga by¢ realizowane w podobnych warunkach.

Tabela 2.1 stanowi podsumowanie do§wiadczalnych parametréw i naturalnych jedno-
stek w tym eksperymencie, dajac pojecie o typowych skalach w ultrazimnych uktadach
tego rodzaju.

masa atoméw °Li, m 6.015122u
temperatura uktadu, T 250 nK
czestosc pulapki, w 21 x 1.488kHz
czesto$é pulapkowania w kierunkach prostopadtych, w 21 x 14.22kHz
temperatura Fermiego w pulapce poczatkowej, Tr 3uK
stosunek czestosci, w, /w ~ 9.6
stosunek temperatur, T'/TF ~ 0.08
naturalna jednostka dlugosci, zg = \/ h/mw 1.063 pm
naturalna jednostka energii, hw) 9.859 - 10731 J
naturalna jednostka czasu, 1/wj 0.1070 ms
zakres sit oddziatlywan g (w jednostkach xohw)) -1.27<g<-0.44

Tabela 2.1: Parametry doSwiadczalne w eksperymencie [36] i odpowiadajace im
naturalne skale dlugosci, energii i czasu.

2.2 Widmo hamiltonianu wielocialowego

Zanim zaczniemy rozwazaé¢ dynamike ukladu opisanego hamiltonianem (2.5), przyj-
rzyjmy sie najpierw widmu jego wielocialowych stanéw wlasnych. Pozwoli nam to
uzyska¢ podstawowe pojecie o tym, jakie stany moga tworzy¢ czastki po tunelowaniu do
otwartej przestrzeni oraz jaki wplyw ma na to sila oddzialywan.

Zacznijmy od przypadku dwéch bozonéw. Na rys. 3a przedstawiono energie kolejnych
stanéw wlasnych hamiltonianu (2.5) w zalezno$ci od sity oddzialywan g, obliczone dla
N = 2 bozonéw w potencjale V(z) (2.7). Energie te zostaly obliczone numerycznie na dro-
dze bezposredniej diagonalizacji hamiltonianu, przedstawionego w postaci macierzowej
(w tym celu wykorzystano biblioteke ARPACK dla jezyka Fortran).

Zastan6wmy sie nad struktura tego widma. Moze nam w tym pomdéc poré6wnanie go
do widma dobrze znanego modelu Gaudina-Lieba-Linigera [66—68] (po jego adaptacji dla
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Rysunek 3: (a) Energie wlasne hamiltonianu wielocialowego (2.5) dla N = 2
bozonéw, w zaleznosci od sily oddzialywan kontaktowych g. Stany wlasne mozna
podzieli¢ na dwie grupy: stany, ktére opisuja pare prawie niezaleznych czastek dla
wszystkich g (ich energie oznaczono na czerwono), i stany, ktére dla g > 0 opisuja
dwie niezalezne czastki, ale dla g < 0 opisuja zwigzane pary bozonéw z energia
silnie zalezna od ¢ (na niebiesko). Okragle symbole wskazuja energie stanéw
wlasnych, ktérych rozklad gestosci dla réznych ¢ przedstawiono na wykresach (b) i
(c). (b) Gestos¢ dwucialowa po(z1,22) dla jednego ze stanéw wlasnych z pierwszej
grupy, w zaleznos$ci od sily oddzialywan g. (c) Gestosé dwucialowa ps(z1,z2) dla
jednego ze stanéw wlasnych z drugiej grupy, w zaleznos$ci od sily oddziatywan g.
Obliczen dokonano dla uktadu ograniczonego do obszaru xz € [—4,40]. Energie
podano w jednostkach 7}, sile oddzialywan w jednostkach /73Q2/m. (Oparto na
rys. 3 z [65].)
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przypadku N = 2). Model ten opisuje jednowymiarowy uklad N ultrazimnych bozonéw
w pustej przestrzeni i moze by¢ stosowany z powodzeniem dla ultrazimnych ukladéw
réznego rodzaju [69-74]. Wlasciwosci widma jego hamiltonianu sa dobrze znane [75, 76].
Oczywiscie badany przez nas uklad jest nieco inny od oryginalnego modelu, poniewaz
potencjal zewnetrzny nie jest staly w calej przestrzeni i ro$nie bez ograniczen dla z < 0.
Widma stanéw wlasnych obu hamiltonianéw sa jednak podobne, a stany wlasne i ich
energie zachowuja sie w obu przypadkach w zblizony sposéb. W szczegélnosci wszystkie
stany wlasne naszego hamiltonianu da sie podzieli¢ na dwie grupy.

Pierwsza grupa sklada sie ze stanéw opisujacych dwa niemal niezalezne bozony
o pedach ki, ko, tj. calkowita energia kazdego z tych stanéw wynosi w przyblizeniu
E =~ k%/2 + k3 /2. Poniewaz energie te sa niemal niezalezne od sily oddziatywan g, stany
te wida¢ na wykresie jako niemal poziome linie (0znaczone na czerwono).

Druga grupa sklada sie ze stanéw, ktére dla oddzialywan przyciagajacych opisuja
zwigzanag pare bozonéw. Oznacza to, ze dla g < 0 calkowita energia danego stanu zalezy
silnie od sily oddzialywan. Przez analogie do modelu Lieba-Linigera energia ta wynosi
w przyblizeniu E ~ K?/4 — ¢g*/4, gdzie K jest pedem $rodka masy pary [76]. Z kolei
dla oddzialywan odpychajacych (¢ > 0) stany te maja podobne wlasciwosci, co stany
7z pierwszej grupy, a ich energia jest niemal niezalezna od oddzialywan. Tak wiec na
rys. 3a stany te widaé jako charakterystyczne linie (0znaczone na niebiesko), ktére dla
oddzialywan przyciagajacych maja postac paraboliczna, a dla oddzialywan odpychajacych
przechodza w niemal poziome linie.

Aby przekonac sie, ze stany te rzeczywiScie mozna opisaé w ten sposéb, mozemy im
sie przyjrzeé z punktu widzenia rozkladu czastek w przestrzeni. W tym celu postugujemy
sie rozkladem gestosci dwuciatowej po(71,22) = |V (1, 22)|?, oznaczajacym prawdopo-
dobienstwo jednoczesnego znalezienia dwéch bozonéw na pozycjach x; i z2 dla stanu
opisanego funkcja falowa ¥(z1,x2). Na rys. 3b,c przedstawiono rozklad ps(z1,x2) dla
przykladowego stanu z grupy pierwszej i grupy drugiej dla réznych wartosci g (energie
tych stanéw dla danych g zaznaczono symbolami na rys. 3a). Dla g = 0.0 dwucialowe
funkcje falowe obu tych stanéw stanowia w przyblizeniu zlozenie dwéch periodycznych
funkcji ¥(x1,x2) ~ sin(ki21) sin(kex2), maja wiec bardzo zblizona nature do funkcji falo-
wych czastek swobodnych. W przypadku stanu z grupy pierwszej (rys. 3b), dla g ré6znych
od zera wyglad funkcji falowej zmienia sie w poblizu diagonali z; = x5, ale w przybli-
zeniu zachowuje nature swobodnych czastek. Inaczej jest dla stanu z grupy drugiej
(rys. 3c): dla g < 0 jego struktura przestrzenna znacznie sie zmienia — dwucialowa
funkcja falowa obu bozonéw przybiera postaé zwiazanej pary, tj. gestosé jest skupiona
blisko diagonali x1 = xs. Swiadczy to, ze stany z grupy pierwszej i drugiej rzeczywiscie
opisuja, odpowiednio, stany swobodnych i zwiazanych w pary bozonéw.

W podobny sposéb opisa¢ mozna widmo hamiltonianu dla uktadu N = 3 bozonéw. W
tym przypadku, przez analogie do modelu Gaudina-Lieba-Linigera (po jego adaptacji
do przypadku N = 3), wielocialowe stany wlasne podzieli¢ mozna na trzy grupy [76]. W
sklad pierwszej grupy wchodza stany trzech niezaleznych czastek o energii niezaleznej
od oddzialywan, E ~ k?/2 + k3/2 + k3/2. Druga grupa zawiera stany, ktére dla g < 0
skladaja sie ze zwiazanej pary czastek i trzeciej, niezaleznej czastki. Odpowiadajaca
takiej konfiguracji energia wlasna moze by¢ zapisana jako F ~ K?/4 — g? /4 + k3 /2, gdzie
K oznacza energie srodka masy pary. W konicu grupa trzecia zawiera stany, ktore dla
g < 0 opisuja zwiazane trimery o energii £ ~ P?/6 — g2, gdzie P to ped $rodka masy
trimeru.

Ewolucja stanu ukladu, przygotowanego jako stan podstawowy zamknietego ukladu,
zalezy od jego bezposredniego rozkladu na wielocialowe stany wlasne hamiltonianu po
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otwarciu studni. Z naszego opisu widma hamiltonianu wylania sie nastepujacy obraz:
dla sily oddzialywan g > 0 czastki nie moga tworzy¢ zadnych stanéw zwiazanych i moga
tunelowaé ze studni wylacznie pojedynczo. Dla g < 0 pojawia sie mozliwos¢, ze czastki
beda opuszczaé studnie w postaci zwiazanych par albo trimeréw (badz, w przypadku
N > 3, jeszcze wigkszych grup). Mozemy zatem przewidziec, ze dla ¢ < 0 w dynamice
uktadu bedzie uczestniczylo kilka odrebnych proceséw tunelowania.

Samo widmo energii wlasnych nie dostarcza oczywiscie bezposrednio informacji o
tym, ktéry z mechanizméw tunelowania bedzie dominowal w dynamice. W tym celu
nalezaloby rozlozyc¢ stan poczatkowy na stany wlasne hamiltonianu i w ten sposéb
ustali¢ wzgledny udzial stanéw danego rodzaju. Niestety, ze wzgledu na zlozonosc
numeryczna, wspomnianego rozkladu nie mozna dokonaé wydajnie i dokladnie. Dlatego
do odpowiedzi na pytanie o udzial ré6znych proceséw tunelowania trzeba zastosowac inne
podejscie. W tym celu przeprowadzimy bezposrednia analize ewolucji stanu ukladu w
czasie, rozwigzujac wprost wielocialowe ré6wnanie Schrodingera:

i%\lf(xl,...,x]\;;t) = HY(x1,...,xN;1). (2.8)
Réwnanie (2.8) rozwiazywane jest numerycznie w reprezentacji polozeniowej, uzywa-
jac metody Rungego-Kutty czwartego rzedu, z odpowiednio malym krokiem czasowym
dt = 0.005. Obliczenia dokonywane sa na gestej siatce punktéw potozonych w réwnych od-
stepach 6x (przy czym éx = 0.25 dla przypadku dwéch czastek, éz = 0.33 dla przypadku
trzech czastek). Wielko§¢ symulowanego obszaru przyjeta zostala jako = € [—4,300] (dla
przypadku dwéch czastek) lub jako = € [—4, 120] (dla przypadku trzech czastek), tak, ze
uwzgledniony zostal duzy odcinek przestrzeni w obszarze poza studnia. Sprawdzono przy
tym, ze wyniki obliczenn numerycznych pozostaja praktycznie bez zmian przy modyfikacji
rozmiaru symulowanego obszaru lub przy zastosowaniu gestszej siatki (02 = 0.125).

2.3 Stan poczatkowy ukladu

Oczywiscie, aby otrzymac stan ukladu w chwili ¢ > 0, musimy znac jego stan w chwili
poczatkowej t = 0. Jak juz wspomniano, w rozprawie zakladam, ze w chwili poczatkowej
uklad znajduje sie w stanie podstawowym N bozonéw umieszczonych w potencjale
oscylatora harmonicznego, oddzialujacych potencjalem kontaktowym ¢i(r). Dla N = 2
odpowiedni stan podstawowy mozna znalez¢ analitycznie dla dowolnego ¢ [77], ale dla
N > 2 rozwiazanie analityczne nie jest dostepne. Z tego powodu w tej pracy znajdujemy
stan podstawowy ukladu numerycznie, wykorzystujac metode propagacji funkcji prébne;j
w czasie urojonym. dJest to standardowa metoda znajdowania stanu podstawowego
danego hamiltonianu i wymaga ona jedynie rozwigzania réwnania Schrodingera (2.8) po
zamianie ¢t — —i7. Dla ukladu dwéch bozonéw energie otrzymane ta metoda zgadzaja
sie bardzo dobrze z wynikami analitycznymi z pracy [77].

Na rys. 4 ukazano energie stanu podstawowego Ex(g) dla ukltadu N = 1,2, 3 bozonéw,
w zaleznosci od sily oddzialywan g. Dla N = 1 energia ta jest oczywisScie niezalezna od
g iréwna jest energii najnizszego stanu wlasnego oscylatora harmonicznego, £y = 1/2.
Dla N > 1 energia stanu podstawowego ro$nie monotonicznie wraz z g (dla ¢ —+ —oo
energia spada bez ograniczen). OczywiScie po otwarciu studni potencjal zewnetrzny
odczuwany przez czastki ulega zmianie, w zwiazku z czym energia uktadu dla ¢t > 0
nie bedzie dokladnie réwna energii dla ¢ < 0. Jednak zmiana ta jest nieznaczna, gdyz
potencjal w obszarze zajmowanym przez czastki w stanie poczatkowym pozostaje prawie
niezmieniony.
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Energia poczatkowa
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Rysunek 4: Energia stanu podstawowego N bozonéw w pulapce harmonicznej dla
réznych wartosci sity oddzialywan kontaktowych g. Energie podano w jednostkach
hQ, sile oddzialywan w jednostkach /732 /m.

Istnieja dwa przypadki graniczne, w ktérych energia jest bardzo prosta do obli-
czenia. Pierwszym z nich jest przypadek ukladu nieoddziatujacego (¢ = 0). W tym
przypadku kazdy z N bozonéw jest w stanie podstawowym oscylatora harmonicznego, a
wiec En(0) = N/2. Drugim przypadkiem jest granica nieskonczonych odpychan g — +oc,
tzw. granica Tonks-Girardeau [78]. W tej granicy na bozonowa funkcje falowa natozony
jest warunek podobny do fermionowego zakazu Pauliego, tj. dwa bozony nie moga prze-
bywa¢ w tym samym miejscu. Bozony ulegaja przez to tzw. fermionizacji, tj. pewne
wielkosci fizyczne ukladu maja takie same wartosci, co w analogicznym ukladzie NV iden-
tycznych, nieoddzialujacych fermionéw. Energia stanu podstawowego w tym wypadku
bedzie taka sama, jak dla fermionéw, a wiec bedzie suma energii N najnizszych stanéw
wlasnych oscylatora harmonicznego: En(+00) = fozl(n —1/2) = N?/2.

Przyjrzyjmy sie teraz, jak bedzie wygladal otrzymany stan podstawowy pod wzgle-
dem rozkladu czastek w przestrzeni, na przykladzie ukladu dwuciatlowego. W tym
celu wykorzystamy rozklad gestosci dwuciatowej ps(z1,22) = |¥ (21, 22)|?, wyrazajacy
prawdopodobienstwo jednoczesnego znalezienia dwéch bozonéw na pozycjach z1 i xo,
oraz rozklad gestosci jednocialowej pi(z) = [ das|¥(xz,x2)[?, wyrazajacy prawdopodo-
bienstwo znalezienia bozonu w punkcie . Na rys. 5 ukazano rozklady gestosci stanu
podstawowego N = 2 bozonéw dla kilku przykladowych wartosci ¢g: braku oddzialywan
(g = 0), oddzialywan przyciagajacych (¢ = —1) oraz oddzialywan odpychajacych (g = +1,
g = +12).

Dla przypadku g = 0 oba bozony zajmuja najnizszy stan wlasny oscylatora harmo-
nicznego. Rozklady gestosci maja zatem ksztalt gaussowski: py(z1, z2) ~ e~ (@i+73) oraz
p1(z) ~ e~ . W tym przypadku gestos¢ dwucialowa nie wykazuje zadnych korelacji
miedzycialowych — wykrycie bozonu w jednym miejscu nie dostarcza zadnej dodatkowe;j
informacji o tym, gdzie znajdziemy drugi bozon. Potozenia bozonéw staja sie skorelowane
dopiero dla niezerowych oddzialywan. Dla ukladu z oddzialywaniami odpychajacymi
prawdopobienstwo znalezienia dwéch bozonéw blisko siebie jest mniejsze (zmniejsza sie
gesto$¢ dwuciatowa p; w poblizu linii 27 = z5). Zarazem rozklad jednocialowy p; staje sie
szerszy, a znalezienie bozonu staje sie mniej prawdopodobne blisko centralnego punktu
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(b)

Rysunek 5: (a) Rozklad gestosci dwucialowej ps(z1,22) stanu podstawowego
ukladu N = 2 bozonéw dla réznych wartosci sily oddzialywan kontaktowych g:
brak oddzialywan (¢ = 0), oddzialywania przyciagajace (¢ = —1) lub odpychajace
(g = +1, g = +12). Wraz ze zmiang sily oddzialywan wzrasta lub spada prawdopo-
dobienstwo znalezienia bozonéw blisko siebie, wyrazone przez gestos¢ w poblizu
diagonali 21 = z5. (b) Rozklad gestosci jednociatowej p; (z) stanu podstawowego dla
réoznych wartosci g. Zmiana sily oddzialywan wplywa na szeroko$¢ profilu funkcji
falowej oraz prawdopodobienstwo znalezienia bozonu w §rodku putapki. Polozenie
podano w jednostkach /7/mS2, site oddzialywan w jednostkach /73§2/m. (Oparto
narys. 2 z [65].)

putapki. Dla szczegdlnie silnych oddzialywan odpychajacych (¢ = +12) centralne maksi-
mum w rozkladzie jednocialowym p; rozdziela sie na dwa maksima. Dla oddziatywan
przyciagajacych zachodza efekty odwrotne. Gestos¢ dwuciatlowa jest w tym przypadku
silniej skupiona wzdtuz linii 21 = 9, a z rozkladu gestosci jednociatlowej widaé, ze bozony
sa skupione blizej centrum putapki.

2.4 Dynamika po otwarciu studni

2.4.1 Dynamika dwéch bozonéw

Po tym, jak studnia zostaje otwarta w chwili ¢ = 0, czastki zaczynaja tunelowaé ze studni
do otwartej przestrzeni. Zbadajmy teraz dynamike ukladu, skupiajac sie najpierw na
najprostszym przypadku N = 2 bozonéw.

Ewolucja gestosci prawdopodobienstwa

Naturalnymi wielko$ciami charakteryzujacymi ewolucje ukladu sa prawdopodobien-
stwa P,(t), ze w danej chwili ¢ znajdziemy w studni dokladnie n czastek (0 < n < 2).
Wielkosci P, (t) sa mozliwe do zmierzenia doswiadczalnego [36, 40]. Dla dwéch cza-
stek bedziemy mieli do czynienia z trzema prawdopodobienstwami: Po(t), Py (t), Po(t).
Kazde z tych prawdopodobienstw jest bezposrednio zakodowane w profilu gestosci
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Rysunek 6: Przestrzen konfiguracyjna w bazie polozeniowej dla ukltadu N = 2
czastek, podzielona na obszary: P, (obejmujacy konfiguracje z dwoma czastkami
w studni), P; (jedna czastka w studni) i Py (brak czastek w studni). Symbole z; i
To 0znaczaja pozycje obu bozonéw. Podzial ten zdefiniowany jest przez polozenie
granicy studni, z,,. Polozenie podano w jednostkach /7i/mS.

p2(w1,72;t) = |¥(x1, 20;t)|? jako odpowiednia calka:

Pn(t) :/ dzldxg pg(.rl,xg;t), (29)

n

gdzie obszary catkowania P,, zdefiniowane sa nastepujaco:

Py = {(21,22) : 71 < 2w A2 < Ty}, (2.10)
Py = {(z1,22) : (11> 2w Axg < y) V (21 S Ty A2 > 2y) (2.11)
Po = {(z1,22) : 1 > 2w A T2 > Ty }, (2.12)

przy czym granice studni z,, przyjmujemy jako z,, = v2\ (w zaleznosci od parametru A
regulujacego wysokos§¢ bariery). Podzial ten przedstawiono w postaci graficznej na rys. 6.
Dla uktadéw o N > 2 czgstkach podzial przestrzeni na obszary P,, bedzie analogiczny
(aczkolwiek trudny do graficznej wizualizacji).

Dla kazdego t spetniona jest oczywiscie relacja > P, (t) = 1. W chwili poczatkowe;j
t = 0 mamy P»(0) ~ 1 oraz P,<n(0) ~ 0. Dla dostatecznie dtugich czaséw ¢ — oo studnia
ulegnie calkowitemu opréznieniu, a zatem Py (t) = 1.

Zanim przeanalizujemy ewolucje P, (t), przyjrzyjmy sie najpierw dynamice uktadu
poprzez bezposrednia analize ewolucji dwucialowego profilu gestosci po(x1,x2;t) =
|U (1, 29;t)|>. Na rys. 7 ukazano py(r1,z2;t) dla uktadu dwéch bozonéw dla réznych
wartosci sity oddzialywan g, w réznych chwilach czasu ¢ po otwarciu studni. Dla lepszej
widocznoéci liniami przerywanymi zaznaczono granice studni z,, = v/2\ = /3, ktéra
dzieli cala przestrzen konfiguracyjna na trzy obszary Ps, P, Py. W chwili poczatkowe;j
(t = 0) cala wielocialowa funkcja falowa zawarta jest w obszarze Ps.

Dla uktadu dwéch bozonéw w putapce mozliwe sa dwa rézne mechanizmy ucieczki
czastek: bozony moga tunelowaé sekwencyjnie (jeden za drugim) badz tez tunelowaé
jednocze$nie jako zwigzana para. W przypadku ukladu nieoddzialujacego (¢ = 0, gérny
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Rysunek 7: Ewolucja w czasie rozkladu gestosci pa(z1,22,t) dla ukltadu dwéch
bozonéw o réznych wartosciach sity oddzialywan kontaktowych ¢. Linie kreskowane
oznaczaja granice studni z,, = /3 i dziela przestrzen konfiguracyjna na trzy rézne
obszary P; (jak pokazano na rys. 6 ze str. 14). Dla ukladéw nieoddzialujacych (g = 0)
i odpychajacych (¢ = 2) zachodzi tylko tunelowanie sekwencyjne. Dla ukladu
z oddzialywaniami przyciagajacymi (¢ = —0.6) pojawia sie takze tunelowanie
par, a dla dostatecznie silnych przyciagan (¢ = —2) zachodzi praktycznie tylko
tunelowanie par. Odleglosci podano w jednostkach /5/m(2, sile oddzialywan w
jednostkach /732 /m, czas w jednostkach 1/Q. (Oparto na rys. 2 z [64].)

rzad na rys. 7) oba bozony tuneluja catkowicie niezaleznie. Duza cze$¢ gestosci praw-
dopobienstwa przeplywa przy tym z obszaru P; do P;. Jest to oznaka tunelowania
sekwencyjnego: jeden z bozonéw opuscit studnie, podczas gdy drugi wcigz w niej pozo-
staje. Pewna czes¢ gestosci skupiona jest takze w obszarze P, odpowiadajacym sytuacji,
gdy studnie opuscily oba bozony. Ze wzgledu na brak oddzialywan gesto$¢ dwuciatlowa
nie wykazuje zadnych korelacji miedzy bozonami, a dwucialowa funkcja falowa jest po
prostu iloczynem dwéch identycznych jednocialowych funkeji falowych.

Dla oddzialywan odpychajacych (¢ = 2) nasila sie tunelowanie sekwencyjne. Gestosc¢
prawdopobienstwa przeplywa najpierw z P» do obszaru P, po czym plynie z obszaréw o
wiekszej gestosci w Py do Py. Odpowiada to ucieczce drugiego bozonu ze studni po tym,
jak pierwszy juz opuscil studnie. Zauwazyé mozna takze, ze gesto§é w poblizu diagonali
1 = 9 W regionie P jest bliska zeru. Oznacza to, ze bozony przebywaja z dala od
siebie, a tunelowanie par (bozon6éw o zblizonych polozeniach) jest sttumione. Jest to
oczywiscie spodziewane, gdyz podczas omawiania widma hamiltonianu wielocialowego w
podrozdziale 2.2 ustaliliSmy, ze stany zwigzanych par bozonowych nie sa dostepne dla
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Rysunek 8: Ewolucja w czasie prawdopodobienstw P, (¢) znalezienia dokladnie
n czastek w studni, dla ukladu dwubozonowego o réznej sile oddzialywan kon-
taktowych g. Dla przypadkéw g = 0,9 = 21i g = —0.6 ewolucja rzadzi gléwnie
dwuetapowy proces tunelowania sekwencyjnego, w ktérym prawdopobienstwo ply-
nie jak Py(t) — P1(t) — Po(t). Dla ukladu silnie przyciagajacego (¢ = —2) oba
bozony tuneluja wylacznie jednoczesnie, tak, ze prawdopobienstwo plynie bezpo-
Srednio z Py(t) do Py(t). Czas podano w jednostkach 1/(, site oddzialywan g w
jednostkach /73Q2/m. (Oparto na rys. 3 z [64].)

g > 0.
Sytuacja jest zupelnie inna dla uktadu z oddzialywaniami przyciagajacymi. Dla
przedstawionego przypadku niewielkich przyciagan (¢ = —0.6) obok tunelowania se-

kwencyjnego pojawia sie tez tunelowanie par: gestosc¢ przeplywa z P, bezposrednio
do obszaru Py i pozostaje skupiona wzdluz diagonali z; = x5, co odpowiada bozonom
podrézujacym razem jako zwigzana para. Po dalszym zwiekszeniu sity oddzialywan przy-
ciagajacych (¢ = —2.0) dynamika ukladu diametralnie sie¢ zmienia. W tym przypadku
jedynym obecnym mechanizmem tunelowania jest tunelowanie par, a tunelowanie se-
kwencyjne praktycznie nie wystepuje. Swiadczy o tym fakt, ze gestosé prawdopobienstwa
w obszarze P jest praktycznie zerowa.

Teraz przyjrzyjmy sie procesowi tunelowania w spos6b bardziej iloSciowy. Na rys. 8
ukazujemy ewolucje w czasie prawdopodobienstw P, (¢) dla ré6znych wartosci sit oddzia-
lywan. W przypadku uktadu nieoddzialujacego (¢ = 0) dominujacym procesem rozpadu
stanu poczatkowego jest sekwencyjne tunelowanie czastek, przez co ewolucja prawdopo-
bienstw P, (t) przypomina dwuetapowy rozpad jadrowy. P,(t) caly czas spada az do zera,
P (t) z poczatku rosnie, ale w koncu osiaga maksimum i zaczyna male¢, a Py(t) ro$nie
przez caly czas trwania procesu.

Dla ukladu z oddzialtywaniami odpychajacymi (¢ = 2.0), a takze dla ukladu z oddziaty-
waniami przyciagajacymi o wzglednie malej sile (g = —0.6), ewolucja pozostaje zblizona
do przypadku nieoddzialujacego. W przypadku g > 0 dodatnia energia oddzialywania
sprawia, ze pierwszy tunelujacy bozon efektywnie widzi nizsza bariere potencjatu i
tuneluje z wiekszym prawdopobienstwem. Z tego powodu spadek P(t) jest szybszy niz
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Rysunek 9: Ewolucja w czasie wartosci P2(t) (linia ciagla) dla ukladu dwéch
bozonéw przy réznych wartosciach sity oddzialywan kontaktowych g, w skali loga-
rytmicznej. Linia przerywana ukazano dopasowana warto§é funkeji e=7t. Widaé,
ze zanik P,(t) ma postaé wykladnicza i mozna go scharakteryzowaé za pomoca
konkretnej wartosci v. Widoczne odchylenia od postaci wykladniczej zachodzg
dopiero dla dlugich czaséw, kiedy P, (¢) ma znikoma warto$¢. Sila oddzialywan g
wyrazona jest w jednostkach /h3Q/m, czas w jednostkach 1/Q. (Oparto na rys. 4 z
[64].)

w przypadku nieoddzialujacym. Co wiecej, pozostawiony w pulapce pojedynczy bozon
nie czuje juz oddzialywan i tuneluje wolniej, niz pierwszy. W wyniku tego prawdo-
pobienstwo znalezienia w pulapce dokladnie jednego bozonu wzrasta, a P;(t) osiaga
wyzsza maksymalng wartosé. W przypadku g < 0 z analogicznych powodéw spadek Po(t)
jest wolniejszy, a P, (t) osiaga nizsza wartosé. Jednak dla przedstawionego przypadku
g = —0.6 tunelowanie sekwencyjne nadal gra znaczna role.

Gdy sila oddzialywan przyciagajacych jest odpowiednio wysoka (g = —2), dynamika
zauwazalnie sie zmienia. W tym przypadku rola dwuetapowego tunelowania sekwencyj-
nego jest praktycznie zerowa. P;(t) caly czas pozostaje bliskie zera, podczas gdy spadek
Py(t) jest niemal catkowicie odzwierciedlony przez analogiczny wzrost Py(¢). Jednak
dla takiej sity oddzialywan spadek P»(t) jest bardzo powolny w poréwnaniu z ukladem
nieoddzialujacym.

Przekonali$my sie zatem, ze w miare regulacji sity oddzialywan ¢, natura dynamiki
tunelowania ukladu ulega calkowitej zmianie. Cho¢ zmiane te da sie wykry¢ przez
bezposrednia analize rozkladu gestosci po i zmian liczby czastek w studni, nasuwa sie
pytanie, czy da sie ja uja¢ poprzez jedna okreslona wielko$c¢ fizyczna, zalezna tylko od g i
charakteryzujaca cala dynamike tunelowania w sposéb niezalezny od czasu. Dokonamy
tego w nastepnym podrozdziale.

Stala rozpadu wykladniczego

Proces tunelowania poczatkowo uwiezionych czastek do otwartej przestrzeni mozna
traktowa¢ jako rozpad stanu metastabilnego. Wiadomo, ze procesy tego rodzaju z bardzo
dobrym przyblizeniem podlegaja prawu wykladniczego rozpadu [79]. Oznacza to, ze
prawdopodobienstwo pozostania uktadu w stanie poczatkowym, Ps(t) = [(¥(0)|¥(t))/?,
zanika wykladniczo w czasie. W naszym przypadku (dla ukladu dwéch czastek) mozemy
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Rysunek 10: Stala rozpadu ~(g) obliczona z P»(t) dla ukltadu dwéch bozonéw
oraz jej podatnosé x(g) = v 1(9v/9g), w funkcji sity oddziatywan kontaktowych
g. Dla g ~ —0.94 wida¢ wyraznie nagla zmiane zachowania w przebiegu ~(g),
odzwierciedlong takze przez obecnos¢ ostrego piku w x(g). Sila oddzialywan g
wyrazona jest w jednostkach //3Q/m, stala rozpadu w jednostkach Q, podatnosé¢

w jednostkach /m/h3Q. (Oparto na rys. 5 z [64].)

traktowac prawdopodobienstwo Ps(t) jako bliski odpowiednik Pg(t). Mozemy sie zatem
spodziewaé, ze ewolucja w czasie tej wielko$ci bedzie dana przez

Po(t) ~ e, (2.13)

ze stala w czasie wartoscia v, tj. stala rozpadu. Aby potwierdzié to przypuszczenie, na
rys. 9 ukazujemy ewolucje w czasie wartosci P»(t) w dlugiej skali czasowej dla réznych
sit oddzialywan g. Widac¢, ze niezaleznie od g zanik P»(¢) ma postac¢ wykladnicza.

Trzeba zwréci¢ uwage, ze zaréwno dla czasé6w bardzo krétkich, jak i bardzo dtugich
prawo rozpadu wyktadniczego nie jest do konca zachowane. Jest to znany efekt i wynika
on z faktu, ze w ukladzie, w ktérym widmo energii ograniczone jest od dolu, zanik
nie moze by¢ wykladniczy dla wszystkich czasow ¢ [80—-85]. W rozwazanym przez nas
przypadku mozemy jednak zignorowac ten fakt. Poczatkowy okres niewykladniczego
zaniku jest bowiem bardzo kréotki w poré6wnaniu ze skalami czasowymi, jakie rozwazamy.
Z kolei odchylenia od wykladniczego rozpadu dla dtugich czaséw pojawiaja sie dopiero
wtedy, gdy wartosé Ps(t) jest znikoma, tj. gdy praktycznie calty uklad opuscil juz studnie.
Mozemy zatem bez istotnego bledu powiedziec, ze praktycznie caly proces tunelowania
zachodzi zgodnie z prawem zaniku wykladniczego. Caly proces tunelowania mozna wiec
scharakteryzowaé przez pojedyncza wielko$c ~.

Na drodze eksperymentalnej wartoS¢ v mozna ustali¢, mierzac przebieg Ps(t) w
czasie 1 dopasowujac do niego funkcje wykladnicza [36]. Takze i w naszej symulacji
numerycznej mozemy w ten sposéb znalezé wartosc v dla dowolnego g. Dla szczegélnie
malych wartosci v dokladne znalezienie tej warto$ci moze wymagaé ewolucji przez
bardzo dlugi czas (rzedu ~ 1000 obranych jednostek czasowych). Jednak stosujac metode
tzw. zespolonego potencjalu absorbujacego opisana w dodatku A (str. 63), mozemy z
powodzeniem symulowa¢é zachowanie ukladu nawet dla tak dlugich czaséw.

Na rys. 10 ukazujemy wartos$¢ v w funkgji g, a takze jej podatnosc, zdefiniowana jako
pochodna logarytmiczna x(g) = v~ (9v/9g). Wartoéé¢ + ro§nie monotonicznie wraz z g.
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Rysunek 11: (a) Schematycznie przedstawienie definicji sumarycznych pradéw
prawdopodobienstwa J; (t) i Jy(t), oznaczajacych, odpowiednio, catkowita wielkosé
pradu prawdopobienstwa plynacego z obszaru P, do P; (tunelowanie jednocialowe)
iz Py do Py (tunelowanie par). Symbole x1, zo 0znaczaja pozycje obu bozonoéw.

(b) Ewolucja w czasie wartosci Jy(t)/[J1(t) + Jo(t)], wyrazajacej proporcjonalny
udzial procesu tunelowania par w catkowitym procesie tunelowania uktadu dwéch
bozonéw, dla réznych sit oddzialywan kontaktowych g. Czas wyrazony zostal w
naturalnych jednostkach 1/v(g), gdzie v(g) jest stala rozpadu wyliczona dla danej
sily oddzialywan g. Widaé, ze cho¢ na poczatku ewolucji wielkos¢ Jo(t)/[J1 () +Jo(¢)]
jest zmienna w czasie, szybko zbiega ona do stalej wartosci (zaleznej od g). Sile
oddzialywan g podano w jednostkach /h3Q/m, a stala rozpadu w jednostkach €.

Jest to zgodne z naszymi poprzednimi spostrzezeniami, gdyz im g wyzsze, tym szybciej
nastepuje tunelowanie bozonéw ze stanu poczatkowego. W okolicy ¢ ~ —0.94 wystepuje
jednak nagta zmiana zachowania stalej rozpadu. Powyzej tego punktu wzrost v(g) jest
znacznie szybszy niz ponizej niego. Towarzyszy temu obecno$é wyraznego, ostrego piku
w podatnosci y.

Zachowanie to zgadza sie z naszymi poprzednimi wynikami. Jak stwierdzono wcze-
$niej, w granicy silnych przyciagan rozpad uktadu zachodzi wylacznie poprzez tunelowa-
nie par, znacznie wolniejsze niz tunelowanie sekwencyjne. Sekwencyjne tunelowanie
pojawia sie dopiero, kiedy podchodzimy blizej g = 0. Sugeruje to, ze widoczna na ilu-
stracji jakoSciowa zmiana w zaleznosci v(g) od g wiaze sie z aktywacja tunelowania
sekwencyjnego.

Wzgledny udzial r6znych proceséw tunelowania

Najprostszym sposobem na potwierdzenie powyzszej hipotezy jest bezposrednie iloSciowe
okreslenie, jaki udzial w dynamice maja procesy tunelowania sekwencyjnego i tunelowa-
nia par. Mozna tego dokona¢ na drodze bezposredniej analizy pradu prawdopobienstwa
wychodzacego z obszaru P, dwucialowej przestrzeni konfiguracyjnej. Przez J;(¢) ozna-
czamy wielko$¢ caltkowitego dwucialowego pradu prawdopodobienstwa, przeptywajacego
w chwili ¢ z obszaru P, do P;. Podobnie przez Jy(¢) oznaczamy catkowita wielko$¢ pradu
prawdopodobienstwa, przeplywajacego z obszaru Ps bezposrednio do P (patrz rys. 11a).
Jesli sume tych pradéw oznaczy¢ jako J(t) = Ji(t) + Jo(t), wéwczas wielkoSci Ji(t)/J(t)
iJo(t)/J(t) wyrazaja, odpowiednio, proporcjonalny udzial tunelowania sekwencyjnego
i tunelowania par w calkowitej dynamice uktadu. Dokladny sposéb definicji wielkosci
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Rysunek 12: Stosunki J;/J i Jy/J, wyrazajace odpowiednio wzgledny udzial tune-
lowania jednocialowego i tunelowania par w ogélnej dynamice tunelowania uktadu
dwubozonowego, w zaleznosci od sity oddzialywan kontaktowych g. Daje sie wyréz-
ni¢ dwa odrebne rezimy, odpowiadajace dominacji tunelowania jednocialowego badz
par. Linia kreskowana w g = —0.94 odpowiada pozycji piku w x(g) (patrz rys. 10).
Jak widaé, wartos$é ta bardzo dobrze pasuje do polozenia przej$cia miedzy oboma
rezimami. Sila oddzialywan g wyrazona jest w jednostkach /h3Q/m. (Oparto na
rys. 6 z [64].)

J(t),Ji(t), Jo(t) opisany zostal w dodatku B (str. 65).

Wielkosci Ji(t)/J(t) sa w zasadzie zmienne w czasie. Jednak po wzglednie krotkim
czasie ewolucji (jest to czas rzedu 1/+(g)) zbiegaja one do stalych wartosci. Aby to pokazac,
na rys. 11b przedstawiamy ewolucje Jy(t)/J(t) dla réznych wartosci g (czas wyrazono
w naturalnych jednostkach czasowych 1/v(g)). Oznacza to, ze mozemy traktowac J;/.J
oraz Jy/J jako stale wartosci, zalezne tylko od parametréw oddzialywania.

Na rys. 12 przedstawiono wartosc J;/J oraz Jy/J w zaleznoSci od sily oddziatywan
g. Widaé wyraznie, ze dla ¢ < —0.94 proces tunelowania praktycznie w calo$ci jest
zdominowany przez tunelowanie par, podczas gdy dla g > —0.94 jest zdominowany przez
tunelowanie sekwencyjne. Zatem mozemy rozumieé¢ dynamike ukladu w kategoriach
dwoch odrebnych reziméw, miedzy ktorymi zachodzi szybkie przejScie w okolicach g =
—0.94. Potwierdza to nasze przypuszczenie, ze zmiana w zachowaniu stalej rozpadu w
punkcie g &~ —0.94 (patrz rys. 10) laczy sie z przejSciem miedzy rezimami i bardzo predka
aktywacja kanalu tunelowania sekwencyjnego.

W eksperymentach z tunelowaniem ukladéw kilkuciatlowych ustalenie dokladnej
proporcji tunelowania par moze sprawiac¢ znaczne trudnosci [36]. Jednak nasz wynik
pokazuje, ze mozna wykorzysta¢ wartosé v(g), aby posrednio wykry¢ przejscie uktadu
miedzy poszczeg6lnymi rezimami tunelowania. Poniewaz wartosc v(g) da sie ekspery-
mentalnie ustali¢ dos¢ tatwo [36], pomiar tej wartos$ci dla réznych g moze dostarczyé
informacji o naturze procesu tunelowania.

2.4.2 Dynamika trzech bozonéw

Zastosujmy teraz analogiczne rozumowanie do przypadku uktadu trzech bozonéw. Tym
razem prawdopodobienstwo pozostawania w stanie poczatkowym jest dane w przyblize-
niu przez prawdopodobienstwo znalezienia trzech czastek w studni, P3(¢). Obliczamy
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Rysunek 13: (a) Podatnosé x(g) = v~ 1(9v/dg) dla stalej rozpadu v(g) uktadu
trzech bozonéw. (b) Stosunki Jo/J, J;/J 1 Jy/J dla réznych wartosci g, wyrazajace
wzgledny udzial trzech proceséw rozpadu stanu poczatkowego: odpowiednio —
tunelowania pojedynczej czastki, dwdch czastek i trzech czastek. W ukladzie mozna
zidentyfikowaé trzy odrebne rezimy, zwiazane z dominacja tunelowania jedno-, dwu-
lub tréjczastkowego. Pionowe linie kreskowane odpowiadaja potozeniu maksiméw
w x(g), ktére bardzo dobrze pasuja do polozen przejé¢ miedzy poszczegélnymi
rezimami. Sila oddzialywan g wyrazona jest w jednostkach +/h3Q/m, podatnosé
w jednostkach /m/h3Q. (Oparto na rys. 7 z [64].)

P5(t) przez caltkowanie |U(z1, 22, x3;t)|? po obszarze P3 = {(x1,72,23) : 21 < Ty A 22 <
Tw A 23 < xy }. Wartosé Ps(t) w toku ewolucji zanika wykladniczo, dzieki czemu mozna
znalez¢ stala rozpadu v przez dopasowanie funkcji wyktadniczej do Ps(t).

Istotna réznica w stosunku do przypadku dwéch czastek polega na tym, ze w tym
wypadku mamy do czynienia z trzema mozliwymi mechanizmami rozpadu. Rozpad
stanu poczatkowego moze bowiem nastapié przez emisje jednego, dwaéch, badz trzech
bozonéw jednoczesnie.

Na rys. 13a ukazana jest podatno$c stalej rozpadu x(g) jako funkcja g. W przeciwien-
stwie do przypadku dwéch bozonéw, gdzie w x(g) wystepowal pojedynczy pik, dla uktadu
trzech bozonéw wida¢ wyraznie dwa ostre piki, lezace w okolicach g ~ —0.721 g ~ —0.51.
Jest rzecza naturalna skojarzyc¢ te piki (i odpowiadajace im zmiany w zachowaniu v(g)) ze
zmianami w dominujacych mechanizmach tunelowania. Oznacza to, ze dla uktadu trzech
bozonéw powinno da¢ sie wyréznié trzy odrebne rezimy, w przeciwienstwie do dwéch
reziméw dla dwéch bozonéw. Aby sie o tym przekonaé, ponownie stosujemy metode
analizy pradéw prawdopodobienstwa, by odréznié od siebie poszczegélne mechanizmy
tunelowania. Tym razem J(t) definiujemy jako catkowita wielkos¢ pradu, wychodzacego
w chwili ¢ z obszaru P3. Analogicznie, jak dla dwoéch bozonéw, J(t) daje sie rozdzieli¢
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Rysunek 14: Energia poczatkowa F>(g) ukladu dwéch bozonéw zaleznie od sity
oddzialywan kontaktowych g (ciagla linia zielona) oraz energia F;(g) pojedynczej
czastki (czerwona linia kropkowana). Pionowa linia kreskowana wskazuje sile
oddzialywan g ~ —0.95, powyzej ktorej E2(g) > Ei(g). Energia podana jest w
jednostkach R, sita oddzialywan w jednostkach /h3Q2/m. (Oparto na rys. 8 z [64].)

na czesci Jo(t), Ji(t) 1 Jo(t), ktore kolejno odpowiadaja tunelowaniu jednego, dwéch i
trzech bozonéw. Tak, jak poprzednio, stosunki J(t)/J(t) sa praktycznie state w czasie i
mozemy ich uzy¢ do scharakteryzowania udziatu ré6znych mechanizméw tunelowania.

Na rys. 13b ukazujemy wartosci J;/J dla réznych sit oddziatywan g. Widaé, ze mak-
sima w x(g) pojawiaja sie w tych samych wartosciach g, co przejScia miedzy trzema
odrebnymi rezimami. Dla ¢ < —0.72 proces rozpadu zdominowany jest przez tunelowanie
trimeréw. Dla oddzialywan o posredniej wartosci, —0.72 < g < —0.51, najwieksza role
odgrywa tunelowanie par, choé¢ zarazem widoczny jest zauwazalny wklad ze strony tune-
lowania jedno- i tréjczastkowego. W koncu, dla ¢ > —0.51, dominujacym mechanizmem
rozpadu jest tunelowanie pojedynczych czastek. Zauwazyé mozna, ze dla oddzialywan
o posrednich wartosciach dynamika nie jest calkowicie zdominowana przez jeden me-
chanizm tunelowania, ale wykazuje zauwazalny wklad od wszystkich trzech mozliwych
mechanizméw. Jest to wyrazna réznica w poré6wnaniu z ukladem dwéch bozonéw, w
ktérym niezaleznie od oddzialywan wystepuje catkowita dominacja tylko jednego procesu
tunelowania. Dodajmy, ze nie da sie stwierdzi¢ tego faktu przez analize ewolucji samej
wielkosci Ps(t). Staje sie on widoczny tylko przy rozwazaniu dynamiki w kategoriach
pradéw prawdopodobienstwa.

2.5 Proste wyjasnienie fenomenologiczne

Aby wytlumaczyé w intuicyjny sposéb otrzymane wyniki, mozemy zastosowaé prosty
opis teoretyczny. W chwili ¢t = 0 uwieziony w studni uklad N bozonéw ma pewna energie
En(g). Po tym, jak jeden bozon opuszcza pulapke, energia bozonéw pozostajacych w
pulapce jest w przyblizeniu ré6wna Ex_1(g). Poniewaz energia uciekajacego bozonu nie
moze by¢ ujemna (jest on prawie swobodnag czastka), tunelowanie pojedynczego bozonu
jest mozliwe tylko w przypadku, gdy En(g9) > En-1(g). W badanym ukladzie dwéch
bozonéw stwierdzamy, ze odpowiedni warunek Es(g) > E1(g) jest spelniony dla g > —0.95
(patrz rys. 14). Jest to wartos¢ bardzo bliska poprzednio znalezionemu punktowi przejscia
g ~ —0.94. W przypadku trzech bozonéw analogiczny warunek Fs5(g) > E2(g) spelniony
jest dla ¢ > —0.51 (patrz rys. 15). Wynik ten ponownie jest bardzo bliski poprzednio
znalezionemu punktowi przejscia ¢ ~ —0.51, ponizej ktérego tunelowanie pojedynczych
bozonéw zaczyna zanikac.

W przypadku tunelowania zwiazanych par sprawa jest nieco bardziej skomplikowana,
gdyz trzeba wziaé¢ pod uwage calkowita energie tunelujacej pary. Energia wigzania
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Rysunek 15: Energia poczatkowa F5(g) ukladu trzech bozonéw (czerwona linia),
energia poczatkowa Fs(g) ukladu dwéch bozonéw (niebieska linia kreskowana) oraz
energia zwiazanej pary plus energia pojedynczego bozonu E,;-(g) + E1(g) (zielona
linia kropkowana), zaleznie od sily oddzialywan kontaktowych g. Pionowe linie
kreskowane wskazuja site oddzialywan g ~ —0.51, powyzej ktérej F5(g) > Ea(g),
oraz sile oddziatywan g ~ —0.73, powyzej ktorej E3(g) > Epqir(9) + E1(g). Energia
podana jest w jednostkach h(), sila oddzialywan w jednostkach /#3Q2/m. (Oparto
narys. 9 z [64].)

dla pary bozonéw w puste]j przestrzeni wynosi E,q,(g9) ~ —g?/4 (jak stwierdzilismy w
podrozdziale 2.2 podczas omawiania widma hamiltonianu). Co za tym idzie, tunelowanie
par mozliwe jest wtedy, gdy En(g) > En_2(g9) — g?/4. Stosujac ten wynik do uktadu
trzech bozonéw, przekonujemy sie (jak pokazano na rys. 15), ze warunek ten spelniony
jest dla g > —0.73. Zgadza sie to bardzo dobrze z ustalonym wczes$niej punktem przejscia
g ~ —0.72, ponizej ktorego zanika tunelowanie par. Dla ukladéw o N > 3 mozna tatwo
rozszerzy¢ to fenomenologiczne podejscie na tunelowanie wiekszych liczb czastek.

W tym miejscu zauwazmy jednak, ze powyzsza uproszczona argumentacja fenomeno-
logiczna ma swoje ograniczenia, gdyz nie mozna za jej pomoca przewidzieé¢ wzglednego
wkladu poszczegélnych kanatéw rozpadu. Na przyklad nie mozna w ten sposéb przewi-
dzieé, ze dla N = 3 bozonéw, w przypadku oddzialywan o posredniej sile, w dynamice
udzial biora wszystkie trzy kanaly rozpadu. Jednak w tym podej$ciu mozna przewidzieé
z bardzo dobra precyzja pozycje przej$¢ miedzy poszczegélnymi rezimami.

2.6 Rola ksztaltu potencjalu

Kluczowa cecha omawianego do tej pory potencjalu zewnetrznego V' (x) jest fakt, ze w
obszarze poza studnig zmierza on do stalej wartosci. Wiagnie dzieki temu mozliwe jest
chocby przeprowadzenie analizy fenomenologicznej, poniewaz tylko w takim potencjale
mozna okresli¢ precyzyjne warunki energetyczne dla konkretnych mechanizméw tunelo-
wania. Jednak potencjaly zewnetrzne realizowane w eksperymentach moga przybieraé
takze inne formy. Na przyklad w przypadku eksperymentu w Heidelbergu (patrz rys. 1
na str. 2) zewnetrzny potencjal w obszarze poza studnia jest opadajacy i dla nieskon-
czonej odleglosci od studni (z — o) nie jest ograniczony od dotu. Oczywiscie, w takim
przypadku nasze uproszczone podejs$cie fenomenologiczne przestaje byé poprawne, ponie-
waz energia uciekajacych czastek nie ma juz okreslonej dolnej granicy. Tak wiec pojawia
sie pytanie, na ile ksztalt potencjalu ma wplyw na stwierdzone powyzej wlasciwosci
ukladu. Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, analizujemy dynamike dwéch bozonéw w
zmodyfikowanym potencjale, ktory w obszarze poza studnia nie jest ograniczony od dotu.
Przyjety przez nas zmodyfikowany potencjal V5 (z) (przedstawiony na rys. 16) dany jest
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Rysunek 16: Zmodyfikowany, nieograniczony od dotu potencjal zewnetrzny V5 (z)
dany przez (2.14) (czarna linia ciagla), w por6wnaniu z potencjatlem V' (z) (czerwona
linia kreskowana). Energia i dlugos¢ podane sg odpowiednio w jednostkach 7€) i

Vh/mSQ.

przez
%mQsz, T < V2\xo,
Va(z) = { ImQ2a2e=6(/20=V2N? {93z <z < a, (2.14)
[—b(z/x0) + c]hLY, x> a.

Wspélezynniki a, b i ¢ sa przy tym dobrane tak, aby potencjal V2(x) i jego pochodna byly
w kazdym punkcie ciagte. W tym przypadku (dla A = 1.5) przyjeto a = 2.7z, b = 0.14345,
c = 0.4005.

Na rys. 17a przedstawiono podatnosé x(g) staltej rozpadu dla ukltadu dwéch bozonéw
w potencjale V; (), skontrastowana z x(g) w przypadku ograniczonego od dotu potencjatu
V(z). Widaé¢, ze dla uktadu w potencjale V2(x) nadal pojawia sie maksimum w x(g), lecz
jest ono znacznie mniej ostre niz maksimum pojawiajace sie w przypadku potencjatu V().
Wskazuje to, ze dla potencjatu V2(x) przejscie miedzy dwoma rezimami jest znacznie
tagodniejsze niz ostre przejscie, ktére wezesniej zaobserwowano dla potencjatu V(). Jest
to potwierdzone na rys. 17b, gdzie poré6wnano udzial tunelowania sekwencyjnego i par w
ogblnej dynamice (J;/J oraz Jy/J) dla ukladéw w potencjatach Vs(x) i V(z). Widzimy,
ze nachylenie Ji/J w funkgcji ¢ jest mniejsze dla potencjatu Va(x), co Swiadczy o tym, ze
zmiana dominujacego procesu tunelowania nie jest rownie nagla.

Nieostra postac przejscia dla potencjatu V,(z) wynika w naturalny sposéb z faktu,
ze Sciste warunki zachowania energii nie moga istnieé, kiedy energia potencjalna poza
bariera nie ma dolnego ograniczenia. Zauwazmy tez, ze potencjal przybiera wartosci
ujemne (w odniesieniu do lokalnego minimum studni), wiec bozony o ujemnej energii
moga uciec ze studni bez naruszania prawa zachowania energii. W wyniku tego, tunelo-
wanie pojedynczego bozonu nie jest juz tak silnie ttumione. Co za tym idzie, krytyczna
wartosc g, w ktorej nastepuje przejscie (a wraz z nig maksimum x(g)) przesuwa sie w
strone silniejszych oddziatywan przyciagajacych. Warto zwréci¢ uwage, ze obserwacja ta
otwiera nowa mozliwo$¢ eksperymentalnej kontroli nad wlasciwosciami tunelujacego
ukladu. Przez zmiane ksztaltu potencjalu zewnetrznego mozna bowiem zmieni¢ dominu-
jace mechanizmy tunelowania, w tym krytyczna warto$é¢ sily oddzialywan, przy ktoérej
nastepuje przejscie do dominacji tunelowania par.
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Rysunek 17: (a) Podatnosé x(g) = v 1(97/9g) dla uktadu w zmodyfikowanym
potencjale V5(x) (czarna gruba linia), w poréwnaniu z x(g) dla potencjalu V (z)
(cienka czerwona linia). Ze wzgledu na brak precyzyjnie okreslonych warunkéw
zachowania energii dla potencjalu V5 (z), ostry pik w x(g) staje sie mniej wyrazny.
Maksimum przesuwa sie w strone silniejszych przyciagan, poniewaz bozony o
energiach ponizej zera moga teraz uciec ze studni, a tunelowanie jednocialowe jest
sttumione w mniejszym stopniu. (b) Wzgledny udzial tunelowania sekwencyjnego
J1/J ipar Jy/J dla ukladu w potencjale V (z) (kreskowane linie) oraz w potencjale
Va(x) (ciagle linie). Dla potencjalu V5 (z) przejscie miedzy dwoma rezimami staje sie
bardziej nieostre. Sile oddzialywan g podano w jednostkach /h3(2/m, podatnosé w
jednostkach /m/h3Q). (Oparto na rys. 10 z [64].)

2.7 Rozklady pedéw tunelujacych czastek

W poprzednim podrozdziale zbadaliSmy dynamike z punktu widzenia przestrzenne;j
konfiguracji tunelujacych bozonéw. Teraz przyjrzymy sie dynamice z perspektywy
rozkladu pedéw tunelujacych czastek. Zbadamy, jak wyglada rozklad pedéw tunelujacych
bozonow i w jaki spos6b zmienia sie on w zalezno$ci od natury procesu tunelowania.

2.7.1 Przypadek dwéch bozonéw

Jedno- i dwucialowy rozklad pedow uciekajacych czastek

Zacznijmy od ukladu N = 2 bozonéw, dla ktérego mozemy zdefiniowaé dwucialowy
rozklad pedéw

2

mo(ki, kast) = 2 /d.’EleL‘Q e_i(k1$1+k2z2)\ll(:n1,x2;t) (2.15)
T
oraz jednocialowy rozklad pedu
o(kit) = / Ak’ ok, K5 1). (2.16)

Nalezy zauwazy¢, ze z eksperymentalnego punktu widzenia pomiar rozkladu pedu
jest mozliwy. Opracowano bowiem odpowiednie techniki pomiaru pozycji i predkosci
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pojedynczych, nieuwiezionych atoméw [86—92]. W szczegélnos$ci w pracy [51] zapropono-
wany zostal schemat eksperymentalny pomiaru pedu czastek, przystosowany wtasnie do
zagadnienia czastek emitowanych ze studni potencjalu.

Na rys. 18 pokazujemy jedno- i dwucialowe rozklady pedéw dla kilku réznych war-
tosci sity oddzialywan, po tym, jak bozonom pozwolono tunelowaé przez pewien czas t.
Poniewaz stan poczatkowy ma w przyblizeniu postaé gaussowska, dla ¢t = 0 oba rozklady
pedow takze maja niemal gaussowski ksztalt, o sSrodku w punkcie k1 = 0,k = 0. Dla
wiekszych czasow w rozkladach 75 i m; pojawiaja sie charakterystyczne struktury, w
zaleznosci od mechanizmu tunelowania dominujacego w dynamice. W przypadku nieod-
dziatujacego uktadu (g = 0), kiedy bozony tuneluja ze studni, w rozkladzie m; pojawia
sie waski pik o srodku w punkcie ky ~ 1.0. Wida¢ wyraznie, ze kazdy z bozonéw jest
emitowany z bardzo dobrze okreslonym pedem, a poniewaz bozony sa w tym samym
stanie i tuneluja niezaleznie, ped ten jest taki sam dla obu z nich. Dwucialowy rozklad
pedow jest w tym przypadku po prostu iloczynem dwéch identycznych rozkladéw jed-
nociatowych, 7o (k1, ko;t) = mi(k1;t)mi(ke; t). W rozkladzie 7, widoczne sa wyrazne linie
poziome/pionowe w poblizu wartosci k1 = kg 1 ks = kg. Ich obecnosé¢ wskazuje, ze bozon,
ktory w danej chwili przebywa juz poza studnia, ma wasko okreslona wartos¢ pedu,
podczas gdy bozon uwieziony w studni nadal ma rozklad pedu o postaci gaussowskiej.

Rozklady pedow staja sie bardziej skomplikowane dla uktadéw oddziatujacych. W
przypadku oddzialywan odpychajacych (¢ = +1.0) dynamika, jak wiemy, jest zdomino-
wana przez sekwencyjne tunelowanie bozonéw. To zachowanie znajduje odzwierciedlenie
w jednocialowym rozkladzie pedu 7 (k;t), w ktérym pojawiaja sie dwa oddzielne piki.
Jeden z nich jest skupiony wokét wartosci kg, takiej samej jak w przypadku nieoddziatu-
jacym, podczas gdy drugi znajduje sie w poblizu wiekszej wartosci pedu, &' ~ 1.27. Te
dwie rézne wartosci pedu mozna bezposrednio skojarzy¢ z pedami kolejno emitowanych
bozonéw. Ze wzgledu na oddzialywania odpychajace pierwszy bozon opuszczajacy studnie
ma zwiekszona energie i w konsekwencji ma wiekszy ped k’. Drugi bozon nie odczuwa juz
zadnego oddzialywania i dlatego tuneluje z pedem ky. Oznacza to takze, ze ped emitowa-
nych czastek jest przyczynowo skorelowany, tj. bozon moze zostaé¢ wyemitowany z pedem
ko tylko wtedy, gdy drugi zostal juz wyemitowany z pedem %’. Ta korelacja czasowa
znajduje bezposrednie odzwierciedlenie w dwucialowym rozkladzie pedéw mo(k1, ko; t).
Wyraznie widac, ze prawdopodobienstwo znalezienia bozonu o pedzie ky prawie zanika,
jezeli pozostaly bozon ma ped inny niz k’. Z drugiej zas strony, jesli dany bozon ma
ped k’, drugi bozon ma niemal gaussowski rozklad pedu (charakterystyczny dla bozonu
uwiezionego w studni).

Konkretne wartosci pedu emitowanych bozonéw kg i k¥’ mozna latwo znalezé, analizu-
jac odpowiednie energie uktadu. W analizowanym przypadku (¢ = +1.0) energia poczat-
kowa dwoéch uwiezionych bozonéw to F>(g) ~ 1.306, podczas gdy energia pojedynczego
bozonu w studni to F; = 0.5. Energie te odpowiadaja pedom k' = \/2(F»(g) — E1) ~ 1.27
i ko~ 2E; = 1.00 (kreskowane linie pionowe na lewym $rodkowym i lewym gérnym
wykresie na rys. 18). Wyniki numeryczne dla wartosci pedéw okazuja sie by¢ w pelni
zgodne z ta fenomenologiczna analiza.

Przyjrzyjmy sie teraz przypadkowi silnych oddzialywan przyciagajacych (g = —1.0),
dla ktorych Fy(g) < E;. W tym przypadku, jak juz wiemy, sekwencyjne tunelowanie
jest silnie sttumione przez zasade zachowania energii, a bozony sa emitowane gtéwnie
jako zwiazane pary. Rozklad pedu pojedynczej czastki 7 (k;t) jest w tym wypadku dosé
szeroki. Jednak w dwucialowym rozkladzie ped6éw mo(k1, ko; t) wida¢ wyrazna korelacje
miedzy pedami emitowanych bozonéw. Mianowicie, gesto$¢ prawdopodobienstwa pedéw
jest skupiona wzdluz linii k1 + ko = K = const. Wskazuje to, ze bozony sa emitowane
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Rysunek 18: Jednocialowy rozkiad pedu 7 (k;t) i dwucialowy rozklad pedéw
ma(k1, ka; t) ukladu dwéch bozonéw dla réznych sit oddziatywan kontaktowych g,
w konkretnej chwili ¢ = 120. Czarne linie przerywane oznaczaja przewidywane
wartosci charakterystycznych pedéw, obliczone z energii ukladu (patrz tekst). W
ukladzie nieoddzialujacym (g = 0.0) dwa bozony sa emitowane pojedynczo, z iden-
tycznymi pedami. W ukladzie odpychajacym (g = 1.0) dwa bozony emitowane sg
sekwencyjnie z dwoma réznymi pedami. W uktadzie o odpowiednio silnych przycia-
ganiach (g = —1.0) bozony emitowane sg jako zwiazana para o dobrze okres§lonym
pedzie srodka masy. Dla ¢ = —1.0, cienka czarna linia oznacza m; w przypadku,
gdy réwnanie (2.16) zostalo przedefiniowane, by wykluczy¢ czes¢ funkcji falowej,
odpowiadajaca czastkom uwiezionym w studni. Pedy podano w jednostkach /AmS2,
sitle oddzialywan w jednostkach //i3Q2/m, czas w jednostkach 1/). (Oparto na
rys. ba z [65].)
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Rysunek 19: Rozklady pedu srodka masy mom (K t) ukladu dwubozonowego dla
roznych wartosci g, w okreslonej chwili ¢ = 120. Dla ukladéw odpychajacych
(g = +1.0) i wystarczajaco silnie przyciagajacych (¢ = —1.0) dostepny jest tylko
jeden proces rozpadu (odpowiednio, tunelowanie sekwencyjne i par) i jest to od-
zwierciedlone w rozkladzie wc)y; przez obecnosé tylko jednego piku. W przypadku
uktadu o stabszych przyciaganiach (¢ = —0.6) mozliwe sg zaré6wno tunelowanie
sekwencyjne, jak i par. W wyniku tego w widmie pojawiaja sie dwa piki, kazdy
odpowiadajacy innemu procesowi rozpadu. Pedy podano w jednostkach v/ himS(, site
oddzialywan w jednostkach /%32 /m, czas w jednostkach 1/Q. (Oparto na rys. 6 z
[65].)

jednoczesnie jako zwiazana para z wyraznie okres§lonym pedem srodka masy K (w tym
przypadku K = 1.70), przy czym czastki oscyluja wokot Srodka masy z przeciwnymi
wzglednymi pedami. Zauwazmy, ze w rozkladzie mo(k1, ko;t) widoczne jest réwniez
dodatkowe tlo gaussowskie o §rodku w punkcie k; = ko = 0. Ta czes¢ rozkladu pedow
reprezentuje bozony, ktére jeszcze nie opuscily studni.

Warto zauwazyc, ze uzywajac operatora rzutowego P = 0(x1 — xy,)0(z2 — o) mozna
zapisac¢ dwuczastkowa funkcje falowa ¥ jako sume dwéch ortogonalnych funkcji falowych,
Uiy =PUiV = (1-P)¥. Wtedy ¥y koduje stan dokladnie dwéch bozonéw znajdujacych
sie w studni, podczas gdy ¥’ koduje pozostala czes¢ ukladu dwuczastkowego. Dzieki
tej metodzie mozliwe jest badanie rozkladu pedu wyemitowanych bozonéw, niezaleznie
od stanu bozonéw pozostajacych w studni. Podejscie to odpowiada prostej modyfikacji
definicji (2.15) i (2.16) poprzez ograniczenie funkcji falowej tylko do czesci ¥’'. Takie
podejscie jest rowniez uzasadnione eksperymentalnie, poniewaz zmierzenie pedu tylko
tych czastek, ktére opuscily studnie, jest mozliwe w praktyce. W wyniku tej redefinicji,
rozklad pedu jednocialowego zostaje znacznie zmodyfikowany (cienka linia na lewym
dolnym wykresie na rys. 18), poniewaz zostaje usuniete tlo, reprezentujace czastki
uwiezione w studni. Dzieki tej modyfikacji wyraznie widaé, ze rozklad jednocialowego
pedu emitowanych bozonéw ma swoje maksimum w poblizu K/2, czyli polowy pedu
Srodka masy (pionowa linia przerywana na lewym dolnym wykresie na rys. 18).

Konkretna wartos¢ pedu érodka masy K mozna znéw przewidzie¢ za pomoca prostej
argumentacji fenomenologicznej. W tym przypadku energia poczatkowa uktadu E»(g) zo-
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Rysunek 20: Wzgledny udzial tunelowania par i sekwencyjnego w ogélnej dyna-
mice ukladu dwubozonowego dla réznych sil oddzialywan kontaktowych g. Zielone
i czerwone symbole pokazuja odpowiednio udzial tunelowania par i tunelowania
sekwencyjnego, obliczony na podstawie obszaréw odpowiednich pikéw w rozkladzie
pedu $rodka masy wcy w chwili ¢ = 180. Dla por6wnania odpowiednie wyniki z
rys. 12 ukazane sg jako linie (zielona przerywana i czerwona ciagta). Sila oddziaty-
wan jest podana w jednostkach /h3Q/m. (Oparto na rys. 7 z [65].)

staje w pelni przeksztalcona w energie wyemitowanej oddziatujacej pary E,(g). Energia
tej pary, jak juz bylo wspomniane w podrozdziale 2.2, wynosi okolo E,(g) ~ (K% — g?)/4.
W zwiazku z tym K = \/4F5(g) + ¢g?. W badanym przypadku (g = —1.0) mozna znalez¢
E,(g) = 0.471 K ~ 1.70, co bardzo dobrze zgadza sie z naszymi numerycznymi wynikami
dla rozkladu pedu.

Rozklad pedu srodka masy

Uklad tunelujacych bozonéw mozna dodatkowo scharakteryzowacé przez rozklad pedu
srodka masy K = k;+ko. Mozna go uzyskac z dwucialowego rozktadu pedu w nastepujacy
sposob:

WCM(K; t) = /dk‘g 7T2(K - k?g,k‘g;t). (217)

Na rys. 19 ukazany zostal rozklad mcy (K5 t) dla trzech réznych wartosci sity oddzia-
lywan g, po tym, jak uktad ewoluowal przez pewien czas t. W przypadku oddziatywan
odpychajacych (¢ = +1.0) oraz silnych oddzialywan przyciagajacych (¢ = —1.0) w rozkta-
dzie tym wystepuje pojedynczy pik. Jest on polozony, odpowiednio, w poblizu sumy pedéw
poszczegblnych emitowanych bozonéw (kg + k' =~ 2.27) lub w poblizu pedu zwiazanej
pary (K ~ 1.70). Jednak dla stabszych przyciagan (na przyklad ¢ = —0.6), kiedy moze
wystepowaé zaré6wno tunelowanie sekwencyjne, jak i par, rozklad mcon (K t) zawiera
dwa wyrazne piki. Kazdy z nich mozna bezposrednio powiazaé z okreslonym mecha-
nizmem tunelowania. Wynika z tego interesujaca mozliwos¢. Mianowicie, poréwnujac
intensywnosci obu pikéw, mozna okresli¢ wzgledny udzial r6znych mechanizméw tune-
lowania w ogélnej dynamice — podobnie, jak robiliémy to wczesniej, analizujac prady
prawdopobienstwa (patrz podrozdzial 2.4.1 na str. 19). Poniewaz zmierzenie pedéw jest o
wiele mniej wymagajace z eksperymentalnego punktu widzenia niz bezposrednia analiza
pradu prawdopodobienstwa, metoda ta otwiera dos§wiadczalna mozliwo$¢ bezposredniego
wykrywania przej$cia miedzy ré6znymi mechanizmami tunelowania.
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Rysunek 21: Rozklad korelacji szumu G(k1, ko; t) dla ukladu dwubozonowego, dla
g = =£1.01¢ = 120. Wyraznie widaé¢ pedowe korelacje (na zielono) i antykorelacje
(na czerwono), ktérych nie da sie poprawnie uwzglednic¢ na poziomie opisu jedno-
cialowego. Pedy podano w jednostkach v/hmS2, sile oddzialywan w jednostkach
Vh3Q/m, czas w jednostkach 1/9. (Oparto na rys. 5b z [65].)

Aby zademonstrowac skutecznosc tej metody, na rys. 20 pokazuje wzgledny udzial
tunelowania par (zielone symbole) i tunelowania sekwencyjnego (czerwone symbole),
wyliczone z pdl pod odpowiednimi pikami rozkladu 7y, dla kilku przykladowych sit
oddzialywan g. Na wykresie ukazano réwniez (jako czerwone i zielone linie) wyniki
uzyskane wczesniej przez teoretyczna analize pradéw prawdopodobienstwa (wczesniej
przedstawione na rys. 12 ze str. 20). Widzimy, ze miedzy wynikami w obu przypad-
kach zachodzi jako$ciowa zgodnos¢. Metoda ta oferuje zatem obiecujaca mozliwosé
eksperymentalnego wykrywania przejscia miedzy poszczegélnymi rezimami.

2.7.2 Rozklad korelacji szumu

Aby uczynié te analize bardziej wyczerpujaca, zanim przejde do oméwienia problemu
trzech tunelujacych bozonéw, zatrzymam sie na chwile na wyeksponowaniu korelacji
dwuciatlowych, indukowanych oddzialywaniami. Jest to o tyle istotne, ze nawet w ukla-
dzie nieoddzialujacym moga istnie¢ przypadkowe korelacje, zaburzajace przedstawiony
wyzej obraz. Jedna z metod zbadania takich korelacji jest rozwazenie rozkladu tzw.
korelacji szumu (ang. noise correlation) [93-97]. Wielko$¢ ta jest zdefiniowana jako
réznica miedzy pelnym rozkladem dwucialowym, a iloczynem odpowiednich rozktadéw
jednociatowych:

Gk, ko t) = ma(ky, ka;t) — my (k1;t)m (ke t). (2.18)

Z fenomenologicznego punktu widzenia rozklad tej wielkosci mozna interpretowac
jako rozklad korelacji wymuszonych przez miedzyczastkowe oddzialywania, ktérych
nie mozna uchwyci¢ na poziomie zadnego opisu jednocialowego. Na rys. 21 ukazane
sa rozklady G(ki, ko;t) dla dwéch réznych wartosci sity oddziatywan, odpowiadajacych
dominacji dwéch réznych kanatéw rozpadu (¢ = +1.0). Dzieki temu wyraznie widaé
obszary, w ktorych wystepuja silne korelacje miedzy pedami dwéch czastek (obszary
zielone), ktore nie zostalyby poprawnie uwzglednione w opisie na poziomie jednocialo-
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wym. Co wazniejsze, rozklad korelacji szumu dobrze uwidacznia wyzej wspomniane
korelacje czasowe miedzy sekwencyjnie emitowanymi czastkami (linie pionowe/poziome
zlokalizowane wokoét kg =~ 1.00 dla g = +1.0).

2.7.3 Przypadek trzech bozonow

Zastosujmy teraz powyzsze metody do analizy ukladu N = 3 bozonéw. Poniewaz teraz
bozony moga tunelowa¢ na wiecej sposobow (jako pojedyncze czastki, zwiazane pary lub
trimery), rozklady pedéw ukladu wykazuja bardziej skomplikowane struktury. Aby je
zbadac, zdefiniujmy najpierw tréjciatlowy rozklad pedow ms(kq, ko, ks3;t):

mg(k1, ko, k33 t) = 3.3

/d.%'ld.%'g dxg X (219)

e_i(k1x1+k2$2+k3x3)\1/(x1, T, T3; t)

)2
Dla trzech czastek jednocialowy rozklad pedu oraz rozktad pedu srodka masy 71, mam
sa zdefiniowane nastepujaco:

m(k;t) = /dk’dk” m3(k, k' K" 1), (2.20a)
ron(K:t) = / AR AR 5(K — K — ' 1K 1), (2.20b)

Na rys. 22 pokazujemy rozklady m; i 7oy dla uktadu trzech bozonéw o réznych war-
tosciach sily oddzialywan, po tym, jak uklad ewoluowal przez pewien czas t. Skupmy
sie najpierw na przypadku oddzialywan odpychajacych ¢ = 0.50. W tym przypadku
bozony nie moga tworzy¢ stanéw zwiazanych i, co za tym idzie, tuneluja jeden po drugim.
Kolejne emitowane bozony maja pedy k”, k' i ky. Podobnie jak w przypadku ukladu dwu-
bozonowego, pedy te mozna wyliczy¢ bezposrednio z odpowiednich energii uktadu. Dla
g = 0.50 otrzymujemy k" ~ 1.29, k' ~ 1.16, kg ~ 1.00. Wynik ten znajduje bezposrednie od-
zwierciedlenie w rozkladzie 71, w ktérym widaé trzy rézne piki zlokalizowane w poblizu
tych wartosci (rys. 22a). Podobnie w rozkladzie mcy widoczny jest pojedynczy, wyrazny
pik zlokalizowany w punkcie k" + k' + ko ~ 3.45, co potwierdza, ze jedynym dostepnym
procesem jest tunelowanie sekwencyjne (rys. 22b). Zauwazy¢ mozna, ze w poréwnaniu
z rozkladami pedu dla dwoéch bozonéw (patrz rys. 18 na str. 27) piki na rys. 22a nie sa
réwnie wyraznie rozdzielone. Gléwnym powodem jest to, ze charakterystyczne pedy
k", k', ko wypadaja do$¢ blisko siebie, a zatem odpowiedajace im piki w rozkladzie pedu,
ktére maja swoja naturalna szerokosé, czeSciowo sie pokrywaja.

Sytuacja wyglada inaczej w przypadku oddzialywan przyciagajacych. Na przyktad dla
g = —0.37 uktad wykazuje pelna réznorodnosé¢ proceséw tunelowania i jego rozpad moze
zachodzié¢ na kilka réznych sposobéw. Pierwszy scenariusz to sekwencyjne tunelowanie
trzech niezaleznych czastek, jak opisano powyzej. W drugim scenariuszu nastepuje
najpierw emisja niezaleznego bozonu o pedzie £”, a nastepnie emisja pary o pedzie
srodka masy K. W trzecim scenariuszu pierwsze dwie czastki tuneluja jako para
zwiazana z pedem $rodka masy K’, a nastepnie pozostala czastka tuneluje pojedynczo z
pedem k. Ostatniag mozliwo$cia jest to, ze wszystkie trzy bozony tuneluja jako zwiazany
trimer z pedem srodka masy P. Podobnie jak w przypadku dwdéch bozonéw, otrzymanie
wszystkich tych charakterystycznych pedéw jest proste dzigki analizie energii kazdej
emitowanej grupy czastek. Dla ¢ = —0.37 otrzymujemy nastepujace wartosci: &k’ =~
0.57, k' ~ 0.82, ko =~ 1.00, K ~ 1.86, K’ ~ 1.46, P ~ 2.61.
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Rysunek 22: Jednocialowy rozklad pedu 7 (k;t) oraz rozklad pedu Srodka masy
mem (K t) ukladu trzech bozonéw dla dwéch réznych wartosci sity oddziatywan kon-
taktowych g, w okreslonych chwilach ¢. W przypadku oddzialywan odpychajacych
(gorny rzad) trzy bozony emitowane sa sekwencyjnie z dobrze okreslonymi pedami
k" k' ko. W przypadku oddzialywan przyciagajacych (dolny rzad) bozony moga
dodatkowo tunelowac jako zwigzane pary o dobrze okreslonych pedach $rodka
masy K lub K’, lub jako trimer o pedzie Srodka masy P. Kazdy pik w tych rozkla-
dach mozna powiazacé z okres§lonymi charakterystycznymi pedami (jak wskazuja
strzalki). Pedy podano w jednostkach vhm(2, sile oddzialywan w jednostkach
\/13Q/m, czas w jednostkach 1/Q. (Oparto na rys. 9 z [65].)

Kazdy z tych odrebnych scenariuszy rozpadu jest odzwierciedlony bezposrednio w
rozkladach pedu (rys. 22c oraz rys. 22d). W jednocialowym rozkladzie pedu m; wyrazZnie
widoczne sa piki na pozycjach k", k', kg odpowiadajacych sekwencyjnemu tunelowaniu, a
takze K/21i K'/2, ktére odpowiadaja tunelowaniu par. Z kolei w rozkladzie mcy widaé
dwa oddzielne piki. Pierwszy, mniejszy pik jest zwiazany z tunelowaniem trimeru i jest
zlokalizowany w poblizu warto$ci P. Drugi, wiekszy pik w mcy obejmuje zaréwno procesy
tunelowania pojedynczych czastek, jak i tunelowania par, poniewaz odpowiadajace im
pedy srodkéw masy wypadaja bardzo blisko siebie. Widzimy zatem, ze rozklady = i
mcoM, jesli rozpatruje sie je razem, moga dostarczy¢ informacji o petnej ré6znorodnosci
uczestniczacych proceséw tunelowania.

Analogicznie do ukladu dwdéch bozonéw, teraz takze mozemy wykorzystaé rozklad
meMm(K;t) do analizy zmieniajacego sie udzialu réznych mechanizméw tunelowania w
calym procesie rozpadu. W szczegdélnosci, przez poréwnanie pdl powierzchni pikéw w
rozkladzie 7oy (K t) mozna uzyskaé wzgledne prawdopobienstwo, ze uklad rozpadnie
sie przez emisje zwigzanego trimeru bozonowego. Na rys. 23 ukazano wzgledny udzial
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Rysunek 23: Wzgledny udzial tunelowania trimeru w ogélnej dynamice uktadu
tréjbozonowego, dla réznych sit oddzialywan kontaktowych g. Niebieskie symbole
pokazuja udzial tunelowania trimeru, obliczony na podstawie p6l powierzchni
odpowiednich pikéw w rozkladzie pedu §rodka masy wcy przy ¢ = 140. Dla poréw-
nania pokazany jest odpowiedni wynik z rys. 13 jako niebieska ciagla linia. Silta
oddzialywan jest wyrazona w jednostkach //#3Q/m. (Oparto na rys. 10 z [65].)

tunelowania trimeru, uzyskany ta metoda dla réznych ¢ (oznaczone krzyzykami). Dla
poréwnania pokazujemy réwniez analogiczna wielko$é (linia ciagla), ktora uzyskano
wczesniej z analizy pradu prawdopodobienstwa przez bariere potencjatu (jak przedsta-
wiono wczesniej na rys. 13 ze str. 21). Ponownie widzimy, ze miedzy tymi wynikami
istnieje jakosciowa zgodnosc, niezaleznie od metody wyliczenia. Potwierdza to, ze ana-
liza rozkladéw pedéw moze umozliwi¢ wykrycie przejscia miedzy réznymi rezimami
tunelowania.

Na koniec dodajmy jeszcze, ze, podobnie jak dla dwéch bozonéw, takze i dla uktadu
trzech bozonéw mozliwe jest wyliczenie rozkladu korelacji szumu G(k1, k2) (ktéry opisali-
Smy w podrozdziale 2.7.2, str. 30). Jednak rozklad G(ki, k2;t) dostarczyltby w tym przy-
padku jedynie informacji o korelacjach dwuciatlowych, zamiast korelacji tréjciatowych.
Mozna by wprawdzie prébowacé zdefiniowa¢é tréjciatowa korelacje szumu G(k1, ko, ks3; ),
ale rozklad tego rodzaju (o tréjwymiarowej strukturze) bylby trudny do jasnego przed-
stawienia na rysunku. Dlatego powstrzymujemy sie tutaj od wyliczania korelacji szumu
dla N = 3 czastek, a tylko zaznaczamy taka mozliwos¢.

Podsumujmy wyniki tego rozdzialu. Badajac ewolucje ukiladu kilku tunelujacych
bozonéw, przekonali$émy sie, ze dynamike mozna opisa¢ w kategoriach kilku odrebnych
reziméw. Sa one scharakteryzowane przez dominacje réznych mechanizméw tunelowa-
nia. Na przyklad dla ukladu dwéch bozonéw proces rozpadu moze byé¢ zdominowany
przez tunelowanie sekwencyjne badz przez tunelowanie par. Jest to uzaleznione od tego,
ktore mechanizmy tunelowania sa energetycznie korzystne dla danej energii poczatkowej
ukladu. Co za tym idzie, natura dynamiki tunelowania zmienia sie po przekroczeniu
okreslonych wartosci sity oddzialywan g, dla ktérych energia spada ponizej krytycznej
wartosci. Poniewaz zmiana natury procesu tunelowania ma znaczny wplyw na sze-
reg mierzalnych do$§wiadczalnie wielkosci fizycznych, podzial na odrebne rezimy jest
fundamentalnym elementem opisu dynamiki ukladu.

Powstaje teraz naturalne pytanie, na ile opisane wyzej charakterystyczne wtasciwosci
tunelujacego ukladu czastek sg zachowane dla uktadéw o innym potencjale oddziatywan
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miedzyczastkowych, badZ o innej statystyce czastek. Odpowiemy na to pytanie w
kolejnych rozdzialach, koncentrujac sie na uktadach dwuczastkowych.



Rozdzial 3

Bozony z oddzialywaniami o
skonczonym zasiegu

W poprzednim rozdziale zbadaliSmy dynamiczne wlasciwosci tunelujacego ukladu kilku
bozonéw oddzialujacych potencjatem kontaktowym. Cho¢ taki potencjal zwykle dobrze
opisuje oddzialywania miedzy ultrazimnymi atomami bozonowymi, mozliwe jest row-
niez wytwarzanie ukladow, w ktorych oddzialywania miedzyczastkowe maja istotnie
niezerowy zasieg. Przykladem jest realizacja ultrazimnych gazéw o dominujacych od-
dzialywaniach dipolowych [98, 99]. Oddzialywania o niezerowym zasiegu mozna jednak
wytworzy¢ takze innymi drogami. Jedna z mozliwosci jest przygotowywanie atoméw w
stanach rydbergowskich, czyli atomow o silnie wzbudzonych elektronach walencyjnych
(o wysokiej wartosci liczby kwantowej n) [100, 101]. Efektywne oddzialywanie pomiedzy
takimi atomami ma skonczony, ale istotnie niezerowy zasieg. Nie wnikajac w szczegély
przygotowywania takich uktadéw atomowych, mozna zadac naturalne pytanie, jak zmie-
niaja sie wlasciwosci tunelujacych czastek dla oddzialywan tego rodzaju. Jest to tym
bardziej interesujace, ze w tym przypadku oprécz sily oddzialywan mozna regulowaé
takze zasieg oddzialywan, co daje jeszcze bogatsze mozliwosci regulowania dynamiki
uktadu.

W tym rozdziale odpowiemy na to pytanie, badajac dynamike uktadu dwéch identycz-
nych bozonéw oddzialujacych potencjalem o skonczonym zasiegu i poré6wnujac wyniki z
poprzednim rozdzialem. Wykorzystamy do tego celu te same metody, ktére zastosowali-
$my dla bozonéw oddzialujacych kontaktowo.

3.1 Hamiltonian ukladu wielocialowego

Rozwazamy uklad dwéch identycznych bozonéw z oddzialywaniami miedzycialowymi o
skonczonym zasiegu, opisanymi przez potencjal U(r). Tak, jak w poprzednim rozdziale,
za potencjal zewnetrzny V (z) przyjmujemy potencjat (2.7) z wysokoscia bariery A = 1.5.
Hamiltonian wielocialowy dla tego ukladu ma nastepujaca postac:

2

h? 92
H= Z om 027 + V(xg)| +U(zy — x2). (3.1)

Zastanowmy sie nad postacia potencjalu oddzialtywan U(r). Jedna z metod wytwo-
rzenia oddzialywan o istotnie niezerowym zasiegu miedzy ultrazimnymi atomami jest
przygotowanie atoméw w wewnetrznych stanach ,ubranych rydbergowsko” [102—109].

35
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05G

Potencjat U(r)

Odlegtosé r

Rysunek 24: Efektywny potencjal oddzialywania (3.2) w funkcji wzajemne;j od-
leglosci r. Odleglo$éé wyrazono w stosunku do zasiegu oddzialywan w, a energie
potencjalna w stosunku do parametru G. Dla duzych odlegloéci potencjal zanika
jak r=¢, zas dla malych odleglosci (|r| < w) zbiega do statej wartosci G.

Mozna to osiagnaé przez wytworzenie nierezonansowego sprzezenia laserowego miedzy
stanem podstawowym atomoéw, a daleko wzbudzonym stanem rydbergowskim, dzieki
czemu stan podstawowy atomu zyskuje niewielka domieszke stanu rydbergowskiego.
Efektywny potencjal oddzialywan miedzy atomami w takim ,,ubranym” stanie ma bardzo
charakterystyczng posta¢ [104—110]. Dla duzych odlegltosci miedzy czastkami oddzia-
lywania dwucialowe podobne sa do tych, ktére wystepuja miedzy atomami w stanach
rydbergowskich. Zakladamy, ze w badanym przypadku dominujacym wktadem do od-
dzialywan sa sity van der Waalsa, ktére zaleza od wzglednej odlegloéci jak 6. Z kolei
dla bliskich odleglosci (ponizej krytycznej wartosci w) wystepuje tzw. efekt blokady
rydbergowskiej, ktory thumi jednoczesne wzbudzenie dwéch atomoéow [111, 112], przez
co efektywne oddzialywanie wysyca sie do stalej wartosci [103]. Funkcje, ktéra dobrze
opisuje wynikowy efektywny potencjal oddzialywan, mozna zapisa¢ w postaci

N _ G
14 [£]”

gdzie parametr G (majacy jednostke energii) wyraza amplitude energii oddzialywania w
r = 0, za$ parametr w > 0 (majacy jednostke dlugos$ci) mozna w przyblizeniu traktowac
jako efektywny zasieg oddzialywan. Oba te parametry mozna niezaleznie od siebie kon-
trolowac eksperymentalnie. Zaleza one od odstrojenia oraz czestosci Rabiego sprzezenia
miedzy stanami atoméw. Postaé potencjatu (3.2) w funkcji odleglosci miedzy czastkami
przedstawiono na rys. 24.

Warto zauwazy¢, ze potencjat (3.2) w granicy w — 0 jest w przyblizeniu ré6wnowazny
potencjatlowi kontaktowemu ¢d(r) z sila oddziatywan g = 2wG. W oparciu o ten fakt
przyjmujemy konwencje, ktéra pozwoli nam wygodnie poréwnywaé natezenie oddzia-
lywan miedzy uktadami o réznych warto$ciach parametru w. Mianowicie dokonujemy
redefinicji G — ¢/(2w) i zapisujemy potencjal (3.2) w postaci:

(3.2)

Ulr) = 2101;{]6 (3.3)
w
W tym ujeciu oddzialywania sa sparametryzowane nie przez amplitude oddzialywan
G, ale przez efektywna sile oddzialywan g w granicy w — 0. Wyrazenie potencjatu U(r)
w postaci (3.3) pomaga zapewnié, ze oddzialywania z ta sama wartoscia sily oddzialywan
g pozostaja mniej wiecej poré6wnywalne dla ré6znych w. Pomaga to tez latwo poré6wnywac
wlasciwosci ukladu z wynikami dla ukladu oddzialujacego kontaktowo.
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3.2 Widmo hamiltonianu wielocialowego

Podobnie, jak w przypadku ukladu bozonéw o oddzialywaniach kontaktowych, przyj-
rzymy sie teraz widmu stanéw wlasnych hamiltonianu wielocialowego po otwarciu
studni. Pozwoli nam to przewidzie¢, jakie stany moze przybraé¢ uklad dwéch bozonéw po
tunelowaniu ze studni.

Aby tatwiej zrozumiec strukture tych stanow, nie bedziemy od razu badaé pelnego
widma hamiltonianu (3.1). Zamiast tego, dla wiekszej jasnoSci, rozwazamy najpierw
jedynie wzgledny ruch czastek. Zalézmy dla uproszczenia, ze czastki poza studnig
odczuwajg zerowy potencjal zewnetrzny. Mozemy wéwczas opisaé je uproszczonym
hamiltonianem z V' (z) = 0:

h? 02

_2m8x2} + Uz1 - a9). (3.4)

2
Happrox = E |:
=1

Takie przyblizenie pozwala odseparowac ruch §rodka masy i wyréznic jedynie hamil-
tonian opisujacy ruch wzgledny obu czastek:

H, = ~53 + U(r), (3.5)
gdzie r = 1 — x9 jest wspélrzedna wzglednego polozenia obu czastek. Stany wlasne tego
hamiltonianu (funkcje falowe opisujace wzgledny ruch czastek) oznaczamy przez ¢.(r), a
energie wlasne przez E,. Scisle rozwiazanie dla tego hamiltonianu nie jest dostepne, tak
wiec jego funkcje i energie wlasne musimy uzyska¢ na drodze numerycznej. Strukture
widma mozna jednak lepiej zrozumiec, poréwnujac widmo H, z widmem modelu o $cistym
rozwiazaniu, ktéry przybliza U(r) za pomoca funkcji prostokatnej o postaci

2 <
U,(T) — g/( ’LU), |T‘ — ’LU, (36)
0, 7| > w.
Hamiltonian w tym uproszczonym modelu
H, ——ﬁ+U'(r) (3.7
T or? '

opisuje dobrze znane zagadnienie pojedynczej czastki o masie 1/2, ulegajacej rozpra-
szaniu na prostokatnej barierze (dla g > 0) lub przebywajacej w prostokatnej studni
potencjatu (dla g < 0) [113]. Otrzymane na drodze diagonalizacji numerycznej widmo
H; mozna lepiej zrozumie¢, poréwnujac je z dobrze znanymi rozwigzaniami dla hamilto-
nianu H.

Na rys. 25 przedstawiono widmo energii wlasnych hamiltonianu H, (3.5), obliczone
na drodze numerycznej diagonalizacji, w funkcji sily oddzialywan ¢ oraz dwa dwéch
réznych wartosci zasiegu w. Aby zinterpretowacé te wyniki, mozemy bezposrednio odniesé
je do znanych $cistych rozwiazan hamiltonianu H,/, gdyz widma obu hamiltonianéw
sa bardzo podobne. Na drodze tego poréwnania mozna wyrézni¢ w widmie H, dwie
grupy stanow wlasnych. Pierwsza grupa (energie oznaczone na czerwono) zawiera stany
rozproszeniowe o energii F, > 0, tworzace geste pasmo. Ich funkcje falowe ¢,(r) maja
gestos¢ rozlozong w calej przestrzeni i opisuja konfiguracje dwéch niemal swobodnych
czastek. Stany te obecne sa dla wszystkich wartosci g. Druga grupa (energie oznaczone
na niebiesko i zielono) to stany zwiazane o ujemnej energii F, < 0. W przeciwienstwie
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Rysunek 25: Widmo energii wlasnych hamiltonianu wzglednego ruchu H,.; (3.5)
dla dwéch czastek w pustej przestrzeni oddzialujacych potencjalem U(r), jako funk-
cja sily oddzialywan g. Pokazano wyniki dla dwéch réznych zasiegéw oddziatywan:
(a) w = 0.5, (b) w = 1.5. Dla kazdego ¢ istnieje pasmo stanéw o energii F,. > 0
(na czerwono) opisujacych pare swobodnych czastek. Dla g < 0 istnieja ponadto
stany zwigzane o energii £, < 0 (na niebiesko i zielono). Liniami ciagltymi (kresko-
wanymi) oznaczono stany zwiazane, ktérych funkcje falowe ¢,(r) sa symetryczne
(antysymetryczne) wokot » = 0. Ksztalt funkcji falowych ¢, (r) schematycznie przed-
stawiono obok odpowiadajacych im energii. Energie podano w jednostkach h{2, sile
oddzialywan w jednostkach /h3()/m, zasieg oddzialywan w jednostkach /h/mS.

do grupy pierwszej nie tworza one gestego pasma. Ich funkcje falowe ¢, (r), o gestosci
skupionej w poblizu r = 0, opisuja stany dwéch zwiagzanych czastek. Stany te pojawiaja
sie jedynie dla ujemnych sit oddzialywan g < 0.

Funkgcje falowe ¢, (r) maja dobrze zdefiniowana symetrie w r i sa to funkcje parzyste
badz nieparzyste: ¢,(—r) = +¢.(r). Ponizej g < 0 pojawia sie jeden stan zwiazany (ciagta
linia niebieska) o funkgcji falowej ¢(r) symetrycznej w . W miare, jak przechodzimy do
coraz silniejszych oddzialywan przyciagajacych, w widmie pojawiaja sie kolejne stany
zwigzane. Stany te maja funkcje falowe na przemian antysymetryczne i symetryczne.
Mozna przewidzieé¢, ze w granicy g — —oo (W ktérej potencjal przybiera postac nie-
skonczonej studni) liczba stanéw zwigzanych staje sie nieskoniczona. Odstepy miedzy
wartos$ciami g, dla ktérych pojawiaja sie nowe stany zwiazane, zaleza od w. W miare,
jak maleje w, odstepy te rosna i w granicy w — 0, gdzie potencjal jest praktycznie
réwnowazny potencjatowi kontaktowemu, wystepowaé bedzie tylko jeden symetryczny
stan zwiazany.

Mozemy teraz wykorzystac te wyniki do opisania widma pelnego, wielocialowego
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Rysunek 26: Widmo energii wlasnych hamiltonianu wielocialowego (3.1) dla
N = 2 bozonéw, w zaleznos$ci od sily oddzialywan ¢, dla zasiegu oddzialywan (a)
w = 0.5, (b) w = 1.5. (Mozna poréwnac¢ z widmem dla przypadku oddzialywan
kontaktowych, rys. 3 na str. 9.) Wéréd stanéw wlasnych wyrézni¢ mozna dwie
gléwne grupy. Pierwsza z nich (oznaczona na niebiesko) zawiera stany, ktére dla
g > 0 opisuja czastki niezalezne, ale dla g < 0 opisuja zwiazane pary bozonéw z
energia silnie zalezna od g. Druga z nich (na zielono) zawiera stany, ktére powyzej
pewnej wartosci g (innej od zera) opisuja czastki niezalezne, a ponizej tej wartosci
g opisuja zwigzane pary w stanie wzbudzonym. Pozostale stany oznaczono na
czerwono. Kolka na wykresie (b) wskazuja energie stanéw wlasnych, ktérych
funkcje falowe dla réznych ¢ przedstawiono na rys. 27. Obliczenn dokonano dla
ukladu ograniczonego do obszaru z € [—4,40]. Energie podano w jednostkach
hQ, site oddzialywan w jednostkach /h3(2/m, zasieg oddzialywan w jednostkach

Vh/mQ.

hamiltonianu H. Na rys. 26 przedstawiono energie wielocialowych stanéw wlasnych
hamiltonianu (3.1) w zaleznosci od g, obliczone numerycznie dla dwéch wartosci zasiegu
oddzialywan w = 0.5 oraz w = 1.5. Ogélna struktura tego widma przypomina te, ktora
znamy juz z wczesniejszych wynikéow dla dwéch bozonéw oddzialujacych kontaktowo
(patrz rys. 3a na str. 9).

W przypadku bozonéw oddziatujacych kontaktowo wyrézni¢ mozna bylo pojedyncza
grupe stanéw, ktorych funkje falowe mialy posta¢ zwiazanych par dla g < 0, a ich
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Rysunek 27: (a) Gestosé dwuciatowa py(z1, 22) dla jednego ze stanéw wlasnych ha-
miltonianu (3.1) z zasiegiem oddzialywan w = 1.5, w zaleznoSci od sily oddziatywan
g. Energie tego stanu dla danych g oznaczono na rys. 26 niebieskimi symbolami.
Dla g > 0 stan ten w przyblizeniu opisuje pare czastek o funkcjach falowych
swobodnych czastek, ale dla ¢ < 0 opisuje on zwigzana pare bozonéw (o gestosci
skupionej blisko z1 = z3). (b) Gestos¢ dwucialowa po(x1, z2) dla jednego ze stanéw
wlasnych hamiltonianu (3.1) z zasiegiem oddzialywan w = 1.5, w zalezno$ci od sity
oddzialywan g. Energie tego stanu dla danych g oznaczono na rys. 26 zielonymi
symbolami. Dla g 2 —11 stan ten w przyblizeniu opisuje pare czastek o funkcjach
falowych swobodnych czastek, ale dla ¢ < —11 opisuje on zwiazana pare bozonéw w
stanie wzbudzonym. Sile oddzialywan podano w jednostkach /h3Q/m, polozenie w

jednostkach /h/mQ.

energie przybieraly dla g < 0 quasi-paraboliczna zaleznos¢ od g. W przypadku uktadu
oddzialujacego potencjalem skonczonego zasiegu wystepuje zauwazalna réznica. Tym
razem bowiem, jak wiemy z analizy widma hamiltonianu ruchu wzglednego H,, istnieja
takze i wzbudzone stany zwigzanych par. Kazdemu stanowi zwiazanemu istniejacemu w
widmie H, (o odpowiedniej dla bozonéw symetrii funkcji falowej) odpowiada okreslona
grupa stanéw w widmie hamiltonianu wielocialowego H. Tak wiec wyrézni¢ mozna grupe
stanéw (zaznaczong na rys. 26 na niebiesko), ktére dla g < 0 opisuja dwa zwiazane bozony
w stanie podstawowym i maja energie E,.(g) + K?2/4, gdzie K jest pedem $rodka masy,
a E,.(g) odpowiednia energia wlasna hamiltonianu H,. Rozklad gestosci dwucialowej
jednego ze stanéw wlasnych z tej grupy zobaczyé¢ mozna na rys. 27a. Gdy schodzimy w
strone silniejszych przyciagan, dochodzimy do krytycznej wartosci sity oddzialywan g.,;,
dla ktorej w widmie H, pojawia sie kolejny, wzbudzony stan zwiazany o odpowiednie;j
symetrii. Warto$¢ ta wynosi gt ~ —28 dla w = 0.5 1 gy = —11 dla w = 1.5 (patrz
rys. 25). Zarazem w widmie hamiltonianu wielocialowego H zauwazy¢ mozna kolejna
grupe stanéw (zaznaczonych na zielono), ktére dla ¢ < gy maja quasi-parabolicznag
zaleznos$c¢ energii od g. Opisuja one pary bozonéw we wzbudzonym stanie zwigzanym.
Mozna to potwierdzié na podstawie rozkladu gesto$ci dwucialowej jednego ze stanéw
wlasnych z tej grupy, ktéry ukazano na rys. 27b. Widzimy, ze dla g < g.it stan ten
faktycznie opisuje pare zwiazanych bozonéw w stanie o wyzszej energii (widoczne wezly
wokot diagonali 21 = x9).



41

Pozostale stany na rys. 26 (zaznaczone na czerwono) dla ukazanego na ilustracji
zakresu g maja energie prawie niezalezna od oddzialywan i zachowuja nature swobod-
nych czastek. Jednak w miare przechodzenia do coraz silniejszych przyciagan pojawiaé
sie beda kolejne wzbudzone stany zwiazane H,, a tym samym w widmie H bedzie sie
dalo wyréznié coraz wiecej odrebnych grup odpowiadajacych tym stanéw. Poniewaz
dla ¢ —+ —oo w widmie H, moze pojawié sie nieograniczona liczba stanéw zwiazanych,
mozemy przypuszczac, ze w zasadzie wszystkie stany wlasne hamiltonianu (3.1) dla
dostatecznie silnych przyciagan przeksztalca sie w stany zwigzanych par.

Poréwnujac widmo hamiltonianu wielocialowego z przypadkiem dla bozonéw oddzia-
hujacych kontaktowo, widzimy, ze w poblizu g = 0 zachowuja sie one w sposéb bardzo
podobny — tj. dla g > 0 dostepne sa tylko stany swobodnych czastek, zas stany zwiaza-
nych par pojawiajg sie dla ¢ < 0. Najwazniejsza réznica jest fakt, ze energia wigzania
E,(g) tych stanéw jest ré6zna w zaleznosci od warto$ci zasiegu w. Dla silnych oddziaty-
wan przyciagajacych dostepne sa takze wzbudzone stany zwiazanych par bozonowych.
Niemniej jednak (dla interesujacego nas zakresu w < 1.5) te stany wzbudzone pojawiaja
sie dopiero dla przyciagan o bardzo duzej sile. Mozna zatem przewidziec, ze dla niezbyt
silnych oddzialywan nie wywieraja one wplywu na wlasciwosci dynamiczne uktadu.

3.3 Stan poczatkowy ukladu

Postepujac analogicznie, jak w poprzednim rozdziale, za stan poczatkowy uktadu V(¢ = 0)
przyjmujemy stan podstawowy dwéch bozonow oddziatujacych potencjatem U(r) i umiesz-
czonych w studni oscylatora harmonicznego. Sciste rozwiazanie tego zagadnienia dla
wybranego potencjalu oddzialywania nie jest dostepne, zatem odpowiedni stan podsta-
wowy znajdujemy metodami numerycznymi przez propagacje funkcji probnej w czasie
urojonym. Warto wspomnieé, ze mozna uzyskaé Sciste rozwiazanie dla zblizonego po-
tencjalu oddzialywania o ksztalcie funkcji prostokatnej [114]. Otrzymane na drodze
numerycznej energie ukladu sa zblizone do wynikéw analitycznych uzyskanych w cyto-
wanej pracy.

Teraz przyjrzyjmy sie energii stanu poczatkowego. Na rys. 28 ukazano energie
poczatkowa FEs(g,w) ukladu dwéch bozonéw w zaleznosci od sily oddzialywan g, dla
roznych wartosci zasiegu oddzialywan w. Dla poréwnania ukazujemy takze energie
E5(g,w) dla dwéch bozonéw z oddziatywaniami kontaktowymi gé(r) (linia przerywana).

Na rys. 28a ukazano energie poczatkowa Fs (g, w) ukladu dwéch bozonéw w zaleznosci
od sily oddzialywania ¢, dla danych wartosci zasiegu oddzialywania w. Dla poréwnania
ukazujemy takze energie Fs(g, w) dla dwéch bozonéw z oddzialywaniami kontaktowymi
gd(r) (linia przerywana).

Podobnie jak w przypadku oddzialywan kontaktowych, energia rosnie monotonicznie
wraz z g, przy czym warto$¢ w ma wplyw na szybko$é tego wzrostu energii. W granicy
w — 0 energia Fy(g,w) jest w przyblizeniu taka sama, jak dla uktadu bozonéw oddziatu-
jacych kontaktowo. Wraz ze wzrostem w energia staje sie w ogélnosci coraz mniej czuta
na warto$c g, tj. zmniejsza sie nachylenie Fs(g,w) w poblizu punktu g = 0. Chociaz w
tej rozprawie skupiamy sie tylko na zasiegach oddzialywan w zakresie w < 1.5, nalezy
zauwazy¢, ze w granicy oddzialywan o nieskonczonym zasiegu (w — oo0) potencjal od-
dzialywan U(r) znika, a energia F, przybiera wartos¢ jak dla nieoddzialujacego uktadu
FE5 = 1. Wynika to z faktu, ze dla w > 1 oddzialywanie jest odczuwane przez czastki
jedynie jako stala w przestrzeni poprawka do energii, o wartosci g/(2w). W granicy
w — oo poprawka ta zmierza do zera dla wszystkich skonczonych g.
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Rysunek 28: (a) Energia stanu podstawowego Es(g, w) dwéch bozonéw w putapce
harmonicznej oddzialujacych potencjalem U(r), zaleznie od sily oddzialywan g.
Wyniki pokazano dla réznych zasiegéw oddzialywania w. (b) Energia stanu pod-
stawowego dwéch bozonéw zaleznie od zasiegu oddzialywan w, przy stalej sile
oddzialywan g. Energie podano w jednostkach #(2, zasieg w w jednostkach /i/mSQ,
sile oddzialywan w jednostkach //#3Q/m.

Zwr6cémy jeszcze uwage, ze dla bardzo duzych wartosci g energia ukladu staje sie
wyzsza od wysokosci bariery \ = 1.5, przez ktéra tuneluja czastki. Dlatego tez w dalszej
analizie dynamiki ukladu ograniczymy sie do oddzialywan o sile ¢ < +2, dla ktérych
energia uciekajacych czastek nie przekracza jeszcze wysoko$ci bariery.

Spojrzmy z kolei na zalezno$¢ energii ukladu od zasiegu oddzialywan w. Na rys. 28b
ukazano, jak zmienia sie energia E2(g,w) w miare regulacji w przy zachowaniu stalej
wartosci g. Widaé, ze dla oddzialywan przyciagajacych (¢ < 0) energia roSnie monoto-
nicznie wraz z w. Inaczej jest dla oddzialywan odpychajacych (g > 0), gdzie zaleznosé
E5(g,w) od w nie jest monotoniczna: energia w ogélnosci roénie az do chwili osiagniecia
maksimum, po czym zaczyna spadaé. Jednak, niezaleznie od sity oddzialywan, energia
dla duzych w zbiega do granicznej wartosci Fy = 1.

Aby lepiej zrozumieé¢ zaleznos¢ energii od zasiegu oddzialywania, rozwazmy roz-
klad gestosci w stanie podstawowym. Na rys. 29 ukazano, jak zmienia sie rozktad
gestosci stanu poczatkowego (tj. dwuciatlowy profil gestosci pa(z1,z2) oraz profil jed-
nocialowy p;(z)) w zaleznosci od sily oddzialywan g i zasiegu oddzialywan w. Liniami
kreskowanymi zaznaczono obszar dwucialowej przestrzeni konfiguracyjnej, dla ktérego
|1 — 22| < w, tzn. bozony znajduja sie w odleglosci mniejszej niz w. Wyniki te mozna
poréwnac z analogicznym rysunkiem dla przypadku oddzialywan kontaktowych (rys. 5
ze str. 13). Profil gesto$ci w przypadku nieoddzialujacym (g = 0.0) jest oczywiscie taki
sam w obu przypadkach.

Jak widac, dla wzglednie malego zasiegu oddzialywan w = 0.5 wplyw oddzialywan
na wyglad stanu poczatkowego jest podobny do przypadku oddzialywan kontaktowych.
Dla oddzialywan przyciagajacych (¢ = —4) prawdopodobienstwo znalezienia bozonéw
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Rysunek 29: (a) Rozklad gestosci dwucialowej pa(z1,z2) stanu podstawowego
uktadu dwéch bozonéw oddziatujacych potencjatem U(r), dla réznych wartosci sily
oddzialywan g oraz zasiegu oddzialywan w. Zielone linie kreskowane wyznaczaja
granice obszaru |z; — 23] < w. (b) Rozklad gestosci jednocialowej p;(z) stanu
podstawowego ukladu dwéch bozonéw dla réznych wartosci g i w. Polozenie i zasieg
w podano w jednostkach /h/mS), site oddzialywan w jednostkach /h3Q/m.

w odleglos$ci mniejszej niz zasieg w oddzialywania rosnie, a dwucialowy profil gestosci
wydluza sie wzdluz diagonali z1 = 2. Z kolei dla oddzialywan odpychajacych (g = +2)
prawdopodobienstwo znalezienia bozonéw blisko siebie maleje, a dla dostatecznie sil-
nego odpychania (g = +12) gesto§é w obszarze |r; — x2| < w jest praktycznie zerowa.
Oddzialywania maja tez zauwazalny wplyw na ksztalt profilu jednocialowego p;. Tak,
jak dla oddzialywan kontaktowych, staje sie on wezszy (szerszy) dla oddzialywan przy-
ciagajacych (odpychajacych).

Dopiero dla wiekszego zasiegu oddzialywan, w = 1.5 (drugi rzad na rys. 29), pojawiaja
sie zauwazalne réznice w stosunku do bozonow oddzialujacych kontaktowo. W tym przy-
padku funkcja falowa nieoddzialujacego stanu podstawowego miesci sie niemal w catosci
w obszarze |r; — x2| < w. W tym obszarze odczuwana wartos¢ potencjalu oddzialtywania
jest w przyblizeniu stata. Powoduje to, ze dla oddzialywan przyciagajacych (¢ = —4), jak
réwniez odpychajacych o wzglednie matlej sile (¢ = +2), oddzialywania maja niewielki
wplyw na rozklad przestrzenny bozonéw, wobec czego profil gestosci pozostaje bardzo
podobny do tego w stanie nieoddzialujacym. Dopiero silne oddzialywania odpychajace
(g = +12) pozwalaja na opuszczenie obszaru w obszarze |11 — x2| < w i rozepchniecie
gestosci w strone brzegéw studni. Nastepuje niemal calkowita separacja miedzy czast-
kami, tj. prawdopodobienstwo znalezienia obydwu bozonéw po tej samej stronie studni
staje sie bliskie zeru.

Teraz mozna lepiej zrozumieé zachowanie energii ukladu w funkcji w, ktére ukazali-
$my wczes$niej na rys. 28b. Dla oddzialywan przyciagajacych (g < 0) wzrost w powoduje,
ze profil gestosci jest mniej silnie Sciskany. Dla oddzialywan odpychajacych (¢ > 0)
wrost w z poczatku powoduje rozepchniecie bozonéw w strone dalszych rejonéw studni
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harmonicznej, przez co energia ukladu wzrasta. Jednak po przekroczeniu pewnego
zasiegu oddzialywan, energia oddzialywania dla danego g juz nie jest wystarczajaco
wysoka, by rozepchna¢ bozony na odleglos¢ ~ w. Wtedy czastki zaczynaja sie kon-
centrowaé w obszarze |r; — 2| < w i energia ukladu zaczyna spadaé. Zaréwno dla
oddzialywan przyciagajacych, jak i odpychajacych, dla duzego zasiegu oddzialywan profil
stanu poczatkowego jest identyczny z nieoddzialujacym.

3.4 Dynamika po otwarciu studni

3.4.1 Ewolucja gestosci prawdopodobienstwa

Aby przeanalizowa¢ dynamike tunelowania dwé6ch bozonéw oddzialujacych potencjalem o
skonczonym zasiegu, wykorzystamy ponownie techniki, ktére zastosowano w poprzednim
rozdziale. Zacznijmy od przyjrzenia sie ewolucji gestosci dwucialowej p2(x1,x2;t) po
otwarciu studni. Na rys. 30 ukazano ps(z1, x2;t) w réznych chwilach ¢ dla oddzialywan
odpychajacych (g = +2) oraz przyciagajacych (¢ = —2), oraz dla dwéch réznych zasiegéw
oddzialywan w = 0.5,w = 1.5. Tak, jak poprzednio, linia kreskowana na ilustracji
wyznacza granice studni z,, = /3 i dzieli przestrzen konfiguracyjna na trzy obszary
Ps,P1,Py. Wyniki mozna poréwnaé z ewolucja gestosci dla ukladu oddzialujacego
kontaktowo (rys. 7 na str. 15). Zachowanie ukladu okazuje sie by¢ w obu przypadkach
podobne.

Dla oddzialywan odpychajacych (¢ = +2) dynamika p, pozostaje bardzo podobna do
przypadku bozonéw oddzialujacych kontaktowo. Gesto$é prawdopodobienstwa plynie
bezposrednio z obszaru Ps do Py, a stad do Py, co wskazuje, ze dynamika rzadzi proces
tunelowania sekwencyjnego. Bozony przebywaja z dala od siebie, o czym $§wiadczy zanik
gestosci prawdopodobienstwa wokol diagonali z; = x9. Zmiana zasiegu oddzialywan w w
tym przypadku ma tylko nieznaczny wptyw na dynamike ps.

Przejdzmy teraz do przypadku oddzialywan przyciagajacych (¢ = —2). Dynamika
zmienia sie wowczas w sposéb podobny, jak dla oddzialywan kontaktowych. Dla
g = —2,w = 0.5 praktycznie caly proces tunelowania zachodzi przez emisje pary bo-
zonow. Znaczna czes¢ gestosci przeplywa bezposrednio z obszaru P, do Py, a gestos¢
pozostaje skupiona wokoét diagonali z; = z9. Dla ¢ = —2, w = 1.5 tunelowanie par takze
gra dominujaca role, jednak tunelowanie sekwencyjne jest bardziej nasilone niz dla
w = 0.5. Mozna to wytlumaczy¢ nastepujaco. Jak zauwazyliSmy w podrozdziale 2.5
(str. 22), thumienie tunelowania sekwencyjnego wiaze sie ze spadkiem calkowitej energii
ukladu ponizej okreslonego progu. Poniewaz dla wiekszego w energia uktadu dwéch
przyciagajacych bozonéw staje sie mniej czula na wartosc g (jak pokazano wczeéniej na
rys. 28a ze str. 42), tunelowanie sekwencyjne jest ttumione w mniejszym stopniu. Swiad-
czy to, ze natura tunelowania mozna sterowac nie tylko przez regulacje sily oddzialtywan
g, ale tez zasiegu oddzialywan w.

Konczac te cze$c analizy, przyjrzyjmy sie jeszcze ewolucji prawdopodobienstwa P, (t)
dla réznych wartosci g oraz w (rys. 31). Warto poréwnac ja z analogicznymi wynikami
dla bozonéw oddziatujacych kontaktowo (rys. 8 ze str. 16). Jasno wida¢, ze ewolucja
P, (t) przebiega w praktycznie identyczny jakoSciowo sposéb jak w tamtym przypadku,
nawet dla wiekszego zasiegu oddzialywan w = 1.5. W szczegélnosci, tak samo, jak dla
oddziatywan kontaktowych, dla wyzszych wartosci g ewolucja P,,(t) przebiega w sposéb
zgodny z dominacja tunelowania sekwencyjnego, za$ dla silnych przyciagan tunelowanie
par jest jedynym dostepnym procesem ewolucji (P; (¢) pozostaje caly czas bliskie zera).
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Rysunek 30: Ewolucja w czasie rozkladu gestosci ps(x1, x2, t) dla uktadu dwéch bo-
zonéw oddzialujacych potencjatem U(r), po otwarciu studni w chwili ¢ = 0. Ukazano
wyniki dla r6znych wartosci sily oddzialywan g = 42, —2 i zasiegu oddzialywan w:
(a) dosé malego zasiegu w = 0.5 i (b) wiekszego zasiegu w = 1.5. Linie kreskowane
oznaczaja granice studni z,, ~ v/3 i dziela przestrzen konfiguracyjna na trzy rézne
obszary P;. Odleglo$ci i zasieg oddzialywan podano w jednostkach /i/mS2, site
oddzialywan w jednostkach /73(2/m, czas w jednostkach 1/9Q.

Warto jednak zwréci¢ uwage, ze zmiana zasiegu oddzialywan w ma pewien wplyw
na ewolucje prawdopodobienstw P, (t). W przypadku oddzialywan przyciagajacych
(g = —0.50, g = —2.00) zwiekszenie zasiegu oddzialywan z w = 0.5 do w = 1.5 (przy zacho-
waniu tej samej wartosci g) sprawia, ze spadek P (t) staje sie szybszy, a P, (t) przybiera
wyzsza warto§¢ w maksimum (tj. prawdopodobienstwo znalezienia pojedynczego bozonu
w studni jest wieksze). Jest to zgodne z tym, co zauwazyliSmy wczeéniej: tunelowanie
sekwencyjne, ktére jest znacznie szybsze od tunelowania par, jest ttumione w mniejszym
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Rysunek 31: Ewolucja w czasie prawdopodobienstw P, (¢) znalezienia dokladnie n
czastek w studni, dla ukladu dwubozonowego o réznej sile oddzialywan g i zasiegu
oddzialywan w. Wyniki pod wzgledem jakosciowym sa praktycznie takie same, co
dla przypadku oddzialywan kontaktowych (mozna poréwnaé z rys. 8 ze str. 16).
Czas podano w jednostkach 1/, site oddziatywan w jednostkach /h3Q/m, zasieg
oddzialywan w jednostkach /%i/mf.

stopniu dla wiekszych warto$ci zasiegu oddzialtywan w.

Dla oddzialywan odpychajacych (¢ = +2.0) mamy do czynienia z efektem odwrotnym.
W tym przypadku zwiekszenie zasiegu oddzialywan powoduje, ze spadek Ps(t) staje
sie wolniejszy, a P;(t) przybiera mniejsza wartos¢ w maksimum. Jest to réwniez efekt
zwiazany z energia ukladu. Dla g = 42, wzrost zasiegu oddzialywan z w = 0.5 dow = 1.5
powoduje spadek catkowitej energii (jak pokazano na rys. 28 ze str. 42), przez co pierwszy
tunelujacy bozon widzi wyzsza efektywna bariere i tuneluje wolnie;j.

3.4.2 Stala rozpadu i udzial tunelowania par

Aby dokladniej zrozumieé, jak wyglada przej$cie miedzy dominacja réznych proceséow
tunelowania, przeanalizujemy teraz zachowanie stalej rozpadu v oraz scalkowanych
pradéw prawdopodobienstwa J(t), Ji(t) i Jo(t). Wielkosci te zdefiniowane sa tak samo
jak w podrozdziale 2.4.1 i mozna je wyliczy¢ w identyczny sposéb, jak dla ukladu z
oddzialywaniami kontaktowymi.

Na rys. 32a przedstawiono wartosc¢ stalej rozpadu v(g) w funkcji silty oddzialywan g,
a takze podatno$é x(g) = 7~ 1(9v/9g), dla réznych wartosci zasiegu oddziatywan w. Na
rys. 32b przedstawiono z kolei wzgledny udzial tunelowania par .Jy/J. Dla poréwnania
ukazano takze odpowiednie wielko$ci dla przypadku oddzialywan kontaktowych. Wi-
dzimy dzieki temu, ze dynamika uktadu zbiega do granicy oddzialywan kontaktowych w
miare, jak w zmierza do zera.

Mozna zobaczyé¢, ze wszystkie ukazane wielkosSci zachowuja sie w sposéb podobny, co
w granicy oddzialywan kontaktowych. W szczegélnosci dla kazdego w mozna wyr6znié
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Rysunek 32: (a) Stala rozpadu ~(g) dla P»(¢) jako funkcja sily oddzialywan ¢ i
zasiegu oddzialywan w, dla uktadu dwéch bozonéw. Wstawka: Podatnosc x(g) =
v~ 1(0v/dg). (b) Stosunek Jy/J, wyrazajacy wzgledny udzial tunelowania par
w ogé6lnej dynamice tunelowania ukladu dwubozonowego, w zaleznosci od silty
oddzialywan ¢ i zasiegu oddzialywan w. Ukazano takze wartosé tych wielkosci dla
ukladu z oddzialywaniami kontaktowymi (o postaci funkgji §). Sita oddzialywan ¢
wyrazona jest w jednostkach /h3Q/m, zasieg oddzialywan w jednostkach /h/m(2,
stala rozpadu w jednostkach 2, podatno$é¢ w jednostkach /m/h3Q.

konkretna wartos¢ sily oddzialywan g, dla ktérej nastepuje nagla zmiana w zalezno$ci ~
od g oraz pojawia sie ostry pik w x(g). Dla tej samej wartosci nastepuje przejscie uktadu
miedzy dwoma rezimami, co wida¢ z analizy wzglednego udziatu pradéw, J,/J. Ten
punkt przejscia mozemy oznaczyc jako go i mozna go jednoznacznie zdefiniowac jako
wartosc g, dla ktéorej energia ukladu dwéch bozonéw spada ponizej energii pojedyncze;j
czastki: Fa(go) = 0.5.

Widzimy, ze wraz ze wrostem zasiegu w stala rozpadu v staje sie coraz mniej czuta na
zmiany g (zmniejsza sie nachylenie v(g) w punkcie g = 0). Skutkuje to tym, ze dla g < 0
stala rozpadu ro$nie wraz ze wzrostem w, zas dla wzglednie niewielkich g > 0 maleje
(podobnie, jak zauwazyliSmy wcze$niej przy analizie ewolucji P, (t)). Nastepuje takze
przesuniecie wartosci krytycznej go, ktéra w granicy w — 0 zbiega do wartosci gy — —0.94.
Wraz ze wzrostem w przesuwa sie ona w strone silniejszych oddzialywan. (Zaleznosé g
od w mozna zobaczy¢ na rys. 33). Warto takze zwroci¢ uwage na wysokos¢ maksimow w
x(g). Wysokosé tych piké6w mozna w przyblizeniu interpretowac jako odzwierciedlenie
tego, jak gwaltowna jest zmiana zachowania v(g) w krytycznym punkcie go. Widzimy, ze
dla wzrastajacego w wysokosé tych pikow spada. Widzimy zatem, ze zmiana w ma wplyw
nie tylko na polozenie punktu przej$cia gy miedzy dwoma rezimami, ale i na tagodnosé
tego przejscia.
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Rysunek 33: Wartosé krytycznej sity oddzialywan ¢y, w ktérej nastepuje przejscie

miedzy rezimami tunelowania par a tunelowania sekwencyjnego, w zaleznosci od

w (obliczona jako wartosé sity oddzialywan, dla ktérej Es(go) = 0.5). Sita oddzialy-

wan g wyrazona jest w jednostkach /h3Q2/m, zasieg oddzialywan w jednostkach
h/mS.

Wszystkie te efekty mozna traktowacé jako odzwierciedlenie podobnej zaleznosci dla
energii ukladu (w poblizu g = 0, im w wyzsze, tym energia E»(g,w) jest mniej czula
na zmiany g). Zgodnie z naszym wyjasnieniem fenomenologicznym (podrozdzial 2.5,
str. 22) warto$¢ go réwna jest w przyblizeniu sile oddzialywan, dla ktérej Fy(g) < E;. Tak
wiec przesuwanie sie gg dla wzrastajacego zasiegu oddzialywan wynika bezposrednio ze
stabnacej zaleznosci F(g) od g, tj. dla wyzszego w trzeba wiekszej sity oddzialywan, zeby
sthtumié tunelowanie sekwencyjne w takim samym stopniu. W granicy w — oo wartosé
go zmierza do minus nieskonczonosci. Wynika to z faktu, ze, jak wspominaliSmy, w
granicy w — oo energia ukladu zbiega do wartosci Fy(g) = 1 + g/(2w), tak wiec wartosc¢
krytycznego punktu g, w ktéorym Fs(go) = 0.5, wynosi w tej granicy gy = —w.

W tym miejscu warto zauwazy¢, ze powyzsze rozwazania maja znaczenie dla praktyki
eksperymentalnej. Wskazuja one bowiem kolejna droge do bardziej kompletnej kontroli
doswiadczalnej nad wlasciwo$ciami tunelujacego ukladu. Przez zmiane parametru w
mozna bowiem regulowac¢ wartos¢ krytycznej sity oddzialywan gg, przy ktérej nastepuje
zmiana charakteru tunelowania z sekwencyjnego na tunelowanie par. Z drugiej strony,
do$wiadczalne ustalenie krytycznej wartosci gy moze poméc w wyznaczeniu efektywnego
zasiegu oddzialtywan w.

Podsumowujac, dla zbadanych przez nas wartosci zasiegu oddzialywan w > 0 uktad
dwdéch bozonéw zachowuje sie w bardzo podobny sposéb, co uklad bozonéw oddziatujacych
kontaktowo. W szczegé6lnosci dynamika uktadu jest w obu przypadkach zdefiniowana
przez przejscie miedzy dwoma rezimami, ktére nastepuje po przekroczeniu krytyczne;j
wartosci sily oddzialywan. Najwazniejsza réznica w stosunku do przypadku oddziatywan
kontaktowych (z punktu widzenia dynamiki tunelowania) jest fakt, ze parametr zasiegu
oddzialywan w pozwala na regulacje calkowitej energii poczatkowej Fs(g), co przeklada
sie na wartodci takie jak stala rozpadu 7(g) lub wartosé krytycznej sity oddziatywan go.



Rozdzial 4

Fermiony z oddzialywaniami o
skonczonym zasiegu

W poprzednich rozdzialach skupialiSmy sie na tunelowaniu ukladéw kilku bozonéw.
Jednak w realizacjach ukladéw ultrazimnych atoméw moga by¢ wykorzystane takze
atomy fermionowe, np. Li lub “°K [115]. Ze wzgledu na statystyke czastek uklad
fermionéw rézni sie znacznie od bozonowego. Zachodzi zatem pytanie, czy dynamika
tunelowania dla ukladu kilku fermionéw réznitaby sie znaczaco od bozonéw.

W tym rozdziale analizujemy (podobnie jak dla bozonéw) dynamike uktadu dwéch
identycznych fermionéw oddziatlujacych potencjalem o réznych wartosciach silty i zasiegu
oddzialywan. Wyniki poréwnujemy z rezultatami uzyskanymi dla ukladu bozonéw z
tymi samymi oddzialywaniami, by przekonac sie, jaki wplyw na dynamiczne wlasnos$ci
ukladu ma kwantowa statystyka pomiedzy nierozréznialnymi czastkami.

4.1 Hamiltonian ukladu wielocialowego i jego widmo

Rozwazamy uklad dwéch identycznych fermionéw z oddzialywaniami o niezerowym za-
siegu. Potencjal oddzialywania U(r) (3.3) ma te sama postac, co w poprzednim rozdziale.
Hamiltonian bedzie zatem mial podobna postaé, jak dla dwéch bozonéw:

2 2 92
H= Z; [ 3 02 + Vaeos(z) | + Uy — 2). (4.1)
Tym razem jednak, ze wzgledu na fermionowa statystyke, rozwazamy dzialanie
tego hamiltonianu w podprzestrzeni funkcji falowych antysymetrycznych ze wzgledu
na zamiane czastek. Ta zmiana ma tez wplyw na potencjal, w ktérym przygotowany
jest uklad. Dwa fermiony nie moga bowiem znajdowac sie¢ w tym samym stanie, wiec
musimy przyjac¢ wieksza warto$é )\, jesli chcemy, by wysoko§é bariery byla wyzsza niz
energia poczatkowa ukladu. Dlatego w dalszej analizie przyjmujemy A = 2.5.
Zacznijmy od kroétkiej charakterystyki widma. Na rys. 34 przedstawiono energie
wielocialowych stanéw wlasnych hamiltonianu (4.1) dla dwéch fermionéw, w zaleznosci
od sily oddzialywan g. Wyniki pokazano dla w = 0.5 oraz w = 1.5. Warto poréwnaé
te ilustracje z analogicznym widmem dla bozonéw (rys. 26b na str. 39). Jak widac,
struktura tego widma jest bardzo podobna. Klasyfikacja stanéw na poszczegélne grupy
(oznaczone kolorami: niebieskim, zielonym, czerwonym) pozostaje analogiczna, co w
tamtym przypadku. Tutaj zatem zwr6émy uwage jedynie na réznice w poréwnaniu z
przypadkiem bozonowym.

49
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Rysunek 34: Widmo energii wlasnych hamiltonianu (4.1) dla N = 2 fermionéw w
zaleznoSci od sily oddzialywan g, dla zasiegu oddzialywan (a) w = 0.51 (b) w = 1.5.
Oznaczenia stanéw kolorami sa analogiczne jak na rys. 26. Obliczen dokonano
dla ukladu ograniczonego do obszaru x € [—4,40]. Energie podano w jednostkach
hQ, site oddzialywan w jednostkach /h3(2/m, zasieg oddzialywan w jednostkach

/i/mSd.

Najbardziej istotna réznica jest to, ze, o ile dla bozonéw stany zwiazanych par po-
jawialy sie juz dla g < 0, dla fermionéw pierwsze stany zwiazanych par pojawiaja sie
dopiero dla g ponizej pewnej wartosci gpair < 0 (zaleznej od w). Na przyktad dla przed-
stawionych przypadkéw mozna zobaczyé, ze dla w = 0.5 1 w = 1.5 progowa wartosc sity
oddziatywan to odpowiednio gpair & —9 1 gpair & —3. Jest to bezposredni skutek tego, ze
funkcja falowa, opisujaca pare identycznych fermionéw, musi byé antysymetryczna przy
zamianie obu czastek. Jak pamietamy z dyskusji o0 widmie hamiltonianu ruchu wzgled-
nego H,, dla potencjalu oddzialywan U(r) pierwszy antysymetryczny stan zwiazany
pojawia sie dopiero dla odpowiednio silnych oddzialywan przyciagajacych (patrz widmo
stanéw wlasnych H,, rys. 25 ze str. 38). Poréwnujac rys. 25 z rys. 34 widzimy, ze wartosé
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Rysunek 35: Krytyczna sila oddziatywania gy,i,, ponizej ktérej w ukladzie dwéch
fermionéw moze wystapié taczenie sie¢ w pary. Pokazano wyniki obliczone nume-
rycznie dla dokladnego potencjatu U(r) oraz wynik gp.i; ~ 72/(2w) dla modelu, w
ktérym potencjal przyblizono w postaci studni prostokatnej. Energie podano w
jednostkach hQ), sile oddzialywan w jednostkach /3 /m, zasieg oddzialywan w

jednostkach /h/mQ.

sily oddzialywan, dla ktérej w widmie H, pojawia sie pierwszy stan antysymetryczny,
jest w przyblizeniu réwna wlasnie gpair.

W istocie wartoS¢ gp.ir mozna przewidzie¢ dos¢ Scisle, bez koniecznosci numerycznych
obliczen. Dla uproszczonego hamiltonianu H,s (3.7), opisujacego czastke w studni pro-
stokatnej, istnieje Sciste wyrazenie na liczbe stanéw zwiazanych [116]. Podstawiajac
odpowiednie wartosci (masa czastki 1/2, szeroko$¢ studni 2w, glebokos¢ studni g/(2w))
otrzymujemy wyrazenie na liczbe stanéw zwiazanych n = [(\/2|g|w/7]|, gdzie [-] to
funkcja zaokraglenia w gére do najblizszej liczby calkowitej. Zatem warunek na obecnosé
drugiego (antysymetrycznego) stanu zwiazanego to /2w|g|/m > 1, co daje nam wyra-
zenie gpair ~ 72/(2w). Na rys. 35 poréwnujemy to wyrazenie z obliczona numerycznie
wartoscia gp.ir dla potencjatu U(r) (gpair definiujemy jako najwyzsza wartosé g, dla ktérej
w widmie H, (3.5) istnieja co najmniej dwa stany o ujemnej energii.) Okazuje sie, ze obie
te metody daja bardzo zblizone wyniki.

7 powyzszej obserwacji wynikaja dwie kwestie, istotne dla dynamiki tunelowania
fermionéw. Po pierwsze, tunelowanie par dla ukladéw fermionowych nie bedzie sie w
ogole pojawiato dla oddzialywan przyciagajacych o zbyt matlej sile. Po drugie, badanie
uktadéw fermionowych pod katem tunelowania par bedzie wymagalo znacznie wiekszego
przyciagania niz w przypadku bozonowym. O ile dla dwéch bozonéw mogliSmy obserwo-
wacé praktycznie cala réznorodno$é proceséw tunelowania bez rozwazania oddzialywan
ponizej g ~ —2, o tyle dla fermionéw z oddzialywaniami o zasiegu w = 0.5 obserwacja tu-
nelowania par bedzie wymagatla przejscia do dos¢ silnych oddziatywan g < —9. Co istotne,
w granicy oddzialywan kontaktowych (w — 0) graniczna wartosé przyciagania gpai, dazy
do —o0 i tym samym dominacja tunelowania par nie jest w ogdle mozliwa. Wiaze sie to
wprost z faktem, ze oddzialywania kontaktowe miedzy identycznymi fermionami znikaja
i nie maja zadnego wplywu na ich fizyke.
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Rysunek 36: (a) Energia stanu podstawowego dwéch fermionéw w putapce har-
monicznej (linie ciagle) jako funkcja sily oddzialywan g przy stalym zasiegu oddzia-
lywan w, poré6wnana z energia stanu podstawowego dla dwdéch bozonéw z takimi
samymi oddzialywaniami (linie kreskowane). Pokazano takze energie fermionéw w
granicznym przypadku w — 0. (b) Energia stanu podstawowego dwéch fermionéw
jako funkcja zasiegu oddzialywan w przy stalej sile oddzialywan g. Widzimy, ze
energia ukladu fermionéw jest mniej czula na oddzialywania ze wzgledu na zni-
kanie funkcji falowej w » = 0. Dla w wzrastajacych powyzej zera energia staje sie
bardziej czula na zmiany w g, ale dla bardzo duzych w na powrdét zaczyna zblizaé
sie do energii uktadu nieoddzialujacego. Energie podano w jednostkach 7<), zasieg
w w jednostkach /h/mf}, sile oddzialywan w jednostkach /h3Q/m.

4.2 Stan poczatkowy ukladu

Poréwnajmy teraz stan poczatkowy dwéch fermionéw ze stanem poczatkowym dwoch
bozonéw. Stan poczatkowy definiujemy w podobny sposéb jak poprzednio, tj. jako stan
podstawowy N fermionéw oddzialujacych potencjalem U(r), umieszczonych w studni
oscylatora harmonicznego. W tym przypadku wartosé otrzymanych numerycznie energii
réwniez jest bliska odpowiednim wynikom analitycznym z pracy [114].

Na rys. 36a przedstawiono energie stanu podstawowego Fs (g, w) dla dwéch fermio-
néw w zalezno$ci od parametru g (linie ciagle), w poré6wnaniu z energia analogicznego
ukladu dwéch bozonéw (linie przerywane). Mozna zauwazy¢, ze energia dwéch fermio-
néw, w poréwnaniu z ukladem bozonowym, jest mniej czula na zmiany g (nachylenie
krzywej Fs(g, w) jest mniejsze). Wynika to z faktu, ze funkcja falowa dwéch identycznych
fermionéw znika dla z1 = x9, przez co oddzialywania miedzyczastkowe o niewielkim
zasiegu sa stabo odczuwalne.

W granicy w — 0 potencjal U(r) jest niemal r6wnowazny potencjalowi gd(r), przez co
oddzialywania miedzy identycznymi fermionami zanikaja caltkowicie i energia zbiega
do stalej wartosci (dla dwéch fermionéw energia ta wynosi Fy = 1/2 + 3/2 = 2, tj.
suma energii dwéch pierwszych stanéw wtasnych oscylatora harmonicznego). W miare
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zwiekszania w powyzej zera, oddzialywania staja sie bardziej odczuwalne (co widaé¢ po
wzrastajacym nachyleniu F,; w poblizu punktu g = 0). Zauwazmy, ze jest to zachowanie
wprost przeciwne w stosunku do ukladu dwéch bozonéw, w ktérym wzrost w powoduje,
ze energia Fs w poblizu punktu g = 0 staje sie mniej czula na oddzialywania. Jednak
nalezy zwrdéci¢ uwage, ze w granicy w — oo oddzialywania nie sa juz odczuwalne przez
uklad dwéch fermionéw, z tego samego powodu, co dla bozonéw. Dlatego dla bardzo
duzych w trend ten ulegnie odwrdéceniu i dalszy wzrost w powoduje, ze energia zbliza sie
do warto$ci nieoddziatujacej. Widac¢ to wyraznie na rys. 36b, gdzie ukazano, jak zmienia
sie energia ukladu Fs(g, w) w miare regulacji w, przy zachowaniu stalej wartosci g. W
stosunku do bozonéw istotna réznica jest fakt, ze tym razem E, dazy do tej samej stalej
warto$ci zar6wno w granicy w — oo (z tego samego powodu, co dla bozonéw), jak i w
granicy w — 0 (z powodu znikania funkgcji falowej dla z1 = z5). Tak wiec zaleznos¢ F- od
zasiegu w jest wyraznie niemonotoniczna zaréwno dla oddzialywan przyciagajacych, jak
i odpychajacych. Jednak takie duze warto$ci w wychodza poza zakres tej rozprawy.

Podobnie, jak w przypadku bozonéw, dla bardzo duzych g energia czastek uciekajacych
ze studni moze przekroczyé wysoko§é bariery A = 2.5. Dlatego przy analizie dynamiki
ukladu fermionowego ograniczymy sie do oddzialywan g < +6.0, dla ktérych energia jest
wystarczajaco niska.

Przyjrzyjmy sie teraz rozkladowi gestosci fermionéw w stanie podstawowym. Na
rys. 37 ukazano dwu- i jednocialowy profil gestos$ci dla stanu poczatkowego dwéich
fermionéw, dla réznych wartosci sily oddzialywan ¢ oraz zasiegu oddzialtywan w.
Zielonymi liniami zaznaczono obszar dwucialowej przestrzeni konfiguracyjnej, dla
ktorego |z1 — z2| < w. Antysymetria fermionowej funkcji falowej gwarantuje, ze
p2(x1,x2) = pa(z2,z1). Mozna poréwnac te ilustracje z analogiczna ilustracja dla bo-
zonow (rys. 29 na str. 43).

Dla g = 0.0 (gérny rzad) stan poczatkowy jest antysymetryczna kombinacja dwéch
najnizszych stanéw oscylatora harmonicznego i w zwiazku z tym po(z1,z2) ~ (21 —
xg)Ze*(‘”%”%). Profil dwuciatowy p» ma w tym przypadku zupelnie inna postaé niz dla
stanu podstawowego bozonéw. Wystepuja w nim wyrazne antykorelacje miedzy potoze-
niami czastek (znalezienie fermionéw z tej samej strony studni jest mniej prawdopodobne
niz po przeciwnych stronach). Inna posta¢ w stosunku do bozonéw ma tez profil jednocia-
lowy p1, ktory tym razem ma dwa maksima, potozone po obu stronach studni.

Spéjrzmy teraz na przypadek oddzialywan o wzglednie malym zasiegu w = 0.5
(srodkowy rzad). Dla oddzialywan przyciagajacych (¢ = —12) fermiony zblizaja sie
do siebie, a gestos¢ dwucialowa skupia sie blizej diagonali x; = z5. Profil gestosci
jednocialowej p; staje sie wezszy, a co wiecej, dla tak duzych przyciagan oba maksima
zblizaja sie do centrum studni i lacza sie w jedno maksimum. Inaczej jest dla oddzialywan
odpychajacych (¢ = +2,9 = +12). Poniewaz gesto$é stanu nieoddzialujacego juz jest
praktycznie zerowa w obszarze |r; — 3| < w, oddzialywania odpychajace praktycznie
nie maja wplywu na stan poczatkowy i zaréwno rozklad po, jak i rozklad p; pozostaja
prawie niezmienione.

Przejdzmy teraz do oddzialywan o wiekszym zasiegu w = 1.5 (dolny rzad). Dla od-
dzialywan przyciagajacych (g = —12) zachowanie ukladu jest podobne, jak w przypadku
w = 0.5. Tym razem jednak efekt dla tej samej wartosci g jest stabszy — gesto$é nie
jest réwnie silnie skupiona blisko diagonali 21 = 2, a maksimum profilu p; nie jest
réwnie wysokie. W przypadku oddzialywan odpychajacych (g = +2, g9 = +12) zasieg w
jest wystarczajaco duzy, by oddzialywania mialy odczuwalny wplyw na profil funkcji
falowej. Dla wystarczajaco duzej wartosci g nastepuje calkowite opréznienie obszaru
|x1 — 22| < w, tak, ze dwa maksima w rozkladzie ps oraz p; zostaja rozepchniete na
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Rysunek 37: (a) Rozklad gestosci dwucialowej p2(z1,x2) oraz (b) rozklad gestosci
jednocialowej p;(x) stanu podstawowego ukladu N = 2 fermionéw dla réznych
wartosci sily oddzialywan g oraz zasiegu oddzialywan, w. Goérny rzad — ukltad
nieoddzialujacy (g = 0); Srodkowy i dolny rzad — uklad oddzialujacy potencjatem
U(r) z zasiegiem w = 0.5 lub w = 1.5. Zielone linie kreskowane na wykresach
p2(x1, z2) Wyznaczaja granice obszaru |1 — z2| < w. Polozenie i zasieg w podano w

jednostkach /h/mf, site oddzialywan w jednostkach /#3Q/m.

boki, a znalezienie fermionu w centrum studni staje sie znacznie mniej prawdopodobne.
Warto w tym miejscu wspomnie¢, ze w granicy zupelnej separacji miedzy czastkami wiele
fizycznych wlasciwosci ukladu nie zalezy od statystyki ukladu, zatem réznica miedzy
fermionami i bozonami zanika [114]. Mozna sie o tym przekonaé, poréwnujac profil
gestosci stanu podstawowego fermionow dla w = 1.5,9 = +12 oraz analogiczny profil
dla stanu bozonéw z tymi samymi parametrami oddzialywan (patrz rys. 29 na str. 43).
Profile te sa bardzo podobne do siebie.

4.3 Dynamika po otwarciu studni

4.3.1 Ewolucja gestosci prawdopodobienstwa

Przejdzmy teraz do analizy dynamicznych wlasciwosci uktadu. Podobnie, jak wczeéniej,
zaczynamy od zbadania ewolucji ewolucji gestosci dwucialowej po (1, x2;t) po otwarciu
studni w chwili ¢ = 0. Na rys. 38 ukazano postac profilu gestosci p» w réznych chwilach
t, dla uktadu dwoéch nieoddzialujacych fermionéw (mozna poréwnac z analogicznym
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Rysunek 38: Ewolucja w czasie rozkladu gestosci pa(x1, z2,t) dla ukladu dwéch
nieoddzialujacych fermionéw. Linie kreskowane oznaczaja granice studni z,, = v/5
i dziela przestrzen konfiguracyjna na trzy rézne obszary P;. Odleglos$ci podano w
jednostkach \/h/mS), site oddzialywan w jednostkach /3 /m, czas w jednostkach
1/Q.

rysunkiem dla nieoddzialujacych bozonéw — pierwszy rzad na rys. 7 ze str. 15).

Ze wzgledu na inng statystyke czastek, dynamika dla dwéch fermionéw juz dla
ukladu nieoddzialujacego rézni sie znacznie od dynamiki bozonéw. W tym przypadku
dwucialowa funkcja falowa nie jest juz iloczynem dwéch identycznych jednocialowych
funkgcji falowych, lecz jest antysymetryczna kombinacja dwéch ortogonalnych jednociato-
wych funkcji falowych. Gestosé na diagonali x; = x5 pozostaje zerowa niezaleznie od ¢, a
jednoczesne tunelowanie dwéch fermionéw jest sttumione. W ukladzie obecne sa zatem
niezerowe korelacje miedzyczastkowe, choé sa to korelacje trywialne, wynikajace jedy-
nie ze statystyki czastek. Jedynym mechanizmem tunelowania jest w tym przypadku
tunelowanie sekwencyjne: gestos¢ przeptywa z obszaru P, do P, a stad do Py.

Po krétkim czasie od rozpoczecia ewolucji ukladu w obszarze Py widoczne sa serie
rownoleglych prazkéw o zerowej gestosci, réwnolegltych do diagonali x; = z5. Ich obecno$é
mozna w prosty sposéb wyjasni¢ jako wynik interferencji miedzy funkcjami falowymi
dwéch niemal swobodnych czastek o réznych pedach. W tym przyblizeniu gestosé
dwucialowa w obszarze P, przybiera postaé ps(z1,z2) ~ |eF171eih2r2 _ gikomigibizz |2
2[1—cos[(ka —k1)(x1 —x2)]]. Poniewaz kazdy z dwéch fermionéw ma poczatkowo okreslona
wartoéé energii (E = 1/2 i E = 3/2), odpowiadajace im pedy ki = 1, ks = /3 sa tatwe do
obliczenia. Podstawiajac wartosci k1, ko do powyzszego wzoru, otrzymamy ps o postaci
serii prazkéw interferencyjnych w odstepach zblizonych do tych przedstawionych na
ilustracji.

Obecnosé tych linii mozna tez zinterpretowac w sposéb bardziej fenomenologiczny.
Jako pierwszy studnie moze opusci¢ fermion w stanie podstawowym lub w stanie wzbu-
dzonym (tuneluja one calkowicie niezaleznie od siebie). Mozemy zatem w przyblizeniu
zalozy¢, ze pozostaly w studni fermion jest w superpozycji stanéw podstawowego i wzbu-
dzonego. Fermion w takiej superpozycji bedzie regularnie oscylowal wewnatrz studni
(z okresem réwnym 27 jednostek czasowych). Oscylacja ta jest w istocie widoczna jako
falisty ksztalt gestoSci w obszarze P,. Tunelowanie tego fermionu staje sie bardziej
prawdopodobne, gdy dociera on do bariery po prawej stronie studni. Zatem przepltyw
gestosci po z obszaru P, do Py zachodzi w regularnych odstepach czasowych, co prowadzi
do powstania regularnej serii linii w obszarze Py.

Przyjrzyjmy sie teraz dynamice p, dla niezerowych oddzialywan miedzy fermionami.
Ewolucje p; dla réznych wartosci parametrow ¢ i w ukazano na rys. 39. W przypadku
oddzialywan odpychajacych (¢ = +5) ich wplyw na dynamike zalezy silnie od zasiegu
w. Dla wzglednie malego zasiegu w = 0.5 (pierwszy rzad), jak juz zauwazyliSmy przy
omawianiu stanu poczatkowego, dodatkowe odpychania praktycznie nie maja wplywu
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Rysunek 39: Ewolucja w czasie rozkladu gestosci pa(x1, z2,t) dla ukladu dwéch
fermionéw o réznych wartosciach sily oddzialywan g i zasiegu oddzialtywan w ((a)
w = 0.5, (b) w = 1.5). Linie kreskowane oznaczaja granice studni z,, = /5 i dziela
przestrzen konfiguracyjna na trzy rézne obszary P;. Odleglosci i zasieg oddziatywan
podano w jednostkach /fi/m(2, site oddzialywan w jednostkach /h3Q/m, czas w
jednostkach 1/9.

na zachowanie ukladu. Tak wiec dynamika p, pozostaje praktycznie taka sama, jak dla
ukladu nieoddzialujacego. Inaczej jest dla wiekszego zasiegu w = 1.5 (trzeci rzad). Tutaj
oddzialywania maja na tyle daleki zasieg, ze sa odczuwalne mimo znikania gestosci
na diagonali ;1 = xo 1 w widoczny sposéb wplywaja na dynamike ukladu. Powoduja
miedzy innymi zmiane ksztaltu minimoéw interferencyjnych w obszarze Py. Oczywiscie,
niezaleznie od w, tunelowanie zachodzi tylko sekwencyjnie, gdyz laczenie sie fermionéw
w pary dla oddzialywan odpychajacych w ogdle nie jest mozliwe.

Spéjrzmy teraz na przypadek silnych oddzialywan przyciagajacych (¢ = —11). Dla
tej sily oddzialywan mozliwe jest tworzenie zwiazanych par fermionowych i stan po-
czatkowy moze rozpas¢ sie przez tunelowanie par. Dla ¢ = —11,w = 0.5 (drugi rzad)
nadal wystepuje widoczny wklad tunelowania sekwencyjnego, o czym $wiadczy przeplyw
gestosci z obszaru P do P,. Zauwazy¢ mozna tez jednak tunelowanie par, jako obszar
o zwiekszonej gestosci otaczajacy diagonale ©1 = x5. Dla przypadku g = —11,w = 1.5
(czwarty rzad) tunelowanie sekwencyjne zanika i fermiony sa emitowane tylko jako
pary. Widzimy zatem, ze dla fermionéw istnieje rezim zdominowany przez tunelowanie
par, podobnie, jak dla bozonéw. Zauwazmy, ze wplyw regulacji w na dynamike jest tu
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Rysunek 40: Ewolucja w czasie prawdopodobienstw P, (¢) znalezienia dokladnie n
czastek w studni, dla ukladu dwéch fermionéw o réznej sile oddzialywan g i zasiegu
oddziatywan w: (a) brak oddzialywan, (b) w = 0.5, (¢) w = 1.5. Mozna poréwna¢ ten
rysunek z analogicznymi wynikami dla bozonéw (rys. 31 na str. 46). Czas podano w
jednostkach 1/9Q, sile oddzialywan g w jednostkach /h3Q/m.

odwrotny niz dla bozonéw: zwiekszenie w powoduje, ze tunelowanie sekwencyjne jest ttu-
mione w wiekszym stopniu. Mozna wytlumaczy¢ ten efekt przez odwolanie do catkowitej
energii ukladu (patrz rys. 36 na str. 52). Dla g = —11, zwiekszenie zasiegu oddzialywan
z w = 0.5 do w = 1.5 powoduje spadek energii ukladu i tym samym silniejsze ttumienie
tunelowania jednocialowego.

Spéjrzmy teraz na ewolucje poszczegélnych prawdopodobienstw P,. Na rys. 40
ukazujemy ewolucje prawdopodobienstw Py, P, Py dla ukladu dwéch fermionéw, dla
réznych warto$ci sily oddzialywan ¢ oraz zasiegu oddzialywan w. Poréwnujac je z
analogicznymi wynikami dla bozonéw (rys. 31 ze str. 46) stwierdzamy, ze ewolucja P,
przebiega bardzo podobnie do przypadku bozonowego. Tak, jak poprzednio, w granicy
silnych przyciagan uklad przechodzi do rezimu, w ktérym P;(¢) pozostaje caly czas
bliskie zera.

Wplyw wartosci zasiegu oddzialywan w na dynamike P, (t) jest w tym przypadku
odwrotny niz dla bozonéw. Dla oddzialywan odpychajacych wzrost w powoduje wyrazne
przyspieszenie spadku prawdopobienstwa P(t). Z kolei dla oddziatlywan przyciagajacych
zwiekszenie w powoduje, ze spadek P»(t) jest wolniejszy, a maksimum P; (¢) przybiera
mniejsza wartosé. Swiadczy to o tym, ze tunelowanie sekwencyjne jest bardziej ttumione
w miare wzrostu w. Efekty te stanowia odzwierciedlenie faktu, ze wraz ze wzrostem
w uklad dwéch identycznych fermionéw staje sie bardziej czuly na oddzialywania, co
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przeklada sie odpowiednio na dynamike P, (t).

Powyzsze wyniki potwierdzaja, ze mimo réznic w kwantowej statystyce, jakiej pod-
legaja czastki, uklad dwdéch fermionéw wykazuje przejscie miedzy dwoma rezimami
tunelowania w sposéb analogiczny jak uklad bozonowy. Warto ponadto zauwazy¢, ze w
tym przypadku wszelkie jakoSciowe réznice miedzy dynamika bozonéw a fermionéw sa
praktycznie niewidoczne na poziomie wycalkowanych prawdopodobienstw P,, (oczywiscie
za wyjatkiem réznic w krytycznych warto$ciach odzialywania g, w ktérych zmienia sie
mechanizm tunelowania).

4.3.2 Stala rozpadu i udzial tunelowania par

Przyjrzymy sie teraz dokladniej przejsciu miedzy réznymi procesami tunelowania, anali-
zujac zachowanie stalej rozpadu v oraz wycatkowanych pradéw prawdopodobienstwa
J(t), Ji(t) 1 Jo(t). Tak, jak w przypadku bozonowym, rozpad stanu poczatkowego uktadu
fermionowego przebiega w sposéb wykladniczy z dobrze okreslona stala rozpadu ~, ktéra
mozna znalezé przez dopasowanie funkcji wykladniczej do P2(t). Podobnie, wartosci
J1/J, Jo/J pozostaja stale w czasie podczas praktycznie calej ewolucji.

Na rys. 41a przedstawiono wartos$¢ stalej rozpadu v(g) oraz jej podatnosci x(g) dla
ukladu dwéch fermionéw w funkcji g, dla réznych wartosci zasiegu oddzialywan w.
Ponizej (rys. 41b) przedstawiono warto$¢ wzglednego udziatlu tunelowania par Jy/J w
funkcji g. Mozna poréwnacé te wyniki z analogicznymi wynikami dla bozonéw (rys. 32 na
str. 47).

Pierwsza rzucajaca sie w oczy réznica w stosunku do bozonéw jest fakt, ze tym razem
w miare wzrostu w wartos¢ ~ staje sie coraz bardziej czula na zmiany ¢ (nachylenie
wykresu ro$nie), co stanowi przeciwienstwo przypadku bozonowego. Skutkuje to tym, ze
dla oddzialywan odpychajacych stala rozpadu zwieksza sie wraz z w, a dla oddzialywan
przyciagajacych spada w miare wzrostu w. Jest to zaleznosé analogiczna do tej, ktora
zaobserwowaliSmy dla calkowitej energii F2(g) ukladu (patrz rys. 36 na str. 52). W
granicy w — 0 oddzialywanie U(r) znika dla identycznych fermionéw, wiec w tej granicy
v(g) przybiera wartosé niezalezna od g (zaznaczona na rysunku linig przerywana).

W tym miejscu trzeba jednak zaznaczyé¢, ze ten trend jest zachowany tylko dla
wzglednie malych zasiegéw oddzialywan, rzedu jednej jednostki dlugosci (w < 1.0).
Mozna bowiem przewidywac, ze w granicy w — oo stala rozpadu ~ zmierza do stalej
wartosci tak samo, jak dla w — 0, z tych samych powodoéw, co dla bozonéw. Tak wiec dla
bardzo duzego zasiegu w przewidzie¢ mozna, ze trend wzrastajacej czutosci v na zmiany
g ulegnie odwroceniu. Na przyklad widac, ze dla duzego zasiegu w = 1.5 nachylenie
krzywej v(g) juz nie rosnie, ale jest niemal identyczne co dla w = 1.0.

Widzimy, ze zalezno$c¢ stalej rozpadu 7(g) od ¢ ma podobna wlasciwosé, jak dla
bozonéw — istnieje krytyczna sila oddzialywan gg (jest to wielkosé zalezna od w), w ktorej
wystepuje nagla zmiana w przebiegu v(g) i pojawia sie ostry pik w x(g). W tej samej
wartosci go wystepuje takze przejscie ukladu miedzy rezimami zdominowanymi przez
tunelowanie sekwencyjne i tunelowanie par. Podobnie, jak dla bozonéw, wartos¢ gg
mozna bezposrednio powigzac z energia ukladu jako wartosc g, ponizej ktérej E2(g) < E.
Wartos¢ gy przesuwa sie w strone silniejszych oddzialywan przyciagajacych wraz ze
spadkiem w i w granicy w — 0 warto$¢ ta dazy do minus nieskonczonosci. Przy tej okazji
widaé wyraznie, ze dla fermionéw analiza tunelowania par wymaga sit oddzialywan o
znacznie wiekszej skali niz w przypadku bozonéw. Dla zobrazowania tego faktu mozna
rozwazy¢, ze, o ile dla uktadu bozonowego zmiana w od wartos$ci w = 0.25 do w = 1.5
powoduje wzglednie niewielkie przesuniecie wartosci gg, o tyle dla ukladu fermionowego
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Rysunek 41: (a) Stala rozpadu ~(g) dla Ps(t) jako funkcja sily oddzialywan g
i zasiegu oddzialywan w, dla ukladu dwéch fermionéw. Wstawka: Podatnosé¢
x(9) = v~1(9v/dg). (b) Stosunek .J,/.J, wyrazajacy wzgledny udziat tunelowania
par w ogélnej dynamice tunelowania ukladu dwéch fermionéw, w zaleznosci od
silty oddzialywan ¢ i zasiegu oddzialywan w. Sila oddzialywan wyrazona jest w
jednostkach +/73Q2/m, zasieg oddzialywan w jednostkach /i/mQQ, stala rozpadu w
jednostkach Q, podatnos¢ w jednostkach /m/h3Q.

analogiczne przesuniecie g, jest o rzad wielko$ci wieksze.

Zastanéwmy sie teraz, w jaki sposéb dotychczasowe obserwacje z tego rozdziatu
wskazuja droge do kontrolowania wlasciwosci ukltadu na drodze regulacji w. Podobnie
jak w przypadku bozonowym, przez zmiane warto$ci w mozna wplywac¢ na energie
poczatkowa ukladu i tym samym posrednio manipulowaé wartoscia go. Ponadto, jak
zauwazyliSmy w podrozdziale o widmie hamiltonianu fermionowego (podrozdzial 4.1),
tworzenie zwiazanych par staje sie mozliwe tylko ponizej pewnej wartosci g = gpair, ktéra
tez jest zalezna od zasiegu oddzialywan w. Na rys. 42 ukazujemy wartosci gpair 1 go W
zaleznosci od w. Jak widaé, poprzez zmiane w mozna je regulowaé w dosé szerokim
zakresie (choé nie niezaleznie od siebie). Otwiera to nowe mozliwos$ci do§wiadczalnej
regulacji wlasciwosci ukladu. Co wiecej, jak zauwazyliSmy w podrozdziale 2.6 (str. 23),
zmiana ksztaltu potencjalu poza studnia takze wplywa na krytyczna wartosc gg, co
potencjalnie otwiera droge do niezaleznej manipulacji warto§ciami gg i gpair. Warto z
drugiej strony zauwazy¢, ze dos§wiadczalne ustalenie krytycznej wartosci go badz gpair (na
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Rysunek 42: Warto$é dwaéch granicznych sil oddzialywan ¢ w funkceji zasiegu
oddzialywan w: gpair, ponizej ktérego w widmie hamiltonianu wielocialowego poja-
wiaja sie stany zwigzane dla dwéch fermionéw, oraz gg, ponizej ktérego nastepuje
przejscie do rezimu dominacji tunelowania par (zdefiniowana jako E2(go) = 0.5). Wi-
doczne sa trzy odréznialne obszary, opisane tekstowo. Sila oddzialywan g wyrazona
jest w jednostkach /h3Q2/m, zasieg oddzialywan w jednostkach /h/mS.

drodze analizy dynamiki uktadu) moze pozwoli¢ na wyznaczenie efektywnego zasiegu
oddzialywan w.

Podsumujmy wyniki tego rozdziatu. Ustaliliémy, ze wlasciwosci uktadu dwéch fer-
mionéw pod pewnymi wzgledami sa znacznie inne niz w przypadku bozonéw. Pierwsza
réznica jest zauwazalnie odmienna posta¢ dwucialowych korelacji gestosci po. Druga
réznica dotyczy zachowania energii ukladu i stalej rozpadu przy regulacji zasiegu oddzia-
lywania w (dla niewielkich wartosci w). W przypadku bozonéw, jak pamietamy, wzrost
zasiegu w powoduje oslabienie wplywu oddzialywan, tak, ze energia i stala rozpadu daza
do warto$ci ukladu nieoddzialujacego. Inaczej jest w przypadku fermionéw: poniewaz w
granicy w — 0 oddzialywanie miedzy fermionami znika, wzrost w powoduje nasilenie
wplywu oddzialywan. Trzecia réznice stanowi fakt, ze dla fermionéw zaobserwowanie
tunelowania par wymaga znacznie silniejszego oddzialywania przyciagajacego. Jednak,
pomimo tych wszystkich réznic, dynamike dla uktadu fermionéw mozna — tak samo jak
dla bozon6éw — opisa¢ w kategoriach naglego przejscia miedzy ré6znymi mechanizmami
tunelowania, ktére mozna wykry¢ np. poprzez analize stalej rozpadu ~(g).



Rozdzial 5

Wnioski 1 zakonczenie

W rozprawie przedyskutowalem dynamike jednowymiarowego uktadu kilku identycz-
nych czastek tunelujacych z przeciekajacej studni potencjalu do otwartej przestrzeni.
Moim celem bylo systematyczne zbadanie, jak dokladnie bedzie wygladato tunelowanie
w zalezno$ci od parametréow oddzialywania miedzyczastkowego — czy czastki beda opusz-
czaly studnie jedna za druga, czy tez po kilka jednoczesnie. W tym celu przeprowadzitem
bezposrednie, Sciste symulacje numeryczne dynamiki modelowego uktadu dla réznych
wartosci parametrow oddzialywania. Dynamike zbadalem z kilku réznych punktéw wi-
dzenia, takich jak stala rozpadu ukladu, dominacja ré6znych mechanizméw tunelowania
lub rozklady pedéw uciekajacych czastek.

W wyniku przeprowadzonej analizy stalo sie jasne, ze tunelowanie ukladu kilkucia-
lowego mozna opisa¢ w ramach kilku konkurujacych ze soba proceséw, odpowiadaja-
cych dominacji r6znych kanatéw tunelowania. Uklad przechodzi miedzy nimi w nagly
sposob, kiedy sita oddzialywan ¢ przechodzi przez okreslone krytyczne wartosci. Dla
ukladéw dwuczastkowych istnieja dwa takie rezimy, zdominowane przez tunelowanie
pojedynczych czastek oraz tunelowanie zwigzanych par. Dla ukladu trzech bozonéow
oddzialujacych kontaktowo istnieja natomiast trzy takie rezimy, rézniace sie tym, ktory
z poszczegbélnych mechanizmoéw rozpadu stanu poczatkowego jest dominujacy (emisja
pojedynczej czastki, pary lub trimeru).

Zmiany w dominujacym procesie tunelowania wystepuja, gdy catkowita energia
ukladu spada ponizej okreslonych wartos$ci. Korzystajac z tego faktu, mozna za pomoca
uproszczonego opisu teoretycznego wyznaczyé krytyczne wartosci sily oddzialywan,
w ktorych nastapi zmiana natury tunelowania. Ten uproszczony opis opiera sie na
zalozeniu, ze energia czastek po ucieczce ze studni ma okreslona minimalna warto$é.
Dla potencjaléw, ktore nie sa ograniczone od dotu, przejscia miedzy ré6znymi procesami
tunelowania sga mniej ostre, a krytyczne wartosci sity oddzialywan ulegaja zmianie.

Cho¢ w pracy skoncentrowalem sie gléwnie na przypadku kilku bozonéw oddzia-
tujacych potencjalem kontaktowym, to zbadalem réwniez dynamike uktadéw dwoch
identycznych czastek (bozonéw lub fermionéw) oddzialujacych sitami o skonczonym
zasiegu. Pomimo pewnych réznic, ogélny obraz przej$¢ miedzy poszczegdolnymi rezi-
mami pozostaje zachowany, niezaleznie od natury oddzialywania, a takze statystyki
czastek. Jednak oddzialywania o niezerowym zasiegu dodaja nowy parametr kontroli nad
ukladem, umozliwiajac zmiane krytycznych wartosci g, dla ktérych nastepuja zmiany
dominujacych proceséw tunelowania.

Poniewaz uklady kwantowe przedstawione w tej pracy sa mozliwe do realizacji
do$wiadczalnej, wyniki moga mieé znaczenie dla przyszlych eksperymentéw wykorzystu-
jacych ultrazimne atomy. Dlatego wlasnie duzy nacisk staralem sie polozyé¢ na charak-
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teryzowanie dynamiki za pomoca wielko$ci fizycznych, ktére sa wprost doswiadczalnie
mierzalne, takie jak stala rozpadu lub rozklad pedéw uciekajacych czastek. Otwiera to
droge do eksperymentalnego potwierdzenia tez mojej rozprawy i tym samym moze byé
uzytecznym narzedziem do zrozumienia dynamiki ukladu.

W tym miejscu nalezy podkreslic¢, ze uzyskane wyniki wciaz nie odpowiadaja na
wszystkie nurtujace pytania. Przykladowo, w tej pracy ograniczytem sie do oddzialywan
o wzglednie niewielkim zasiegu. Powstaje pytanie, jak zachowywalby sie uklad dla
oddzialywan o bardzo duzym zasiegu, rzedu co najmniej kilku naturalnych jednostek
dlugosci. Przeprowadzone przez mnie wstepne obliczenia sugeruja, ze w tej sytuacji
uklad moze mie¢ zauwazalnie inne wlasciwosci dynamiczne, m.in. dla pewnych sit
oddzialywan rozpad stanu poczatkowego moze mie¢ niewykladnicza postac.

Interesujace mozliwosci stwarza tez wyboér innego stanu poczatkowego. W pracy
zawsze zakladatem, ze w chwili poczatkowej uklad jest w wielocialowym stanie podstawo-
wym studni tuz przez jej otwarciem. Jednak wykorzystanie zamiast tego jakiego$ stanu
wzbudzonego (doswiadczalnie mozliwego do wytworzenia) mogloby zaowocowac catkiem
innymi wlasciwo$ciami dynamicznymi ukladu. Istniejace badania nad tunelowaniem ze
wzbudzonego stanu poczatkowego sugeruja bowiem, ze dynamika moze w tym wypadku
zdradzac ciekawe wlasciwosci, takie jak wyrazZnie niemonotononiczna zalezno$¢ statlej
rozpadu v(g) od g [46, 48].

Moja praca koncentruje sie na ukladach N = 21 N = 3 czastek. Jednak analiza
przypadku wiekszych liczb czastek moze byc¢ interesujaca, poniewaz w tym wypadku
istnieje jeszcze wieksza réznorodnosé mozliwych procesé6w tunelowania. Mozna na
przyklad zada¢ pytanie, czy obraz N odrebnych rezimow, pokazany dla dwéch i trzech
czastek, pozostaje w mocy dla NV > 4 czastek. Dla wystarczajaco duzych liczb czastek
mozna by tez zbadaé, w jaki sposéb wlasciwosci ukladu przechodza we wlasciwosci
tunelujacego ukladu makroskopowego (np. kondensatu Bosego-Einsteina). Mogloby to
rzucié §wiatlo na znany od dawna problem, w jaki sposéb mozna w zadowalajacy sposéb
polaczyc fizyke uktadow kilku cial, dobrze opisang standardowymi metodami mechaniki
kwantowej, z przypadkiem wielocialowym, ktéry najlepiej mozna opisa¢ metodami fizyki
materii skondensowanej i fizyki statystycznej.



Dodatek A

Wykorzystanie potencjalu
absorbujacego do symulacji
nieskonczonej przestrzeni

Rozwazany model dotyczy tunelowania czastek do otwartej przestrzeni o nieskoniczonym
rozmiarze. Jednak w symulacji numerycznej musimy sie ograniczy¢ do symulowania
tylko ograniczonego wycinka przestrzeni, z € [Tyin, Tmax]. W symulacjach przepro-
wadzanych na potrzeby tej pracy granice symulowanego obszaru dobrane sa zwykle
nastepujaco: = € [—4,300] dla przypadku N = 2 czastek oraz = € [—4,120] dla N = 3.
Tym samym symulowany obszar poza studnig jest na tyle duzy, ze dynamika jest w
przyblizeniu réwnowazna dynamice ucieczki do nieskonczonej przestrzeni. Jednak ucie-
kajace czastki docieraja w koncu do krawedzi symulowanego obszaru, powodujac ich
niefizyczne odbicia i tym samym zaburzajac wyniki symulacji. O ile mozemy jeszcze
dokladnie symulowaé¢ dynamike dla dosc kroétkich czasow ¢ (rzedu 100 jednostek czaso-
wych dla przyjetych wartosci z,.x), to poprawna symulacja dla dtugich czaséw staje sie
niemozliwa. Teoretycznie mozna oczywiscie zwiekszy¢ wielkosé symulowanego obszaru,
co pozwoliloby poprawnie symulowac¢ dynamike dla dltuzszych czaséw, ale w praktyce
powoduje to istotny wzrost zlozonosci obliczen.

W sytuacjach, kiedy niezbedna jest symulacja zachowania ukladu dla dlugich cza-
s6w, postuguje sie metoda ,,zespolonego potencjalu absorbujacego” (complex absorbing
potential), czesto wykorzystywana w numerycznych symulacjach ukladéw otwartych.
Polega ona na tym, ze do hamiltonianu jednociatlowego dodajemy czlon potencjatu urojo-
nego —il'(z), z pewna funkcja I'(z) niezerowa tylko w obszarze daleko od studni [117].
Powoduje to efektywnie pochlanianie czastek z dala od studni, tj. amplituda tych
komponentéw funkcji falowej, dla ktérych jakiekolwiek czastki przebywaja w obszarze
pochlaniania, zanika w miare ewolucji w czasie. Posta¢ funkcji I'(z) musi by¢ odpowied-
nio dobrana, by minimalizowaé odbicia od potencjalu urojonego, a zarazem zapewnié
jak najsilniejsza absorpcje [118]. Na potrzeby tej pracy wybrano tagodnie wzrastajaca
funkcje I'(z) = 6(x — 30)1073 x (z — 30)? (patrz rys. 43). Sprawdzono tez, ze wyniki
koncowe nie zaleza od szczegélow ksztattu tej funkcji.

W tym miejscu nalezy zwroci¢ uwage, ze zastosowana modyfikacja sprawia, ze w
tym podejsciu nie da sie przewidzie¢ wszystkich wlasciwosci uktadu. W szczegélnosci
wszystkie wielkosci zalezne od stanu ukladu z dala od studni sg mocno zaburzone przez
ten niefizyczny mechanizm pochlaniania [119]. Jednak wielko$ci, ktore sa zalezne
tylko od stanu czastek w poblizu obszaru studni, sa poprawnie przewidywane. Oznacza
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Rysunek 43: Postaé zespolonego potencjalu absorbujacego I'(x), powodujacego
efektywne pochlanianie czastek w obszarze z dala od studni. Czastki opuszczajace
studnie potencjalu V' (z) po dotarciu do obszaru = > 30 sa pochlaniane, dzieki czemu
odbicia od prawej krawedzi symulowanego obszaru nie zaburzaja dynamiki blisko
obszaru x = 0. Pozwala to znacznie zmniejszy¢ wielko§é symulowanego obszaru,
jednoczesnie zachowujac wierna symulacje dynamiki w poblizu z = 0. Energia i
dlugosé podane sa odpowiednio w jednostkach Qi /ii/mQ.

to tez, ze na potrzeby badania takich wielko$ci mozemy znacznie zmniejszy¢ rozmiar
symulowanego obszaru bez utraty dokladnosci, co pozwala na o wiele efektywniejsze
obliczenia numeryczne.



Dodatek B

Identyfikacja mechanizmow
tunelowania przez analize pradu
prawdopobienstwa

Aby zbadac rozpad stanu poczatkowego N-czastkowego ukladu, mozna wykorzystac
metody oparte na analizie pradu prawdopodobienstwa. Prad ten zdefiniowany jest jako
wielko$é wektorowa

- 1
J(x1..xn;t) = % [V (z1..on;t) VU (21...zn; t) — U(zy..xn; £) VI (z1xn; )] . (B

Dla uproszczenia, w dalszych rozwazaniach zakladamy N = 2. Jednak wyniki da sie
dosé tatwo rozszerzy¢ na wieksza liczbe czastek.

W chwili ¢ = 0 cala gestosé prawdopobienstwa znajduje sie w obszarze P,, zdefiniowa-
nym jako Py = {(z1,22) : 71 < 2y A 22 < 2y} (zy jest granica studni). Zatem interesuje
nas calkowity prad prawdopodobienstwa, wychodzacy z obszaru P,. Oznaczamy go jako
J(t) 1 definiujemy jako

J(t) = 7{ dit - j(@1, z9:t), (B.2)
0P

gdzie d7i to element granicy OP», otaczajacej obszar P,. Na mocy réwnania ciaglosci
prad ten jest rowny pochodnej —9Ps(t)/0t, gdzie Pa(t) (dane réwnaniem (2.9) na str. 14)
jest prawdopobienstwem znalezienia obu czastek w obszarze poczatkowym.

Rozpad stanu poczatkowego przez emisje n czastek odpowiada przeplywowi gestosci
prawdopodobienstwa z obszaru Py do P,_,,. Tak wiec catkowity prad J(¢) wychodzacy z
P> rozlozy¢ mozna na dwie niezalezne czesci, odpowiadajace dwém réznym procesom
rozpadu:

J(t) = Ji(t) + Jo(t), (B.3)
gdzie Ji(t) to catkowity prad plynacy z P do P. Tym samym J; (¢) odpowiada rozpadowi
stanu poczatkowego przez ucieczke pojedynczej czastki ze studni, zas Jy(t) odpowiada
ucieczce dwdch czastek jednoczesnie.

Prady Ji(t) i Jo(t) definiujemy jako:

IO = §di- o), (B.4)
By
gdzie By to odpowiedni fragment granicy dP-, a d7i to element B,. Granica By, zdefinio-

wana jest w taki sposéb, ze przeplyw przez Bj odpowiada w przyblizeniu przeplywowi z
obszaru P, do P;,.
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Rysunek 44: Przykladowy sposéb zdefiniowania pradéw prawdopobienstwa J; i
Jo, odpowiadajacych kolejno tunelowaniu pojedynczej czastki lub dwéch czastek
jednoczeénie ze studni, w ukladzie dwuczastkowym. Podzial przestrzeni konfigura-
cyjnej na obszary P, jest tu taki sam jak na rys. 6 ze str. 14 (z,, oznacza granice
studni). Granica 0P, (oznaczona grubszymi liniami), otaczajaca obszar P, podzie-
lona jest na segmenty B; i By. Prad J; zdefiniowany jest jako calkowity przeptyw
gestosci prawdopodobieristwa przez Bi, a Jj jest zdefiniowany jako calkowity prze-
plyw przez By. Taki wybér granic B; i By zapewnia wyrazne rozréznienie miedzy
pradami Ji(t) i Jo(t), jednoczesnie zapewniajac, ze calkowity prad Ji(t) + Jo(t) jest
w przyblizeniu réwny —9P»(t)/0t. Polozenie podano w jednostkach /%/mS.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze sposob zdefiniowania granic OP5 i By, nie jest do konca jed-
noznaczny. W szczegélnosci nalezy zastanowi¢ sie nad definicja granicy By. Przygladajac
sie podziatowi przestrzeni konfiguracyjnej (rys. 44), widzimy bowiem, ze obszary P, i P
stykaja sie tylko w jednym punkcie 21 = 29 = z. Jednak w celu poprawnego obliczenia
calki liniowej granica By powinna miec¢ niezerowa dlugosc. Co wiecej, czastki tworzace
zwiazana pare moga by¢ w niezerowej odleglosci od siebie, wiec calkowita gestos$é pary
uciekajacej ze studni bedzie rozlozona w pewnej odleglo$ci wokét diagonali z; = zo.
Dlatego, dla poprawnego wyliczenia .Jy, musimy dokonac¢ odpowiedniej redefinicji granic.

W tej pracy granice 0P i jej dwa fragmenty B, By definiujemy w sposéb przedsta-
wiony na rys. 44. Co prawda calkowita granica 0P, nie pokrywa sie¢ w tym przypadku
idealnie z granica obszaru 1, zo < x, wiec calkowity prad wychodzacy przez 0P jest
tylko w przyblizeniu réwny —0P»(t)/0t, ale za to granica Bj ma niezerowa dlugosc.
Zwrocmy uwage, ze w tym podej$ciu wystepuje tendencja do lekkiego zawyzania wartosci
Jo(t). Fakt ten jest jednak calkowicie fizycznym zjawiskiem, wynikajacym z niemoz-
no$ci rozréznienia eksperymentalnego tunelowania pary od szybko nastepujacego po
sobie tunelowania pojedynczych czastek. Przy odpowiednim wyborze granic By i By
przeprowadzone symulacje sa bardzo bliskie realiom do§wiadczalnym.

W analogiczny sposéb mozna postapic¢ dla ukladow o wiekszej liczbie czastek NV > 2,
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gdzie przestrzen konfiguracyjna jest wielowymiarowa. W tym wypadku wyznaczamy
granice tak, by prad prawdopobienstwa wyplywajacy z obszaru Py podzielony byl na
N réznych czesci Ji(t), odpowiadajacych kolejno tunelowaniu 1,2, ...N czastek naraz ze
stanu poczatkowego.

Trzeba pamietac, ze taki sposéb definicji Ji(¢) dostarcza informacji jedynie o rozpadzie
uktadu w stanie poczatkowym. Na przyklad mozemy ustalié, z jakim prawdopodobien-
stwem poczatkowy uklad N = 3 czastek ulegnie rozpadowi przez emisje pojedyncze;j
czastki, ale nie bedziemy juz wiedzieli, czy pozostajace w studni dwie czastki beda z
kolei tunelowaly razem, czy osobno. Mimo to wielko$¢ ta dostarcza bardzo uzytecznej
informacji o dynamice ukladu.
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