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Sita sprezystosci

Prawo Hooke’a

wplywem naprezenia

AF
o =

Dany jest pret o dlugosci L i przekroju AS, ktory rozciagamy sita AF. Pod
AS
pret wydltuza sie o AL. Wydtuzenie wzgledne jest rowne

AL
A= —.
L
Prawo Hooke’a mowi, ze dla niezbyt duzych odksztatcen

A= ao,

czyli wydtuzenie wzgledne jest proporcjonalne do naprezenia
a - wsp6lczynnik wydluzenia. Z powyzszego wynika, ze

AF — ALAS

= kAL
al ’
gdzie k - wspolczynnik sprezystosci.
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I—Sila sprezystosci

Prawo Hooke’a - granice stosowalnogci
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napreienie w niutonach na mm

Zalezno$¢ wydluzenia wzglednego od naprezenia dla drutu miedzianego o
powierzchni przekroju poprzecznego S = 0.126 mm?. Zakres stosowalnosci
prowa Hooke’a koiiczy sie w punkcie B.

AKW & JAZ “Wstep do fizyki”, tom 1, str. 234, PWN, 1976.
[m] [l = =
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I—Sila sprezystosci

Sprezystosé - histereza i relaksacja

1‘ ‘-,J czas relaksacji
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v-,;o" Opoznienie sprezyste przy rozcigganiu

rurki kauczukowej, ktora byla poddawana

Petla histerezy dla rurki kauczukowej. zmiennemu naprezeniu.

AKW & JAZ “Wstep do fizyki”, tom 1, str. 234, AKW & JAZ “Wstep do fzyki”, tom 1, str. 234,

PWN, 1976. PWN, 1976
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I—Sila sprezystosci

Roéwnanie ruchu oscylatora harmonicznego

Oscylator harmoniczny jest uktadem opisanym funkcja ¥(t),
ktorej ewolucje w czasie okresla réwnanie:
AV A
W + w?W = 0.

Rozwiazaniem tego réwnania jest
U(t) = Acos(wt + ¢p),

gdzie A jest amplitudg drgani.

Roéwnanie ruchu jest rownaniem rézniczkowym drugiego rzedu,
wiec wyznaczenie funkcji ¥ wymaga dwukrotnego catkowania.
Kazde calkowanie wprowadza jedna stata catkowania. Dwie
nieznane wielkosci A i ¢ wyznaczamy na podstawie warunkow
poczatkowych. Zazwyczaj warunkami tymi sa znane wartosci
funkeji ¥ i jej pochodnej d¥/dt w chwili ¢ = 0.
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I—Sila sprezystosci

Roéwnanie oscylatora harmonicznego

7 réwnaniem postaci:

a2v o,
W—i—w =0

bedziemy sie czesto spotyka¢. Réwnanie to opisuje, m.in.:

» oscylacje wahadta matematycznego, fizycznego, torsyjnego
(dla matych wychylen);

P> oscylacje masy na sprezynie;

v

ruch czastki natadowanej w polu magnetycznym:;

P oscylacje pradéw i napie¢ w obwodach pradu zmiennego.



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 4
I—Sila sprezystosci

Przyktad: masa na sprezynie

Y YYYYYYY Y

m
z
Roéwnanie ruchu:
d2
mﬁj =mg — k(z — zo).

O
)
i
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I—Iloczyn wektorowy

[loczyn wektorowy

- - —

[loczyn wektorowy wektorow AiB , A x B, definiujemy jako
wektor C, ktory:

> jest wektorem prostopadlym do ptaszczyzny wyznaczonej
przez wektory A i B;

> ma zwrot zgodny z ruchem §ruby prawoskregtnej gdy

wektorem A krecimy w kierunku wektora B przez kat
mniejszy niz m;
> ma dhugos¢ rowng |A]|B|sin(<(4, B)).
C=AxB
C = ABsin(<(4, B)).
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L Tloczyn wektorowy

[loczyn wektorowy wersorow

Zauwazmy, ze w prawoskretnym ukltadzie wspotrzednych
prostokatnych, rozpietym przez wersory €, €, i €, zachodzi:

By X &)= 8sy €y X s = Ey, &y X &y = &,

a pozostate iloczyny wektorowe sg rowne zero.
Te trzy rownania mozna zapisa¢ w postaci:

é;: X ér] = Eijkgka (iuja k) = (‘T,yaz)u

gdzie tensor catkowicie antysymetryczny e;;;, zdefiniowany jest
przez:

1 dla parzystych permutacji (i, j, k);
ijk = { -1 dla nieparzystych permutacji (i, j, k);
0 w pozostatych przypadkach
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L Tloczyn wektorowy

[loczyn wektorowy wyrazony przez wspolrzedne

Dane sa dwa wektory A= (Az, Ay, A,) oraz B = (Bz, By, B.),
ktorych wspotrzedne okreslone sa w prawoskretnym uktadzie

wspotrzednych. Korzystajac z rozdzielczosci iloczynu
wektorowego wzgledem dodawania wektoréw oraz z obliczonych

powyzej iloczynéw wektorowych wersoréw mozna tatwo

obliczy¢, ze:

€x(AyB, — A.By)+ € €y €.
AxB= é€(-A;B.+A.,B,)+ =| A, A, A,
B, B, B,

€,(AyBy — AyB.)
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Ruch czastki natadowanej w polu magnetycznym

Sita Lorentza

Sita dzialajaca na czastke o tadunku ¢, poruszajaca sie z
predkoscig ¥ w polu magnetycznym o indukcji B:

ﬁ L= q17 X E .
Jesli dodatkowo obecne jest pole elektryczne E, to calkowita

sita dziatajaca na czastke jest rowna:

ﬁ:qﬁ+qﬁx§.
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L Ruch czastki natadowanej w polu magnetycznym

Ruch w jednorodnym polu magnetycznym

Zadanie: Znalez¢ i przedyskutowac ruch czastki o masie m i
tadunku ¢ w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji
B = 0,0, B]. Predkos¢ poczatkowa ¥ skierowana jest pod
katem o« do pola magnetycznego. W chwili t = 0 czastka
znajdowala sie w punkcie o wspohrzednych (0,0, 0).
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L Ruch czastki natadowanej w polu magnetycznym

Ruch w jednorodnym polu magnetycznym

Roéwnanie ruchu ma postaé:

czyli we wspotrzednych (x,y, 2):

dv _

meE = quyB
dv

m—t = —qu.B
dv _

m<E = 0

o 5 = = E DA
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Ruch czastki natadowanej w polu magnetycznym

/

Ruch w jednorodnym polu magnetycznym

dvg

dt

dvy

dt

d2v,,
dt?
d?vy

dt?

vy(t) =

Vg Sin a cos wet

—vp sin o sin w,t

z(t) =

x(t) =
y(t) =

Wely
—Wclg
V0 = const

Uzot

2
—WEVg

2

—WEvy
Po rozwiazaniu i uwzglednieniu warunkéw poczatkowych:
vg(t) =

Vg sin sin wet
LOSRE (cos wet — 1)

=
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L Ruch czastki natadowanej w polu magnetycznym

Ruch w jednorodnym polu magnetycznym - wnioski

> W przypadku, gdy predkos$¢ poczatkowa ma kierunek pola
magnetycznego, czastka porusza sie baz zmiany kierunku i
wartodci predkodci;

> W ogolnym przypadku ruch jest ztozeniem ruchu
jednostajnego w kierunku pola magnetycznego (z predkoscia
vg cos « i ruchu po okregu w ptaszczyznie prostopadtlej do
pola. W ogoélnosci zatem tor jest linig Srubowg o statym
skoku rownym 27wmug sin a/qB. Ruch po okregu odbywa sie
z predkoscia vg sin a. Promient okregu wynosi vg sin a/w,..

> Sita Lorentza jest prostopadta do predkosci, zatem nie
wykonuje pracy i nie zmienia wartoéci predkosci czastki, a
jedynie jej kierunek.

» Kierunek ruchu okreznego zalezy od znaku tadunku czastki.
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Dwaj obserwatorzy - zwiazek miedzy mierzonym:
wspotrzednymi punktu

Y’

Y

(@) X

Chcemy wyrazi¢ potozenie, predkos$¢ i przyspieszenie mierzone
w uktadzie O przez potozenie, predko$c i przyspieszenie
mierzone w uktadzie O’
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Zacznijmy od potozenia. Zgodnie z rysunkiem

F=r+R

ale zauwazmy, ze chcemy, aby 7 byt wyznaczony przez
wspotrzedne i wersory uktadu primowanego:

- - - 17 17 17 — — —
x€y +yey + 26, =x'ey +yey +2e s+ Reep + Ryey + R.€,

Dla uproszczenia rachunkéw zaktadamy, ze ruch wzgledny
uktadow (ztozony z obrotu i przesuniecia) jest ograniczony do

plaszczyzny xy. Wtedy
6_790/ = cos a€, + sin ag,

€'y = —sin a€; + cos ag,

e’z/ = é;,
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Po podstawieniu i prostych przeksztalceniach otrzymamy:

x = (2'cosa—y sina)+ R,
y = (2'sina+y cosa)+ R, (1)
z = 2+ R,
oraz
¥ = (z—Ry)cosa+ (y— Ry)sina
Yy = —(z—Ry)cosa+ (y— Ry)sina (2)
2 = s~ R,
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l—Transformacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Te réwnania nalezy rozumie¢ w nastepujacy sposéb: jesli
obserwator O mierzy w ukladzie odniesienia €, €, €,
wspolrzedne (x,y, z) punktu P, a oberwator O" mierzy w
ukladzie odniesienia €/, c?y, ¢, wspolrzedne («',y,2') tego
punktu, to rownania (1) i (2) daja zwiazki miedzy
wspotrzednymi. Podkreslmy: kazdy z obserwatorow
rzutuje wektor polozenia na osie wtasnego ukladu
odniesienia.

— — — - — — 17 17 17
xey +yéy + ze, — Ryéy — Ryéy — R.€. = vl +y'ey +2¢
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I—'I‘ransformacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Dwaj obserwatorzy - zwiazek miedzy mierzong pochodng
wektora
Zamemy sie teraz znalezieniem relacji pomlqdzy pochodng wektora
P mierzong przez obserwatorow O i O'. P jest dowolnym wektorem,
moze symbolizowaé¢ wektor polozenia, predkosci, itp. Zakladamy tez,
ze kat obrotu miedzy jednego uktadu wzgledem drugiego moze sie
zmieniaé: o = wt. Y’

Y
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

—

W ukladzie O: P

P,&, + Py&, + P,é..
W uktadzie O': P = P!

- - . 5
e+ Py,e’y/ + Pz,e’zl.
Wprowadzmy oznaczenie P’

D/ v /7 /1)
P =P,e+ Py,e’y/ + P'Z'el .

rozumiejac to w ten sposob, ze wektor P jest to wektor P
wyrazony przez wspétrzedne i wersory uktadu O'.
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

_ , = , - — _,
P = Pyéy + Pyéy + P.&. = Pye'pr + Pe'y + Pe’, = P
Podstawiajac wersory “primowane” otrzymujemy:
_, , - , - —
P=PF,eu+Pgey+P,e. =
/ ~ T / AR ~ .
= P,/ (cos a€; + sin a€y) + P, (—sin a€y + cos agy) + P//€, =

= (P, cosa — P, sina)é + (P, sina + Py, cos )&y + P.,€..

T Y T

Zastanéwmy sie, co oznacza ta rownos¢ w prostym przypadku, gdy wektor
P jest wektorem stalym w uktadzie O. Jeéli orientacja uktadu O’ wzgledem
uktadu O jest ustalona (tzn. kat « nie zmienia sie w czasie) to wspolrzedne
“primowane” tez musza by¢ state w czasie. Inaczej jest, gdy uklad
“primowany” obraca sie wzgledem “nieprimowanego” - wida¢, ze w takiej
sytuacji zmiana wartosci funkcji sin a i cos @ musi by¢ skompensowana
zmiang warto$ci wspolrzednych primowanych. Inaczej méwiac, dla
obserwatora O’ wektor P zmienia sie (bo zmieniaja sie jego wspolrzedne w
uktadzie primowanym). Zatem, mimo ze pochodna wektora P w ukladzie O
jest rowna zero, w uktadzie O’ jest rézna od zera. Znajdziemy teraz

zwiazek miedzy tymi pochodnymi.
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

W ogolnoéci, zmieniaja sie wspolrzedne wektora P w obu
uktadach. Zgodnie z zalozeniem, ze ruch obrotowy zachodzi
tylko w plaszczyznie xy, mamy o = wt, gdzie wektor predkosci
katowej @ = (0,0,w) jest mierzony przez obserwatora O.
Rozniczkujac (i wykorzystujac zwiazki miedzy wersorami w obu
uktadach), dostajemy:

dP  dP, dP,
=—2&+ —2& +

P dp, ir, .
- dt T

ar T
apl, 5 dP, . dP. .

_ z' 77 7 2’ 1 ] /o
=2 ey + gt ey + 7 ey —wPhyey +whyely.

Czyli:
P 4P . =
T g tex
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym
Zastosujmy ten wynik do wektora polozenia punktu @Q: = " +R.
Wektor R jest polozeniem O wzgledem ', wyrazonym we
wspolrzednych “nieprimowanych”. Aby uzyska¢ pelna analogie z
powyzszym rozumowaniem, obliczmy pochodng wektora 7 — R =

R

U=U+7 +d x
gdzie:
U - mierzona przez O zmiana wektora 7 (wyrazona przez wspoélrzedne
i wersory “nieprimowane”), czyli predkos¢ punktu @ w uktadzie O;
U’ - mierzona przez O zmiana wektora 7 (wyrazona przez
wspolrzedne i wersory “primowane”), czyli predkosé punktu @ w
ukladzie O’;
i - mierzona przez @ zmiana wektora R (wyrazona przez wspOlrzedne
i wersory “nieprimowane”), czyli predkos¢ O’ w uktadzie O.
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

ZnajdZzmy teraz zwiazek miedzy przyspieszeniami:

T—d=0+&x7
i( —ﬂ’):i(&—i—@’xﬁ)—i—d}x (U + (w x 1))
dt dt
Ostatecznie, otrzymujemy:

<y

o ST . B SV SR
a=a —i—atr—kaxr +20 x v 4+ @ x (J xr!),

gdzie:

a - przyspieszenie mierzone w O';

Ay = ”fi—? - przyspieszenie postepowe O’ wzgledem O, mierzone w

0;

25 X U - przyspieszenie Coriolisa; v’ - mierzone w O’ ;

% x ' - przyspieszenie katowe O wzgledem O;

@ x (& x r ) - przyspieszenie dosrodkowe.

Zauwazmy, ze @, dy- oraz W sg mierzone w O,
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I—'I‘ransf()rmacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Przyktad: przyspieszenie w ruchu po okregu

Zadanie.

Rozpatrzmy punkt @, ktéry - w uktadzie O - porusza sie po
okregu o promieniu R z predkoscia katowa w = xt, t > 0.
Chcemy znalez¢ przyspieszenie tego punktu w uktadzie O i O,
przy czym uklad O wiruje wraz z poruszajacym sie punktem, a
srodki uktadow sie pokrywaja. W chwili ¢t = 0 osie z i 2/ oraz y i
y' - odpowiednio - sie pokrywaly, a polozenie punktu Q w
uktadzie O’ dane jest przez (2/,y') = (R,0).

Zauwazmy, ze zwigzek miedzy wersorami obu uktadoéw jest
nastepujacy:

el = cos a(t)e, + sin a(t)éy,
&y = —sina(t)é; + cos a(t)é,,

gdzie a(t) jest katem obrotu uktadu O wzgledem O.
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I—'I‘ransformacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Rozwiazanie
Predkos¢ w uktadzie O ma wartos¢ v = xRt oraz sktadowe:

v, = —x Rt sin aéy,
vy = xRt cos aey,
a(t) = Ixt2.

Predkos$¢ w uktadzie O" wynosi - na podstawie tresci zadania -
zero, ale mozemy ja wyznaczy¢ stosujac zalezno$é

V=0 —& X1 Iloczyn wektorowy obliczamy w ukladzie
primowanym. & ma takie same sktadowe (0,0,w) w obu
uktadach.

(v, vy ) = —xRtsinae, + xRt cos aéy — wRe_;y/ = (0,0)
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l—Transformacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Przyspieszenie w uktadzie “primowanym” jest rowne zero (punkt
@ jest w tym uktadzie nieruchomy). Poniewaz d;, = 0, v/ = 0,
wiec powinni§my stwierdzi¢, ze

—

a= di X7+ @ x (@ x 1)
dt '
Lewa strone obliczamy rézniczkujac sktadowe predkosci w

uktadzie O:

az = (—xRsin % X2 _ X2 Rt? cos X; ),
a; = (xR cos X- t — x2Rt?sin X; )€y,
a = az€; + ayey = xRéy — 21€2RegC .
Zauwazmy, na marginesie, ze wWersory € i €, sa rowne,
odpowiednio, wersorom ukladu biegunowego zwigzanego z O:
a=—x’t’Ré, + xRé,.



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 4

Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Prawg strone obliczamy w uktadzie O’:

=&

x 17 = (0,0,%) % (R,0,0) = xRe/,
2

X (@ x 1) =&(&- Rely) — Relyw? = —x*t*Rel
Wida¢, ze obliczenia réznych wielkoéci w dwoch uktadach
wspotrzednych daja ten sam wynik.
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Ziemia jako uktad nieinercjalny

Ruch obrotowy Ziemi

Predkos¢ katowa ruchu obrotowego
Ziemi rozkladamy na dwie

. sktadowe:

Woyer -

o W= Ujver + ajhor'

wyer jest predkoscia katowa obrotu
plaszczyzny horyzontu wokoét

A kierunku radialnego - odpowiada za

zmiane plaszczyzny wahan wahadla

Foucaulta. Predkosé¢ wp,, okresla

szybkos¢ podnoszenia sie ptaszyzny

horyzontu na zachodzie i

opuszczania sie na wschodzie.
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Ziemia jako uktad nieinercjalny

Wahadto na obracajacej sie Ziemi

ramka,na ktérej zawieszone jest wahadto L,

I ramka,na kiorej zawieszone jest wahadto

dlugos¢ nici wahadta

L—dtugoi¢ nici wahadta

Obserwator O: cialo P porusza si¢ po okregu o promieniu r pod
wplywem sily dosrodkowej, bedacej skladowa reakeji nici F)|; nadaje
Obserwator ©'; cialo P znajduje si¢ w réwnowadze statycznej ze wzgledu

mu ona przyspieszenie dosrodkowe a = @ X (@ X r) = —a’r. Kat wy-
chylenia @ mozna obliczyé nastepujaco:

Fgy| = ma#r = motLsina,

gdys, jak widaé z rysunku, r=Lsina, oraz tga= F/Fy=
= mo*Lsina/mg. Stad

[}
cosa

»

AKW & JAZ, Wstep do fizyk:

nz znikanie sumy sily grawitacyjnej Fy i reakeji sprezystej nici Fg oraz
sily bezwladnosci odsrodkowej Fp,: Fy-+ Fp-+Fp, = 0. Oczywiscie
Fpo= mw'r = mo'r= Fgy; a wige obserwator O’ znajdzie t¢ sama
zaleznos¢ dla kata wychylenia a, co obserwator O.

DA
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Wahadto Faucaulta

@
lg QT) ramka,na ktdrej

T /' zawieszone jest wahadto

Zademonstrowane przez
Jeana Bernarda Leona
Foucaulta w Obserwatorium
Astronomicznym w Paryzu w

rzut toru ciata Pna plaszezyzme 1851 r. jest dowodem
1 ‘wirujacej tarczy (.ukfa'\d U') w ksztalcie
z’ ro;e;&;:t;ﬂ;ﬁ;ﬁ;:gL;aac,one dObOWegO I'uchu ObI"OtOWegO

» Ziemi. Plaszczyzna wahan
4“1zt toru ciata P na plaszczyzne . .
nieruchomego stofu w postaci &
£ e obraca sie z czestoscia

Wyer = W sin ¢.

Obserwator O: cialo P porusza si¢ w niezmiennej w przestrzeni pla-
szczyznie wahan, poniewaz nie dzialaja na nie zadne sity, ktére mogtyby
wytraci¢ je z ruchu w tej plaszczyznie. Rzut toru ciala na plaszczyzne
stolu xy jest odcinkiem prostej.

AKW & JAZ, Wstep do fizyk: =]

|
1
Il
i
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Sita od$rodkowa, i przyspieszenie na powierzchni Ziemi

Z powodu ruchu Ziemi wok6!l osi, mierzona wartosé
przyspieszenia ziemskiego zalezy od szerokosci
geograficznej ¢. Jesli cialo nie porusza sig wzgledem
WQR Ziemi, to dziala na niego sita bezwladnosci
skierowana wzdluz promienia rownoleznika,
zwigzana z przyspieszeniem od$rodkowym
szJ_ = w?R cos ¢. Wskutek tego wypadkowe
przyspieszenie ziemskie nie ma kierunku radialnego i

opisane jest wektorem g(¢), ktory spelnia réownanie:

Go = g(¢) + & x (& x R(¢)), gdzie o jest

St

przyspieszeniem grawitacyjnym mierzonym w
uktladzie inercjalnym na powierzchni kuli o masie i

promieniu Ziemi.
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Spadek swobodny przy powierzchni Ziemi

Przyspieszenie odérodkowe ma dwie sktadowe: radialng i
horyzontalng. Sktadowa radialna dodaje sie do skierowanego
radialnie wektora gy. Sktadowa horyzontalna odpowiada za
odchylanie toru ciata spadajacego swobodnie: na potudnie na
potkuli poéinocnej i na potnoc na pétkuli potudniowe;.

Podczas spadku ciato sie porusza w uktadzie nieinercjalnym
(0" #0), w zwigzku z czym pojawia sie dodatkowy efekt -
przyspieszenie Coriolisa, ktére na obu poétkulach powoduje
odchylenie toru na wschod.

Czyli, tor spadajacego ciata odchyla si¢ od kierunku radialnego
na poludniowy wschéd na potkuli pétnocnej i na péinocny
wschod na potkuli potudniowe;j.
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