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Transformacja U i @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Dwaj obserwatorzy - zwiazek miedzy mierzonyma
wspotrzednymi punktu

Y’

Y

(@) X

Chcemy wyrazi¢ potozenie, predkos$¢ i przyspieszenie mierzone
w uktadzie O przez potozenie, predko$c i przyspieszenie
mierzone w uktadzie O’
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Zacznijmy od potozenia. Zgodnie z rysunkiem

F=r+R

ale zauwazmy, ze chcemy, aby 7 byt wyznaczony przez
wspotrzedne i wersory uktadu primowanego:

- - - 17 17 17 — — —
x€y +yey + 26, =x'ey +yey +2e s+ Reep + Ryey + R.€,

Dla uproszczenia rachunkéw zaktadamy, ze ruch wzgledny
uktadow (ztozony z obrotu i przesuniecia) jest ograniczony do

plaszczyzny xy. Wtedy
6_790/ = cos a€, + sin ag,

€'y = —sin a€; + cos ag,

e’z/ = é;,
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Po podstawieniu i prostych przeksztalceniach otrzymamy:

x = (2'cosa—y sina)+ R,
y = (2'sina+y cosa)+ R, (1)
z = 2+ R,
oraz
¥ = (z—Ry)cosa+ (y— Ry)sina
Yy = —(z—Ry)cosa+ (y— Ry)sina (2)
2 = s~ R,
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l—Transformacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Te réwnania nalezy rozumie¢ w nastepujacy sposéb: jesli
obserwator O mierzy w ukladzie odniesienia €, €y, €,
wspolrzedne (x,y, z) punktu P, a oberwator O" mierzy w
ukladzie odniesienia €/, c?y, ¢, wspolrzedne («',y,2') tego
punktu, to rownania (1) i (2) daja zwiazki miedzy
wspotrzednymi. Podkreslmy: kazdy z obserwatorow
rzutuje wektor polozenia na osie wtasnego ukladu
odniesienia.

— — — - — — 17 17 17
xey +yéy + ze, — Ryéy — Ryéy — R.€. = vl +y'ey +2¢
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I—'I‘ransformacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Dwaj obserwatorzy - zwiazek miedzy mierzong pochodng
wektora
Zamemy sie teraz znalezieniem relacji pomlqdzy pochodng wektora
P mierzong przez obserwatorow O i O'. P jest dowolnym wektorem,
moze symbolizowaé¢ wektor polozenia, predkosci, itp. Zakladamy tez,
ze kat obrotu miedzy jednego uktadu wzgledem drugiego moze sie
zmieniaé: o = wt. Y’

Y
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

—

W ukladzie O: P

P,&, + Py&, + P,é..
W uktadzie O': P = P!

- - . 5
e+ Py,e’y/ + Pz,e’zl.
Wprowadzmy oznaczenie P’

D/ v /7 /1)
P =P,e+ Py,e’y/ + P'Z'el .

rozumiejac to w ten sposob, ze wektor P jest to wektor P
wyrazony przez wspétrzedne i wersory uktadu O'.
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

_ , = , - — _,
P = Pyéy + Pyéy + P.&. = Pye'pr + Pe'y + Pe’, = P
Podstawiajac wersory “primowane” otrzymujemy:
_, , - , - —
P=PF,eu+Pgey+P,e. =
/ ~ T / AR ~ .
= P,/ (cos a€; + sin a€y) + P, (—sin a€y + cos agy) + P//€, =

= (P, cosa — P, sina)é + (P, sina + Py, cos )&y + P.,€..

T Y T

Zastanéwmy sie, co oznacza ta rownos¢ w prostym przypadku, gdy wektor
P jest wektorem stalym w uktadzie O. Jeéli orientacja uktadu O’ wzgledem
uktadu O jest ustalona (tzn. kat « nie zmienia sie w czasie) to wspolrzedne
“primowane” tez musza by¢ state w czasie. Inaczej jest, gdy uklad
“primowany” obraca sie wzgledem “nieprimowanego” - wida¢, ze w takiej
sytuacji zmiana wartosci funkcji sin a i cos @ musi by¢ skompensowana
zmiang warto$ci wspolrzednych primowanych. Inaczej méwiac, dla
obserwatora O’ wektor P zmienia sie (bo zmieniaja sie jego wspolrzedne w
uktadzie primowanym). Zatem, mimo ze pochodna wektora P w ukladzie O
jest rowna zero, w uktadzie O’ jest rézna od zera. Znajdziemy teraz

zwiazek miedzy tymi pochodnymi.
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

W ogolnoéci, zmieniaja sie wspolrzedne wektora P w obu
uktadach. Zgodnie z zalozeniem, ze ruch obrotowy zachodzi
tylko w plaszczyznie xy, mamy o = wt, gdzie wektor predkosci
katowej @ = (0,0,w) jest mierzony przez obserwatora O.
Rozniczkujac (i wykorzystujac zwiazki miedzy wersorami w obu
uktadach), dostajemy:

dP  dP, dP,
=—2&+ —2& +

P dp, ir, .
- dt T

ar T
apl, 5 dP, . dP. .

_ z' 77 7 2’ 1 ] /o
=2 ey + gt ey + 7 ey —wPhyey +whyely.

Czyli:
P 4P . =
T g tex
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym
Zastosujmy ten wynik do wektora polozenia punktu @Q: = " +R.
Wektor R jest polozeniem O wzgledem ', wyrazonym we
wspolrzednych “nieprimowanych”. Aby uzyska¢ pelna analogie z
powyzszym rozumowaniem, obliczmy pochodng wektora 7 — R =

R

U=U+7 +d x
gdzie:
U - mierzona przez O zmiana wektora 7 (wyrazona przez wspoélrzedne
i wersory “nieprimowane”), czyli predkos¢ punktu @ w uktadzie O;
U’ - mierzona przez O zmiana wektora 7 (wyrazona przez
wspolrzedne i wersory “primowane”), czyli predkosé punktu @ w
ukladzie O’;
i - mierzona przez @ zmiana wektora R (wyrazona przez wspOlrzedne
i wersory “nieprimowane”), czyli predkos¢ O’ w uktadzie O.
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

ZnajdZzmy teraz zwiazek miedzy przyspieszeniami:

T—d=0+&x7
i( —ﬂ’):i(&—i—@’xﬁ)—i—d}x (U + (w x 1))
dt dt
Ostatecznie, otrzymujemy:

<y

o ST . B SV SR
a=a —i—atr—kaxr +20 x v 4+ @ x (J xr!),

gdzie:

a - przyspieszenie mierzone w O';

Ay = ”fi—? - przyspieszenie postepowe O’ wzgledem O, mierzone w

0;

25 X U - przyspieszenie Coriolisa; v’ - mierzone w O’ ;

% x ' - przyspieszenie katowe O wzgledem O;

@ x (& x r ) - przyspieszenie dosrodkowe.

Zauwazmy, ze @, dy- oraz W sg mierzone w O,
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I—'I‘ransf()rmacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Przyktad: przyspieszenie w ruchu po okregu

Zadanie.

Rozpatrzmy punkt @, ktéry - w uktadzie O - porusza sie po
okregu o promieniu R z predkoscia katowa w = xt, t > 0.
Chcemy znalez¢ przyspieszenie tego punktu w uktadzie O i O,
przy czym uklad O wiruje wraz z poruszajacym sie punktem, a
srodki uktadow sie pokrywaja. W chwili ¢t = 0 osie z i 2/ oraz y i
y' - odpowiednio - sie pokrywaly, a polozenie punktu Q w
uktadzie O’ dane jest przez (2/,y') = (R,0).

Zauwazmy, ze zwigzek miedzy wersorami obu uktadoéw jest
nastepujacy:

el = cos a(t)e, + sin a(t)éy,
&y = —sina(t)é; + cos a(t)é,,

gdzie a(t) jest katem obrotu uktadu O wzgledem O.
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I—'I‘ransformacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Rozwiazanie
Predkos¢ w uktadzie O ma wartos¢ v = xRt oraz sktadowe:

v, = —x Rt sin aéy,
vy = xRt cos aey,
a(t) = Ixt2.

Predkos$¢ w uktadzie O" wynosi - na podstawie tresci zadania -
zero, ale mozemy ja wyznaczy¢ stosujac zalezno$é

V=0 —& X1 Iloczyn wektorowy obliczamy w ukladzie
primowanym. & ma takie same sktadowe (0,0,w) w obu
uktadach.

(v, vy ) = —xRtsinae, + xRt cos aéy — wRe_;y/ = (0,0)



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 5

l—Transformacja U 1 @ migdzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Przyspieszenie w uktadzie “primowanym” jest rowne zero (punkt
@ jest w tym uktadzie nieruchomy). Poniewaz d;, = 0, v/ = 0,
wiec powinni§my stwierdzi¢, ze

—

a= di X7+ @ x (@ x 1)
dt '
Lewa strone obliczamy rézniczkujac sktadowe predkosci w

uktadzie O:

az = (—xRsin % X2 _ X2 Rt? cos X; ),
a; = (xR cos X- t — x2Rt?sin X; )€y,
a = az€; + ayey = xRéy — 21€2RegC .
Zauwazmy, na marginesie, ze wWersory € i €, sa rowne,
odpowiednio, wersorom ukladu biegunowego zwigzanego z O:
a=—x’t’Ré, + xRé,.
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Transformacja U i @ migedzy ukladem inercjalnym a nieinercjalnym

Prawg strone obliczamy w uktadzie O’:

=&

x 17 = (0,0,%) % (R,0,0) = xRe/,
2

X (@ x 1) =&(&- Rely) — Relyw? = —x*t*Rel
Wida¢, ze obliczenia réznych wielkoéci w dwoch uktadach
wspotrzednych daja ten sam wynik.




Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 5
Ziemia jako uktad nieinercjalny

Ruch obrotowy Ziemi

Predkos¢ katowa ruchu obrotowego
Ziemi rozkladamy na dwie

. sktadowe:

Woyer -

o W= Ujver + ajhor'

wyer jest predkoscia katowa obrotu
plaszczyzny horyzontu wokoét

A kierunku radialnego - odpowiada za

zmiane plaszczyzny wahan wahadla

Foucaulta. Predkosé¢ wp,, okresla

szybkos¢ podnoszenia sie ptaszyzny

horyzontu na zachodzie i

opuszczania sie na wschodzie.
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Ziemia jako uktad nieinercjalny

Wahadto na obracajacej sie Ziemi

ramka,na ktérej zawieszone jest wahadto L,

I ramka,na kiorej zawieszone jest wahadto

dlugos¢ nici wahadta

L—dtugoi¢ nici wahadta

Obserwator O: cialo P porusza si¢ po okregu o promieniu r pod
wplywem sily dosrodkowej, bedacej skladowa reakeji nici F)|; nadaje
Obserwator ©'; cialo P znajduje si¢ w réwnowadze statycznej ze wzgledu

mu ona przyspieszenie dosrodkowe a = @ X (@ X r) = —a’r. Kat wy-
chylenia @ mozna obliczyé nastepujaco:

Fgy| = ma#r = motLsina,

gdys, jak widaé z rysunku, r=Lsina, oraz tga= F/Fy=
= mo*Lsina/mg. Stad

[}
cosa

»

AKW & JAZ, Wstep do fizyk:

nz znikanie sumy sily grawitacyjnej Fy i reakeji sprezystej nici Fg oraz
sily bezwladnosci odsrodkowej Fp,: Fy-+ Fp-+Fp, = 0. Oczywiscie
Fpo= mw'r = mo'r= Fgy; a wige obserwator O’ znajdzie t¢ sama
zaleznos¢ dla kata wychylenia a, co obserwator O.

DA
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Ziemia jako uktad nieinercjalny

Wahadto Foucaulta

@
lg QT) ramka,na ktdrej

T /' zawieszone jest wahadto

Zademonstrowane przez
Jeana Bernarda Leona
Foucaulta w Obserwatorium
Astronomicznym w Paryzu w

rzut toru ciata Pna plaszezyzme 1851 r. jest dowodem
1 ‘wirujacej tarczy (.ukfa'\d U') w ksztalcie
z’ ro;e;&;:t;ﬂ;ﬁ;ﬁ;:gL;aac,one dObOWegO I'uchu ObI"OtOWegO

» Ziemi. Plaszczyzna wahan
4“1zt toru ciata P na plaszczyzne . .
nieruchomego stofu w postaci &
£ e obraca sie z czestoscia

Wyer = W sin ¢.

Obserwator O: cialo P porusza si¢ w niezmiennej w przestrzeni pla-
szczyznie wahan, poniewaz nie dzialaja na nie zadne sity, ktére mogtyby
wytraci¢ je z ruchu w tej plaszczyznie. Rzut toru ciala na plaszczyzne
stolu xy jest odcinkiem prostej.

AKW & JAZ, Wstep do fizyk: =]

|
1
Il
i
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Ziemia jako uktad nieinercjalny

Sita od$rodkowa, i przyspieszenie na powierzchni Ziemi

Z powodu ruchu Ziemi wok6!l osi, mierzona wartosé
przyspieszenia ziemskiego zalezy od szerokosci
geograficznej ¢. Jesli cialo nie porusza sig wzgledem
WQR Ziemi, to dziala na niego sita bezwladnosci
skierowana wzdluz promienia rownoleznika,
zwigzana z przyspieszeniem od$rodkowym
szJ_ = w?R cos ¢. Wskutek tego wypadkowe
przyspieszenie ziemskie nie ma kierunku radialnego i

opisane jest wektorem g(¢), ktory spelnia réownanie:

Go = g(¢) + & x (& x R(¢)), gdzie o jest

St

przyspieszeniem grawitacyjnym mierzonym w
uktladzie inercjalnym na powierzchni kuli o masie i

promieniu Ziemi.
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Ziemia jako uktad nieinercjalny

Spadek swobodny przy powierzchni Ziemi

Przyspieszenie odérodkowe ma dwie sktadowe: radialng i
horyzontalng. Sktadowa radialna dodaje sie do skierowanego
radialnie wektora gy. Sktadowa horyzontalna odpowiada za
odchylanie toru ciata spadajacego swobodnie: na potudnie na
potkuli poéinocnej i na potnoc na pétkuli potudniowe;.

Podczas spadku ciato sie porusza w uktadzie nieinercjalnym
(0" #0), w zwigzku z czym pojawia sie dodatkowy efekt -
przyspieszenie Coriolisa, ktére na obu poétkulach powoduje
odchylenie toru na wschod.

Czyli, tor spadajacego ciata odchyla si¢ od kierunku radialnego
na poludniowy wschéd na potkuli pétnocnej i na péinocny
wschod na potkuli potudniowe;j.
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|—qu i srodek masy

Ped - definicja
Doswiadczenie poucza, ze w zagadnieniach zwiazanych z

dynamika wazna jest nie tyle predko$¢, co iloczyn predkodci i
masy, zwany pedem.

Definicja. Czastka o masie m, poruszajaca si¢ z predkoscia U ma
ped:
P = md.

W przypadku uktadu N punktéw, catkowity ped uktadu P, jest
(wektorowa) suma pedow wszystkich punktow:

. N
Pc:Zﬁi

1

7
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|—qu i srodek masy

Ped i druga zasada dynamiki
IT zasade dynamiki

—

F=ma
mozemy zapisa¢ w rownowaznej postaci:

7 dp

F= dt’
co umozliwia bardziej ogblne spojrzenie na relacje sita - ruch.
Catkujac to rownanie po czasie, dostajemy:

ty 3= to .
Pt — | Fat,
t1 dt t1

to .
plta) — plt1) = / Fdt,
t1

co wyrazamy stwierdzeniem , ze zmiana pedu jest réwna
popedowi sity.
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|—qu i srodek masy

Ped uktadu mas
Rozpatrzmy uktad N cial o masach my, ..., my, poruszajacych
sie - odpowiednio - z predkoscia v1, ..., vy. Zakltadamy, ze ciata
oddziatuja ze sobg sitami Newtonowskimi, tzn. spelniona jest
ITI zasada dynamiki: ﬁij = —F;z Dodatkowo, na kazde ciato
moze dzialaé sita QZ-, ktora nie jest zwigzana z oddzialywaniem
miedzy ciatami.
W takiej sytuacji mozemy napisac:

d(mq T = = 7 al ).
%:F12+F13+F14+”'+F1N+Q1
d(mo v = = 7 a) ).
%:F21+F23+F24+“‘+F2N+Q2
d(myTn)

— =Fyxi+Fno+ Fns+ -+ Fyy_1+ Qn



I—Pe;d i srodek masy

Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 5

Sumujac stronami, dostajemy:

d N
EPC = Z Q’L = Qc
=1
Oznacza to, ze:

zewnetrznych

— sily wewnetrzne spekniajace III zasade dynamiki nie moga
zmieni¢ catkowitego pedu uktadu;
— zmiana calkowitego pedu ukladu wynika z dzialania sit




l_PQd i srodek masy
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Zasada zachowania pedu

Na podstawie powyzszego rownania mozna sformulowac
zasade zachowania pedu:

Jezeli na uktad nie dzialajg zewnetrzne silty, to ped
ukladu jest zachowany.
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|—qu i srodek masy

Srodek masy

Wprowadzmy wielkosé, ktoéra jest bardzo uzyteczna przy
rozpatrywaniu ruchu uktadu mas.
Definiujemy wektor potozenia §rodka masy Rgps w nastepujacy

sSposob:
> il
>

75 jest wektorem laczacym poczatek uktadu wspotrzednych z
masa m;. Uktad ten moze by¢ wybrany zupelnie dowolnie.
Zauwazmy, ze ciato podparte w §rodku masy sie nie obraca -
wypadkowy moment sily ciezkosci wzgledem $rodka masy jest
rowny zero:

> mi(i = Roa) x G = (O mits — > miRen) x §=0
7

% i

Ry =
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|—qu i srodek masy

Ped uktadu mas jest rowny:
Zmzvz == Z m7;) = MRSM) MVSM

Ped uktadu mas jest taki, jak gdyby cala masa poruszata si¢ z
predkoscig rowna predkosci srodka masy.
Dalej, mamy

dP. dVsns .
- M —MA
dt dt SM>
oraz
MAsy = Q.

Dla uktadu odosobnionego, @c =0, fng =0i VSM = const.
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L Zderzenia

Zderzenia sprezyste 1 niesprezyste

O zderzeniu méwimy wtedy, gdy dwa lub wiecej ciatl oddziatuje
na siebie stosunkowo duzymi sitami w stosunkowo krotkim
czasie.

Jesli w zderzeniu zachowana jest energia kinetyczna
zderzajacych sie cial, to méwimy, ze zderzenie jest sprezyste.

Jesli tak nie jest, to zderzenie jest niesprezyste, a w szczegblnym
przypadku sklejenia sie ciatl po zderzenieu — catkowicie
niesprezyste.

Zderzenie nie musi oznacza¢ bezposredniego kontaktu obiektow,
np. oddzialywanie komety z planeta lub gwiazda, prowadzace
do zakrzywienia toru lotu, jest zderzeniem.
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Zderzenia

Zasady zachowania,

Mamy do dyspozycji:
> Zasade zachowania pedu

» Zasade zachowania energii (w zderzeniach sprezystych —
energii kinetycznej)

» Zasade zachowania momentu pedu

» Inne zasady zachowania, ktére musza by¢ spetnione w
przypadku zderzen czastek elementarnych

O

|
1
i
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I—Zderzenia

Zderzenie niesprezyste dwoch mas w uktadzie LAB

Przypudémy, ze dwie masy m; i me poruszaja sie z predkoscia,
odpowiednio, U1 i U5. W chwili ¢ = 0 znajdowaly sie w miejscu,
odpowiednio, o wspotrzednych g i 7o9. Zaktadamy, ze
nastapito zderzenie catkowicie niesprezyste, tzn., masy sie
skleily. Zasada zachowania pedu daje:

miTy + Moty = (my + mg)V

s miU1 + meoUs -
m1 + ma

71(t) = 7o + Uit, To(t) = Tag + Uat
_ T10m1 + Taoma + m1U1t + moUst -

RSM(t) = . = Rgp(t = 0)+‘7th
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L Zderzenia

Zderzenie niesprezyste dwoch mas w uktadzie SM

Przed zderzeniem:

~ v ma (V) — U2) L5 my(Uy — th)
U =01 —Voy=—"=, up="02— Vs =
m1 + ma m1 + mso
P‘pTzed - i + 7> — 0
SM = miuy moug =

Po zderzeniu:

PR, =0,
czyli sklejone masy spoczywaja w uktadzie SM.
Uktad érodka masy jest wyrdzniony z tego powodu, ze catkowity
ped uktadu wzgledem $rodka masy jest réowny zero. Poza tym,
ruch uktadu jako calosci jest zwykle mniej interesujacy niz ruch
wzgledny, wiec przechodzac do uktadu §rodka masy eliminujemy
z rozwazan ten mniej ciekawy aspekt ruchu.
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