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Transformaja ~υ i ~a mi�dzy ukªadem inerjalnym a nieinerjalnym

Dwaj obserwatorzy - zwi¡zek mi�dzy mierzonymi

wspóªrz�dnymi punktu

b

~r

~R

~r′

X

Y

Y’

X’

α = ωt

~u

O

O′

Q

Chemy wyrazi¢ poªo»enie, pr�dko±¢ i przyspieszenie mierzone

w ukªadzie O przez poªo»enie, pr�dko±¢ i przyspieszenie

mierzone w ukªadzie O′
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Transformaja ~υ i ~a mi�dzy ukªadem inerjalnym a nieinerjalnym

Zaznijmy od poªo»enia. Zgodnie z rysunkiem

~r = ~r′ + ~R

ale zauwa»my, »e hemy, aby

~r′ byª wyznazony przez

wspóªrz�dne i wersory ukªadu primowanego:

x~ex + y~ey + z~ez = x′~e′x′ + y′~e′y′ + z′~e′z′ +Rx~ex +Ry~ey +Rz~ez.

Dla uproszzenia rahunków zakªadamy, »e ruh wzgl�dny

ukªadów (zªo»ony z obrotu i przesuni�ia) jest ogranizony do

pªaszzyzny xy. Wtedy

~e′x′ = cosα~ex + sinα~ey
~e′y′ = − sinα~ex + cosα~ey

~e′z′ = ~ez.
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Po podstawieniu i prostyh przeksztaªeniah otrzymamy:







x = (x′ cosα− y′ sinα) +Rx

y = (x′ sinα+ y′ cosα) +Ry

z = z′ +Rz

(1)

oraz







x′ = (x−Rx) cosα+ (y −Ry) sinα
y′ = −(x−Rx) cosα+ (y −Ry) sinα
z′ = z −Rz

(2)
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Te równania nale»y rozumie¢ w nast�puj¡y sposób: je±li

obserwator O mierzy w ukªadzie odniesienia ~ex, ~ey, ~ez
wspóªrz�dne (x, y, z) punktu P, a oberwator O′

mierzy w

ukªadzie odniesienia

~e′x, ~e′y, ~e′z wspóªrz�dne (x′, y′, z′) tego
punktu, to równania (1) i (2) daj¡ zwi¡zki mi�dzy

wspóªrz�dnymi. Podkre±lmy: ka»dy z obserwatorów

rzutuje wektor poªo»enia na osie wªasnego ukªadu

odniesienia.

x~ex + y~ey + z~ez −Rx~ex −Ry~ey −Rz~ez = x′~e′x′ + y′~e′y′ + z′~e′z′
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Dwaj obserwatorzy - zwi¡zek mi�dzy mierzon¡ pohodn¡

wektora

Zajmiemy si� teraz znalezieniem relaji pomi�dzy pohodn¡ wektora

~P mierzon¡ przez obserwatorów O i O′
.

~P jest dowolnym wektorem,

mo»e symbolizowa¢ wektor poªo»enia, pr�dko±i, itp. Zakªadamy te»,

»e k¡t obrotu mi�dzy jednego ukªadu wzgl�dem drugiego mo»e si�

zmienia¢: α = ωt.

~R

X

Y

Y’

X’

α = ωt

~P
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W ukªadzie O:

~P = Px~ex + Py~ey + Pz~ez.

W ukªadzie O′
:

~P = P ′

x′
~e′x′ + P ′

y′
~e′y′ + P ′

z′
~e′z′ .

Wprowad¹my oznazenie

~P ′
:

~P ′ = P ′

x′
~e′x′ + P ′

y′
~e′y′ + P ′z′~e′z′ .

rozumiej¡ to w ten sposób, »e wektor

~P ′
jest to wektor

~P

wyra»ony przez wspóªrz�dne i wersory ukªadu O′
.
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~P = Px~ex + Py~ey + Pz~ez = P
′

x′
~e′x′ + P

′

y′
~e′y′ + P

′

z′
~e′z′ = ~P

′
.

Podstawiaj¡ wersory �primowane� otrzymujemy:

~P = P
′

x′
~e′x′ + P

′

y′
~e′y′ + P

′

z′
~e′z′ =

= P
′

x′(cosα~ex + sinα~ey) + P
′

y′(− sinα~ex + cosα~ey) + P
′

z′~ez =
= (P ′

x′ cosα− P
′

y′ sinα)~ex + (P ′

x′ sinα+ P
′

y′ cosα)~ey + P
′

z′~ez .

Zastanówmy si�, o oznaza ta równo±¢ w prostym przypadku, gdy wektor

~P jest wektorem staªym w ukªadzie O. Je±li orientaja ukªadu O
′
wzgl�dem

ukªadu O jest ustalona (tzn. k¡t α nie zmienia si� w zasie) to wspóªrz�dne

�primowane� te» musz¡ by¢ staªe w zasie. Inazej jest, gdy ukªad

�primowany� obraa si� wzgl�dem �nieprimowanego� - wida¢, »e w takiej

sytuaji zmiana warto±i funkji sinα i cosα musi by¢ skompensowana

zmian¡ warto±i wspóªrz�dnyh primowanyh. Inazej mówi¡, dla

obserwatora O
′
wektor

~P zmienia si� (bo zmieniaj¡ si� jego wspóªrz�dne w

ukªadzie primowanym). Zatem, mimo »e pohodna wektora

~P w ukªadzie O

jest równa zero, w ukªadzie O
′
jest ró»na od zera. Znajdziemy teraz

zwi¡zek mi�dzy tymi pohodnymi.
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Transformaja ~υ i ~a mi�dzy ukªadem inerjalnym a nieinerjalnym

W ogólno±i, zmieniaj¡ si� wspóªrz�dne wektora

~P w obu

ukªadah. Zgodnie z zaªo»eniem, »e ruh obrotowy zahodzi

tylko w pªaszzy¹nie xy, mamy α = ωt, gdzie wektor pr�dko±i

k¡towej ~ω = (0, 0, ω) jest mierzony przez obserwatora O.

Ró»nizkuj¡ (i wykorzystuj¡ zwi¡zki mi�dzy wersorami w obu

ukªadah), dostajemy:

d~P

dt
=

dPx

dt
~ex +

dPy

dt
~ey +

dPz

dt
~ez =

=
dP ′

x′

dt
~e′x′ +

dP ′

y′

dt
~e′y′ +

dP ′

z′

dt
~e′z′ − ωP ′

y′
~e′x′ + ωP ′

x′
~e′y′ .

Czyli:

d~P

dt
=

d~P ′

dt
+ ~ω × ~P ′.
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Zastosujmy ten wynik do wektora poªo»enia punktu Q: ~r = ~r′ + ~R.

Wektor

~R jest poªo»eniem O wzgl�dem O′
, wyra»onym we

wspóªrz�dnyh �nieprimowanyh�. Aby uzyska¢ peªn¡ analogi� z

powy»szym rozumowaniem, oblizmy pohodn¡ wektora ~r − ~R = ~r′:

d(~r − ~R)

dt
=

d~r′

dt

~υ − ~u = ~υ′ + ~ω × ~r′,

~υ = ~u+ ~υ′ + ~ω × ~r′,

gdzie:

~υ - mierzona przez O zmiana wektora ~r (wyra»ona przez wspóªrz�dne

i wersory �nieprimowane�), zyli pr�dko±¢ punktu Q w ukªadzie O;

~υ′
- mierzona przez O′

zmiana wektora

~r′ (wyra»ona przez

wspóªrz�dne i wersory �primowane�), zyli pr�dko±¢ punktu Q w

ukªadzie O′
;

~u - mierzona przez O zmiana wektora

~R (wyra»ona przez wspóªrz�dne

i wersory �nieprimowane�), zyli pr�dko±¢ O′
w ukªadzie O.
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Znajd¹my teraz zwi¡zek mi�dzy przyspieszeniami:

~υ − ~u = ~υ′ + ~ω × ~r′

d

dt
(~υ − ~u) =

d

dt
(~υ′ + ~ω × ~r′) + ~ω × (~υ′ + (ω × ~r′))

Ostateznie, otrzymujemy:

~a = ~a′ + ~atr +
d~ω

dt
× ~r′ + 2~ω × ~υ′ + ~ω × (~ω × ~r′),

gdzie:

~a′ - przyspieszenie mierzone w O′
;

~atr =
d~u
dt - przyspieszenie post�powe O′

wzgl�dem O, mierzone w

O;

2~ω × ~υ′ - przyspieszenie Coriolisa;

~υ′ - mierzone w O′
;

d~ω
dt

× ~r′ - przyspieszenie k¡towe O′
wzgl�dem O;

~ω × (~ω × ~r′) - przyspieszenie do±rodkowe.

Zauwa»my, »e ~a, ~atr oraz ~ω s¡ mierzone w O.
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Przykªad: przyspieszenie w ruhu po okr�gu

Zadanie.

Rozpatrzmy punkt Q, który - w ukªadzie O - porusza si� po

okr�gu o promieniu R z pr�dko±i¡ k¡tow¡ ω = χt, t > 0.
Chemy znale¹¢ przyspieszenie tego punktu w ukªadzie O i O′

,

przy zym ukªad O′
wiruje wraz z poruszaj¡ym si� punktem, a

±rodki ukªadów si� pokrywaj¡. W hwili t = 0 osie x i x′ oraz y i

y′ - odpowiednio - si� pokrywaªy, a poªo»enie punktu Q w

ukªadzie O′
dane jest przez (x′, y′) = (R, 0).

Zauwa»my, »e zwi¡zek mi�dzy wersorami obu ukªadów jest

nast�puj¡y:

~e′x′ = cosα(t)~ex + sinα(t)~ey,

~e′y′ = − sinα(t)~ex + cosα(t)~ey ,

gdzie α(t) jest k¡tem obrotu ukªadu O′
wzgl�dem O.
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Rozwi¡zanie

Pr�dko±¢ w ukªadzie O ma warto±¢ υ = χRt oraz skªadowe:

υx = −χRt sinα~ex,
υy = χRt cosα~ey,

α(t) = 1

2
χt2.

Pr�dko±¢ w ukªadzie O′
wynosi - na podstawie tre±i zadania -

zero, ale mo»emy j¡ wyznazy¢ stosuj¡ zale»no±¢

~υ′ = ~υ − ~ω × ~r′. Ilozyn wektorowy oblizamy w ukªadzie

primowanym. ~ω ma takie same skªadowe (0,0,ω) w obu

ukªadah.

(υx′ , υy′) = −χRt sinα~ex + χRt cosα~ey − ωR~e′y′ = (0, 0)
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Przyspieszenie w ukªadzie �primowanym� jest równe zero (punkt

Q jest w tym ukªadzie nieruhomy). Poniewa» ~atr = 0, ~υ′ = 0,
wi� powinni±my stwierdzi¢, »e

~a =
d~ω

dt
× ~r′ + ~ω × (~ω × ~r′).

Lew¡ stron� oblizamy ró»nizkuj¡ skªadowe pr�dko±i w

ukªadzie O:

ax = (−χR sin χt2

2
− χ2Rt2 cos χt2

2
)~ex,

ax = (χR cos χt2

2
− χ2Rt2 sin χt2

2
)~ey,

~a = ax~ex + ay~ey = χR~ey′ − χ2t2R~ex′ .

Zauwa»my, na marginesie, »e wersory ~ex′
i ~ey′ s¡ równe,

odpowiednio, wersorom ukªadu biegunowego zwi¡zanego z O:

~a = −χ2t2R~e̺ + χR~eϕ.
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Praw¡ stron� oblizamy w ukªadzie O′
:

d~ω

dt
× ~r′ = (0, 0, χ) × (R, 0, 0) = χR~e′y′

~ω × (~ω × ~r′) = ~ω(~ω ·R~e′x′)−R~e′x′ω2 = −χ2t2R~e′x′ .

Wida¢, »e oblizenia ró»nyh wielko±i w dwóh ukªadah

wspóªrz�dnyh daj¡ ten sam wynik.



Fizyka I (mehanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 5

Ziemia jako ukªad nieinerjalny

Ruh obrotowy Ziemi

φ

~ω

~ωhor
~ωver

Pr�dko±¢ k¡tow¡ ruhu obrotowego

Ziemi rozkªadamy na dwie

skªadowe:

~ω = ~ωver + ~ωhor.

ωver jest pr�dko±i¡ k¡tow¡ obrotu

pªaszzyzny horyzontu wokóª

kierunku radialnego - odpowiada za

zmian� pªaszzyzny waha« wahadªa

Fouaulta. Pr�dko±¢ ωhor okre±la

szybko±¢ podnoszenia si� pªaszyzny

horyzontu na zahodzie i

opuszzania si� na wshodzie.
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Ziemia jako ukªad nieinerjalny

Wahadªo na obraaj¡ej si� Ziemi

AKW & JAZ, Wst�p do �zyki
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Ziemia jako ukªad nieinerjalny

Wahadªo Fouaulta

AKW & JAZ, Wst�p do �zyki

Zademonstrowane przez

Jeana Bernarda Leona

Fouaulta w Obserwatorium

Astronomiznym w Pary»u w

1851 r. jest dowodem

dobowego ruhu obrotowego

Ziemi. Pªaszzyzna waha«

obraa si� z z�sto±i¡

ωver = ω sinφ.
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Ziemia jako ukªad nieinerjalny

Siªa od±rodkowa i przyspieszenie na powierzhni Ziemi

~g0

ω2 ~R⊥

ω2 ~R⊥

~g0 + ω2 ~R⊥

φ

Z powodu ruhu Ziemi wokóª osi, mierzona warto±¢

przyspieszenia ziemskiego zale»y od szeroko±i

geogra�znej φ. Je±li iaªo nie porusza si� wzgl�dem

Ziemi, to dziaªa na niego siªa bezwªadno±i

skierowana wzdªu» promienia równole»nika,

zwi¡zana z przyspieszeniem od±rodkowym

ω2R⊥ = ω2R cos φ. Wskutek tego wypadkowe

przyspieszenie ziemskie nie ma kierunku radialnego i

opisane jest wektorem ~g(φ), który speªnia równanie:

~g0 = ~g(φ) + ~ω × (~ω × ~R(φ)), gdzie ~g0 jest

przyspieszeniem grawitayjnym mierzonym w

ukªadzie inerjalnym na powierzhni kuli o masie i

promieniu Ziemi.
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Spadek swobodny przy powierzhni Ziemi

Przyspieszenie od±rodkowe ma dwie skªadowe: radialn¡ i

horyzontaln¡. Skªadowa radialna dodaje si� do skierowanego

radialnie wektora ~g0. Skªadowa horyzontalna odpowiada za

odhylanie toru iaªa spadaj¡ego swobodnie: na poªudnie na

póªkuli póªnonej i na póªno na póªkuli poªudniowej.

Podzas spadku iaªo si� porusza w ukªadzie nieinerjalnym

(~v′ 6= 0), w zwi¡zku z zym pojawia si� dodatkowy efekt -

przyspieszenie Coriolisa, które na obu póªkulah powoduje

odhylenie toru na wshód.

Czyli, tor spadaj¡ego iaªa odhyla si� od kierunku radialnego

na poªudniowy wshód na póªkuli póªnonej i na póªnony

wshód na póªkuli poªudniowej.
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P�d i ±rodek masy

P�d - de�nija

Do±wiadzenie pouza, »e w zagadnieniah zwi¡zanyh z

dynamik¡ wa»na jest nie tyle pr�dko±¢, o ilozyn pr�dko±i i

masy, zwany p�dem.

De�nija. Cz¡stka o masie m, poruszaj¡a si� z pr�dko±i¡ ~υ ma

p�d:

~p = m~υ.

W przypadku ukªadu N punktów, aªkowity p�d ukªadu

~Pc jest

(wektorow¡) sum¡ p�dów wszystkih punktów:

~Pc =

N
∑

i=1

~pi
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P�d i ±rodek masy

P�d i druga zasada dynamiki

II zasad� dynamiki

~F = m~a

mo»emy zapisa¢ w równowa»nej postai:

~F = d~p
dt
,

o umo»liwia bardziej ogólne spojrzenie na relaj� siªa - ruh.

Caªkuj¡ to równanie po zasie, dostajemy:

∫ t2

t1

d~p

dt
dt =

∫ t2

t1

~Fdt,

~p(t2)− ~p(t1) =

∫ t2

t1

~Fdt,

o wyra»amy stwierdzeniem , »e zmiana p�du jest równa

pop�dowi siªy.
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P�d i ±rodek masy

P�d ukªadu mas

Rozpatrzmy ukªad N iaª o masah m1, ..., mN , poruszaj¡yh

si� - odpowiednio - z pr�dko±i¡ υ1, ..., υN . Zakªadamy, »e iaªa

oddziaªuj¡ ze sob¡ siªami Newtonowskimi, tzn. speªniona jest

III zasada dynamiki:

~Fij = −~Fji. Dodatkowo, na ka»de iaªo

mo»e dziaªa¢ siªa

~Qi, która nie jest zwi¡zana z oddziaªywaniem

mi�dzy iaªami.

W takiej sytuaji mo»emy napisa:

d(m1~υ1)

dt
= ~F12 + ~F13 + ~F14 + · · ·+ ~F1N + ~Q1

d(m2~υ2)

dt
= ~F21 + ~F23 + ~F24 + · · ·+ ~F2N + ~Q2

.

.

.

d(mN~υN )

dt
= ~FN1 + ~FN2 + ~FN3 + · · ·+ ~FN,N−1 + ~QN
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P�d i ±rodek masy

Sumuj¡ stronami, dostajemy:

d

dt
~Pc =

N
∑

i=1

~Qi = ~Qc

Oznaza to, »e:

� siªy wewn�trzne speªniaj¡e III zasad� dynamiki nie mog¡

zmieni¢ aªkowitego p�du ukªadu;

� zmiana aªkowitego p�du ukªadu wynika z dziaªania siª

zewn�trznyh
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P�d i ±rodek masy

Zasada zahowania p�du

Na podstawie powy»szego równania mo»na sformuªowa¢

zasad� zahowania p�du:

Je»eli na ukªad nie dziaªaj¡ zewn�trzne siªy, to p�d

ukªadu jest zahowany.
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P�d i ±rodek masy

�rodek masy

Wprowad¹my wielko±¢, która jest bardzo u»ytezna przy

rozpatrywaniu ruhu ukªadu mas.

De�niujemy wektor poªo»enia ±rodka masy

~RSM w nast�puj¡y

sposób:

~RSM =

∑

imi~ri
∑

i mi
.

~ri jest wektorem ª¡z¡ym poz¡tek ukªadu wspóªrz�dnyh z

mas¡ mi. Ukªad ten mo»e by¢ wybrany zupeªnie dowolnie.

Zauwa»my, »e iaªo podparte w ±rodku masy si� nie obraa -

wypadkowy moment siªy i�»ko±i wzgl�dem ±rodka masy jest

równy zero:

∑

i

mi(~ri − ~RSM )× ~g = (
∑

i

mi~ri −
∑

i

mi
~RSM )× ~g = 0
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P�d i ±rodek masy

P�d ukªadu mas jest równy:

~Pc =
∑

i

mi~υi =
d

dt

∑

i

(mi~ri) =
d

dt
(M ~RSM ) = M~VSM

P�d ukªadu mas jest taki, jak gdyby aªa masa poruszaªa si� z

pr�dko±i¡ równ¡ pr�dko±i ±rodka masy.

Dalej, mamy

d~Pc

dt
= M

d~VSM

dt
= M ~ASM ,

oraz

M ~ASM = ~Qc

Dla ukªadu odosobnionego,

~Qc = 0, ~ASM = 0 i

~VSM = onst.
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Zderzenia

Zderzenia spr�»yste i niespr�»yste

O zderzeniu mówimy wtedy, gdy dwa lub wi�ej iaª oddziaªuje

na siebie stosunkowo du»ymi siªami w stosunkowo krótkim

zasie.

Je±li w zderzeniu zahowana jest energia kinetyzna

zderzaj¡yh si� iaª, to mówimy, »e zderzenie jest spr�»yste.

Je±li tak nie jest, to zderzenie jest niespr�»yste, a w szzególnym

przypadku sklejenia si� iaª po zderzenieu � aªkowiie

niespr�»yste.

Zderzenie nie musi oznaza¢ bezpo±redniego kontaktu obiektów,

np. oddziaªywanie komety z planet¡ lub gwiazd¡, prowadz¡e

do zakrzywienia toru lotu, jest zderzeniem.
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Zderzenia

Zasady zahowania

Mamy do dyspozyji:

◮
Zasad� zahowania p�du

◮
Zasad� zahowania energii (w zderzeniah spr�»ystyh �

energii kinetyznej)

◮
Zasad� zahowania momentu p�du

◮
Inne zasady zahowania, które musz¡ by¢ speªnione w

przypadku zderze« z¡stek elementarnyh
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Zderzenia

Zderzenie niespr�»yste dwóh mas w ukªadzie LAB

Przypu±¢my, »e dwie masy m1 i m2 poruszaj¡ si� z pr�dko±i¡,

odpowiednio, ~υ1 i ~υ2. W hwili t = 0 znajdowaªy si� w miejsu,

odpowiednio, o wspóªrz�dnyh ~r10 i ~r20. Zakªadamy, »e

nast¡piªo zderzenie aªkowiie niespr�»yste, tzn., masy si�

skleiªy. Zasada zahowania p�du daje:

m1~υ1 +m2~υ2 = (m1 +m2)~V

~V =
m1~υ1 +m2~υ2

m1 +m2

= ~VSM

~r1(t) = ~r10 + ~υ1t, ~r2(t) = ~r20 + ~υ2t

~RSM (t) =
~r10m1 + ~r20m2 +m1~υ1t+m2~υ2t

m1 +m2

= ~RSM (t = 0)+~VSM t
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Zderzenia

Zderzenie niespr�»yste dwóh mas w ukªadzie SM

Przed zderzeniem:

~u1 = ~υ1 − ~VSM =
m2(~υ1 − ~υ2)

m1 +m2

, u2 = ~υ2 − ~VSM =
m1(~υ2 − ~υ1)

m1 +m2

~P
przed
SM = m1~u1 +m2~u2 = 0

Po zderzeniu:

~P
po
SM = 0,

zyli sklejone masy spozywaj¡ w ukªadzie SM.

Ukªad ±rodka masy jest wyró»niony z tego powodu, »e aªkowity

p�d ukªadu wzgl�dem ±rodka masy jest równy zero. Poza tym,

ruh ukªadu jako aªo±i jest zwykle mniej interesuj¡y ni» ruh

wzgl�dny, wi� przehodz¡ do ukªadu ±rodka masy eliminujemy

z rozwa»a« ten mniej iekawy aspekt ruhu.
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