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P�d

P�d i druga zasada dynamiki

II zasad� dynamiki

~F = m~a

mo»emy zapisa¢ w równowa»nej posta
i:

~F = d~p
dt
,


o umo»liwia bardziej ogólne spojrzenie na rela
j� siªa - ru
h.

Caªkuj¡
 to równanie po 
zasie, dostajemy:

∫ t2

t1

d~p

dt
dt =

∫ t2

t1

~Fdt,

~p(t2)− ~p(t1) =

∫ t2

t1

~Fdt,


o wyra»amy stwierdzeniem , »e zmiana p�du jest równa

pop�dowi siªy.



Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 6

P�d

P�d ukªadu mas

Rozpatrzmy ukªad N 
iaª o masa
h m1, ..., mN , poruszaj¡
y
h

si� - odpowiednio - z pr�dko±
i¡ υ1, ..., υN . Zakªadamy, »e 
iaªa

oddziaªuj¡ ze sob¡ siªami Newtonowskimi, tzn. speªniona jest

III zasada dynamiki:

~Fij = −~Fji. Dodatkowo, na ka»de 
iaªo

mo»e dziaªa¢ siªa

~Qi, która nie jest zwi¡zana z oddziaªywaniem

mi�dzy 
iaªami.

W takiej sytua
ji mo»emy napisa
:

d(m1~υ1)

dt
= ~F12 + ~F13 + ~F14 + · · ·+ ~F1N + ~Q1

d(m2~υ2)

dt
= ~F21 + ~F23 + ~F24 + · · ·+ ~F2N + ~Q2

.

.

.

d(mN~υN )

dt
= ~FN1 + ~FN2 + ~FN3 + · · ·+ ~FN,N−1 + ~QN
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P�d

Sumuj¡
 stronami, dostajemy:

d

dt
~Pc =

N∑
i=1

~Qi = ~Qc

Ozna
za to, »e:

� siªy wewn�trzne speªniaj¡
e III zasad� dynamiki nie mog¡

zmieni¢ 
aªkowitego p�du ukªadu;

� zmiana 
aªkowitego p�du ukªadu wynika z dziaªania siª

zewn�trzny
h
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P�d

Zasada za
howania p�du

Na podstawie powy»szego równania mo»na sformuªowa¢

zasad� za
howania p�du:

Je»eli na ukªad nie dziaªaj¡ zewn�trzne siªy, to p�d

ukªadu jest za
howany.
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P�d

�rodek masy

Wprowad¹my wielko±¢, która jest bardzo u»yte
zna przy

rozpatrywaniu ru
hu ukªadu mas.

De�niujemy wektor poªo»enia ±rodka masy

~RSM w nast�puj¡
y

sposób:

~RSM =

∑
imi~ri∑
i mi

.

~ri jest wektorem ª¡
z¡
ym po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h z

mas¡ mi. Ukªad ten mo»e by¢ wybrany zupeªnie dowolnie.

Zauwa»my, »e 
iaªo podparte w ±rodku masy si� nie obra
a -

wypadkowy moment siªy 
i�»ko±
i wzgl�dem ±rodka masy jest

równy zero:

∑
i

mi(~ri − ~RSM )× ~g = (
∑
i

mi~ri −
∑
i

mi
~RSM )× ~g = 0
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P�d

P�d ukªadu mas jest równy:

~Pc =
∑
i

mi~υi =
d

dt

∑
i

(mi~ri) =
d

dt
(M ~RSM ) = M~VSM

P�d ukªadu mas jest taki, jak gdyby 
aªa masa poruszaªa si� z

pr�dko±
i¡ równ¡ pr�dko±
i ±rodka masy.

Dalej, mamy

d~Pc

dt
= M

d~VSM

dt
= M ~ASM ,

oraz

M ~ASM = ~Qc

Dla ukªadu odosobnionego,

~Qc = 0, ~ASM = 0 i

~VSM = 
onst.
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Zderzenia

Zderzenia spr�»yste i niespr�»yste

O zderzeniu mówimy wtedy, gdy dwa lub wi�
ej 
iaª oddziaªuje

na siebie stosunkowo du»ymi siªami w stosunkowo krótkim


zasie.

Je±li w zderzeniu za
howana jest energia kinety
zna

zderzaj¡
y
h si� 
iaª, to mówimy, »e zderzenie jest spr�»yste.

Je±li tak nie jest, to zderzenie jest niespr�»yste, a w sz
zególnym

przypadku sklejenia si� 
iaª po zderzenieu � 
aªkowi
ie

niespr�»yste.

Zderzenie nie musi ozna
za¢ bezpo±redniego kontaktu obiektów,

np. oddziaªywanie komety z planet¡ lub gwiazd¡, prowadz¡
e

do zakrzywienia toru lotu, jest zderzeniem.
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Zderzenia

Zasady za
howania

Mamy do dyspozy
ji:

◮
Zasad� za
howania p�du

◮
Zasad� za
howania energii (w zderzenia
h spr�»ysty
h �

energii kinety
znej)

◮
Zasad� za
howania momentu p�du

◮
Inne zasady za
howania, które musz¡ by¢ speªnione w

przypadku zderze« 
z¡stek elementarny
h
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Zderzenia

Zderzenie niespr�»yste dwó
h mas w ukªadzie LAB

Przypu±¢my, »e dwie masy m1 i m2 poruszaj¡ si� z pr�dko±
i¡,

odpowiednio, ~υ1 i ~υ2. W 
hwili t = 0 znajdowaªy si� w miejs
u,

odpowiednio, o wspóªrz�dny
h ~r10 i ~r20. Zakªadamy, »e

nast¡piªo zderzenie 
aªkowi
ie niespr�»yste, tzn., masy si�

skleiªy. Zasada za
howania p�du daje:

m1~υ1 +m2~υ2 = (m1 +m2)~V

~V =
m1~υ1 +m2~υ2
m1 +m2

= ~VSM

~r1(t) = ~r10 + ~υ1t, ~r2(t) = ~r20 + ~υ2t

~RSM (t) =
~r10m1 + ~r20m2 +m1~υ1t+m2~υ2t

m1 +m2

= ~RSM (t = 0)+~VSM t
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Zderzenia

Zderzenie niespr�»yste dwó
h mas w ukªadzie SM

Przed zderzeniem:

~u1 = ~υ1 − ~VSM =
m2(~υ1 − ~υ2)

m1 +m2

, u2 = ~υ2 − ~VSM =
m1(~υ2 − ~υ1)

m1 +m2

~P przed
SM = m1~u1 +m2~u2 = 0

Po zderzeniu:

~P po
SM = 0,


zyli sklejone masy spo
zywaj¡ w ukªadzie SM.

Ukªad ±rodka masy jest wyró»niony z tego powodu, »e 
aªkowity

p�d ukªadu wzgl�dem ±rodka masy jest równy zero. Poza tym,

ru
h ukªadu jako 
aªo±
i jest zwykle mniej interesuj¡
y ni» ru
h

wzgl�dny, wi�
 prze
hodz¡
 do ukªadu ±rodka masy eliminujemy

z rozwa»a« ten mniej 
iekawy aspekt ru
hu.
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Zderzenia

Zderzenia spr�»yste - przypadek jednowymiarowy

Rozpatrujemy dwie masy m1 i m2 poruszaj¡
e si� po linii

prostej z pr�dko±
iami, odpowiednio, υ1,i oraz υ2,i. Po zderzeniu

spr�»ystym pr�dko±
i wynosz¡, odpowiednio, υ1,f oraz υ2,f .
Korzystaj¡
 z zasady za
howania p�du:

m1υ1,i +m2υ2,i = m1υ1,f +m2υ2,f

oraz energii:

1

2
m1υ

2

1,i +
1

2
m2υ

2

2,i =
1

2
m1υ

2

1,f +
1

2
m2υ

2

2,f

mo»emy wyzna
zy¢ pr�dko±
i ko«
owe.
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Zderzenia

Po prosty
h przeksztaª
enia
h otrzymujemy:

υ1,f =
(m1 −m2)υ1,i + 2m2υ2,i

m1 +m2

υ2,f =
(m2 −m1)υ2,i + 2m1υ1,i

m1 +m2

Zauwa»my, »e jedno wyra»enie powstaje z drugiego przez

zamian� indeksów 1 ↔ 2. Jest to odzwie
iedleniem faktu, »e

obie masy u
zestni
z¡ w tym pro
esie w identy
zny sposób.

Zauwa»my te», »e je±li masy s¡ sobie równe, to w zderzeniu

spr�»ystym nast�puje �wymiana� pr�dko±
i pomi�dzy

masami:υ1,f = υ2,i, υ2,f = υ1,i.
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Zderzenia nie
entralne

Zderzenie spr�»yste, nie
entralne sztywny
h kul

Zadanie Dwie kule, jedna o masie m1 a druga o masie m2,

poruszaj¡ si� po pªasz
zy¹nie (stanowi¡
ej ukªad LAB) z

pr�dko±
i¡, odpowiednio, ~υ1,i i ~υ2,i. Kule zderzaj¡ si� spr�»y±
ie

�za
howany jest 
aªkowity p�d i 
aªkowita energia kinety
zna

ukªadu. Wyzna
zy¢ pr�dko±
i ~υ1,f i ~υ2,f kul po zderzeniu.

Przeanalizowa¢ zderzenie w ukªadzie LAB i SM.

Przed Po

X

Y
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Zderzenia nie
entralne

Zderzenia spr�»yste na pªasz
zy¹nie

Rozwi¡zanie W zderzenia
h spr�»ysty
h jest za
howany 
aªkowity p�d

ukªadu:

~p1,i + ~p2,i = ~p1,f + ~p2,f ,


zyli, dla wspóªrz�dny
h x i y:

m1υ1,i cosα1,i +m2υ2,i cosα2,i = m1υ1,f cosα1,f +m2υ2,f cosα2,f

m1υ1,i sinα1,i +m2υ2,i sinα2,i = m1υ1,f sinα1,f +m2υ2,f sinα2,f

oraz 
aªkowita energia kinety
zna:

1

2
m1υ

2

1,i +
1

2
m1υ

2

2,i =
1

2
m1υ

2

1,f +
1

2
m1υ

2

2,f

Czyli, dla zderzenia spr�»ystego mamy trzy równania i 
ztery niewiadome -

w ogólno±
i jest to problem, który mo»na rozwi¡za¢ przyjmuj¡
 dodatkowe

zaªo»enie (np. znajomo±¢ jednego z k¡tów po zderzeniu).
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Zderzenia nie
entralne

Zderzenia spr�»yste na pªasz
zy¹nie

W przypadku zderze« nie
entralny
h wygodnie jest przej±¢

wybra¢ jako ukªad LAB taki ukªad, w którym jedna z kul

spo
zywa, a druga porusza si� wzdªu» osi x. Zauwa»my, »e

zawsze mo»na taki ukªad znale¹¢. W przypadku mas m1 i m2

poruszaj¡
y
h si� z pr�dko±
iami, odpowiednio ~υ′
1
i ~υ′

2
ukªadem

takim mo»e by¢ po prostu ukªad, w którym masa m2 spo
zywa,

a o± x skierowana jest wzdªu» wektora pr�dko±
i wzgl�dnej

~υ1 = ~υ′
1
− ~υ′

2
.

Układ LAB: Układ LAB,

X

Y

~υ′
2

~υ′
1 ~υ1

sytuacja wyjściowa

X

Y
w którym masa m2 spoczywa
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Zderzenia nie
entralne

Zderzenia spr�»yste - ukªad LAB i SM

LAB SM

X

Y

~υ1
~υ1,SM

X

Y

~υ2,SM

LAB SM

X

Y

~υ1
~υ′
1,SM

X

Y

~υ′
2,SM

Przed

Po
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Zderzenia nie
entralne

Transforma
ja k¡ta rozproszenia LAB ↔ SM

Przypu±¢my, »e k¡t rozproszenia masy m1 w ukªadzie LAB wynosi θ1,LAB ,

za± w ukªadzie SM jest równy θ1,SM .

tan θ1,LAB =
υ′

1,y

υ′

1,x

tan θ1,SM =
υ′

1,y,SM

υ′

1,x,SM

Zwi¡zek mi�dzy wspóªrz�dnymi jest dany transforma
j¡ Galileusza (Uwaga:

~VSM okre±lony jest w LAB):

υ′

1,x = υ′

1,x,SM + VSM

υ′

1,y = υ′

1,y,SM

tan θ1,LAB =
υ′

1,y,SM

υ′

1,x,SM + VSM

=
sin θ1,SM

cos θ1,SM + VSM/υ′

1,SM
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Zderzenia nie
entralne

Transforma
ja k¡ta rozproszenia LAB ↔ SM

W ukªadzie SM p�dy obu mas s¡ równe 
o do warto±
i:

przed zderzeniem: m1υ1,SM = m2υ2,SM

po zderzeniu: m1υ
′

1,SM = m2υ
′

2,SM

Dla zderze« spr�»ysty
h:

m1,SMυ2

1,SM +m2,SMυ2

2,SM = m1,SMυ
′
2

1,SM +m2,SMυ
′
2

2,SM

�¡
z¡
 te równania dostajemy:

υ1,SM = υ′

1,SM

υ2,SM = υ′

2,SM

Poniewa» w naszym przypadku (

~VSM okre±lony jest przez pr�dko±
i w LAB)

~VSM =
m1

m1 +m2

~υ1 =
m1

m1 +m2

(~υ1,SM + ~VSM ),

to

~VSM =
m1

m2

~υ1,SM ,


o daje

tan θ1,LAB =
sin θ1,SM

cos θ1,SM + m1

m2

.
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Ru
h ukªadów o zmiennej masie

Ru
h ukªadu o zmiennej masie

Pytanie, jak si� zmieni ru
h masy m2, gdy doª¡
zy do niej maªa

masa dm1 ≪ m2 i dziaªa siªa zewn�trzna?

Nie
h pr�dko±¢ masy dm1 i m2 ukªadzie iner
jalnym b�dzie

równa, odpowiednio, ~υ1 i ~υ2.
P�d po
z¡tkowy:

~p(t) = dm1 ~υ1 +m2 ~υ2.

P�d ko«
owy:

~p(t+ dt) = (dm1 +m2)(~υ2 + d~υ2).

Zmiana p�du ukªadu jest równa:

d~p = ~p(t+ dt)− ~p(t)

= m2d~υ2 + dm1(~υ2 − ~υ1) + dm1d~υ2 ≈ m2d~υ2 + dm1(~υ2 − ~υ1).
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Ru
h ukªadów o zmiennej masie

Ru
h ukªadu o zmiennej masie

Masa dm1 mo»e by¢ dodatnia albo ujemna. Czynimy tu

zaªo»enie, »e pr�dko±¢ masy dm1 zmienia si� skokowo, za± masy

m2 - w sposób 
i¡gªy.

Wprowadzamy pr�dko±¢ wzgl�dn¡ masy dm1 wzgl�dem masy

m2:

~u = ~υ1 − ~υ2.

Zmiana p�du ukªadu w jednost
e 
zasu wynosi:

d~p

dt
= m2

d~υ2
dt

− ~u
dm1

dt

i jest równa dziaªaj¡
ej na ukªad sile zewn�trznej

~Fzew:

d~p

dt
= ~Fzew.



Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 6

Ru
h ukªadów o zmiennej masie

Ru
h ukªadu o zmiennej masie

Mamy zatem uogólnion¡ posta¢ drugiej zasady dynamiki:

m2

d~υ2
dt

− ~u
dm1

dt
= ~Fzew.

Pozb�dziemy si� teraz indeksów 1 i 2 w nastpuj¡
y sposób.

Interesuje nas ru
h du»ej masy m2, która zmienia si� w 
zasie z

pr�dko±
i¡ dm1/dt. Zatem, wielko±
i m2 i dm1/dt doty
z¡ tej

samej du»ej masy m2, któr¡ nazwiemy mas¡ m. Podobnie,

pr�dko±¢ υ2 jest pr�dko±
ia du»ej masy - mo»emy opu±
i¢ indeks

2. Dostajemy zatem:

m
d~υ

dt
− ~u

dm

dt
= ~Fzew.

Siªa zewn�trzna jest siª¡ dziaªaj¡
¡ na 
aªy ukªad, tzn. na mas�

m i dm, ale ze wzgl�dnu na to, »e dm ≪ m zaniedbujemy

dziaªanie siªy zewn�trznej na dm.
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Ru
h ukªadów o zmiennej masie

Ru
h ukªadu o zmiennej masie

Otrzymujemy zatem:

m
d~υ

dt
= ~Fzew + ~u

dm

dt
.

Wyra»enie

~u
dm

dt

nazywamy siª¡ odrzutu lub siª¡ 
i¡gu.
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Ru
h ukªadów o zmiennej masie

Start rakiety

Zadanie Rakieta startuje z Ziemi (ru
h w jednorodnym polu

grawita
yjnym skierowanym prze
iwnie do kierunku ru
hu)

wskutek odrzutu gazów wylatuj¡
y
h z jej dyszy ze staª¡

pr�dko±
i¡ wzgl�dn¡ u i staª¡ ilo±
i¡ w jednost
e 
zasu ̺
(mianem wielko±
i ̺ jest kg/s). Po
z¡tkowa masa rakiety z

paliwem wynosiªa m0. Znale¹¢ równanie ru
hu rakiety oraz

zale»no±¢ jej pr�dko±
i υ od 
zasu.
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Ru
h ukªadów o zmiennej masie

Start rakiety

Rozwi¡zanie Zakªadamy, »e rakieta porusza si� w kierunku osi

z: ~υ = υ~ez , pole grawita
yjne i pr�dko±¢ wzgl�dna skierowane s¡

prze
iwnie do osi z: ~g = −g~ez , g > 0, ~u = −u~ez, u > 0, mamy

równanie ru
hu rakiety w kierunku z:

m
dυ

dt
= −u

dm

dt
−mg.

Do tego równania musimy wstawi¢ zale»no±¢ m(t) = m0 − ̺t
(bo

dm
dt

= −̺) i otrzymamy:

(m0 − ̺t)
dυ

dt
= u̺− (m0 − ̺t)g.

Wy
aªkowanie z warunkiem po
z¡tkowym υ(0) = 0 daje

υ(t) = −gt+ u ln
m0

m0 − ̺t
.
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