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Ped i druga zasada dynamiki
IT zasade dynamiki

—

F=ma
mozemy zapisa¢ w rownowaznej postaci:

7 dp

F= dt’
co umozliwia bardziej ogblne spojrzenie na relacje sita - ruch.
Catkujac to rownanie po czasie, dostajemy:

ty 3= to .
Pt — | Fat,
t1 dt t1

to .
plta) — plt1) = / Fdt,
t1

co wyrazamy stwierdzeniem , ze zmiana pedu jest réwna
popedowi sity.
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Ped uktadu mas
Rozpatrzmy uktad N cial o masach my, ..., my, poruszajacych
sie - odpowiednio - z predkoscia v1, ..., vy. Zakltadamy, ze ciata
oddziatuja ze sobg sitami Newtonowskimi, tzn. spelniona jest
ITI zasada dynamiki: ﬁij = —F;z Dodatkowo, na kazde ciato
moze dzialaé sita QZ-, ktora nie jest zwigzana z oddzialywaniem
miedzy ciatami.
W takiej sytuacji mozemy napisac:

d(mq T = = 7 al ).
%:F12+F13+F14+”'+F1N+Q1
d(mo v = = 7 a) ).
%:F21+F23+F24+“‘+F2N+Q2
d(myTn)

— =Fyxi+Fno+ Fns+ -+ Fyy_1+ Qn
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Sumujac stronami, dostajemy:

d N
EPC = Z Q’L = Qc
=1
Oznacza to, ze:

zewnetrznych

— sily wewnetrzne spekniajace III zasade dynamiki nie moga
zmieni¢ catkowitego pedu uktadu;
— zmiana calkowitego pedu ukladu wynika z dzialania sit




Ped

Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 6

Zasada zachowania pedu

Na podstawie powyzszego rownania mozna sformulowac

zasade zachowania pedu:

Jezeli na uktad nie dzialajg zewnetrzne silty, to ped
ukladu jest zachowany.
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Srodek masy

Wprowadzmy wielkosé, ktoéra jest bardzo uzyteczna przy
rozpatrywaniu ruchu uktadu mas.
Definiujemy wektor potozenia $§rodka masy Rgps w nastepujacy

sSposob:
> il
>

75 jest wektorem laczacym poczatek uktadu wspotrzednych z
masa m;. Uktad ten moze by¢ wybrany zupelnie dowolnie.
Zauwazmy, ze ciato podparte w §rodku masy sie nie obraca -
wypadkowy moment sily ciezkosci wzgledem $rodka masy jest
rowny zero:

> mi(i = Roa) x G = (O mits — > miRen) x §=0
7

% i

Ry =
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Ped uktadu mas jest rowny:
Zmzvz == Z m7;) = MRSM) MVSM

Ped uktadu mas jest taki, jak gdyby cala masa poruszata si¢ z
predkoscig rowna predkosci srodka masy.
Dalej, mamy

dP. dVsns .
- M —MA
dt dt SM>
oraz
MAsy = Q.

Dla uktadu odosobnionego, @c =0, fng =0i VSM = const.
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L Zderzenia

Zderzenia sprezyste 1 niesprezyste

O zderzeniu méwimy wtedy, gdy dwa lub wiecej ciatl oddziatuje
na siebie stosunkowo duzymi sitami w stosunkowo krotkim
czasie.

Jesli w zderzeniu zachowana jest energia kinetyczna
zderzajacych sie cial, to méwimy, ze zderzenie jest sprezyste.

Jesli tak nie jest, to zderzenie jest niesprezyste, a w szczegblnym
przypadku sklejenia sie ciatl po zderzenieu — catkowicie
niesprezyste.

Zderzenie nie musi oznacza¢ bezposredniego kontaktu obiektow,
np. oddzialywanie komety z planeta lub gwiazda, prowadzace
do zakrzywienia toru lotu, jest zderzeniem.
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Zderzenia

Zasady zachowania,

Mamy do dyspozycji:
> Zasade zachowania pedu

» Zasade zachowania energii (w zderzeniach sprezystych —
energii kinetycznej)

» Zasade zachowania momentu pedu

» Inne zasady zachowania, ktére musza by¢ spetnione w
przypadku zderzen czastek elementarnych

O

|
1
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I—Zderzenia

Zderzenie niesprezyste dwoch mas w uktadzie LAB

Przypudémy, ze dwie masy m; i me poruszaja sie z predkoscia,
odpowiednio, U1 i U5. W chwili ¢ = 0 znajdowaly sie w miejscu,
odpowiednio, o wspotrzednych g i 7o9. Zaktadamy, ze
nastapito zderzenie catkowicie niesprezyste, tzn., masy sie
skleily. Zasada zachowania pedu daje:

miTy + Moty = (my + mg)V

s miU1 + meoUs -
m1 + ma

71(t) = 7o + Uit, To(t) = Tag + Uat
_ T10m1 + Taoma + m1U1t + moUst -

RSM(t) = . = Rgp(t = 0)+‘7th
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L Zderzenia

Zderzenie niesprezyste dwoch mas w uktadzie SM

Przed zderzeniem:

~ v ma (V) — U2) L5 my(Uy — th)
U =01 —Voy=—"=, up="02— Vs =
m1 + ma m1 + mso
P‘pTzed - i + 7> — 0
SM = miuy moug =

Po zderzeniu:

PR, =0,
czyli sklejone masy spoczywaja w uktadzie SM.
Uktad érodka masy jest wyrdzniony z tego powodu, ze catkowity
ped uktadu wzgledem $rodka masy jest réowny zero. Poza tym,
ruch uktadu jako calosci jest zwykle mniej interesujacy niz ruch
wzgledny, wiec przechodzac do uktadu §rodka masy eliminujemy
z rozwazan ten mniej ciekawy aspekt ruchu.
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L Zderzenia

Zderzenia sprezyste - przypadek jednowymiarowy

Rozpatrujemy dwie masy mj i mgo poruszajace sie po linii
prostej z predkosciami, odpowiednio, vy ; oraz vg;. Po zderzeniu
sprezystym predkosci wynosza, odpowiednio, vy y oraz vy .
Korzystajac z zasady zachowania pedu:

MmivV1,; + MaV2; = MV § + Mav2 f

oraz energii:

1 2 1 o _ 1 2 1 2
§m1v1’i + §m2v2’i = Emlvl’f + §m2v2,f

mozemy wyznaczy¢ predkosci koricowe.
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L Zderzenia

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

(m1 — m2)U1,i + 2mavg;

U1 =
o m1 + mo

(mg — ml)UZ,i + 2myvy

Vg =
o m1 + mo

Zauwazmy, ze jedno wyrazenie powstaje z drugiego przez
zamiane indekséw 1 <+ 2. Jest to odzwieciedleniem faktu, ze
obie masy uczestnicza w tym procesie w identyczny sposob.
Zauwazmy tez, ze jesli masy sa sobie réwne, to w zderzeniu
sprezystym nastepuje “wymiana” predkosci pomiedzy
masamiivy f = Vg, U2 f = U1,j.
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Zderzenia niecentralne

Zderzenie sprezyste, niecentralne sztywnych kul

Zadanie Dwie kule, jedna o masie m; a druga o masie my,
poruszaja sie po plaszczyznie (stanowiacej uktad LAB) z
predkoscia, odpowiednio, ¥y ; i U2 ;. Kule zderzaja si¢ sprezyscie
—zachowany jest calkowity ped i catkowita energia kinetyczna
ukladu. Wyznaczy¢ predkosci 4y ¢ i Ua y kul po zderzeniu.
Przeanalizowa¢ zderzenie w uktadzie LAB i SM.

Y Przed | PoC'{

X
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Zderzenia niecentralne

Zderzenia sprezyste na plaszczyznie

Rozwigzanie W zderzeniach sprezystych jest zachowany catkowity ped
uktadu:
Pri+ P2 = Prs + P,

czyli, dla wspoétrzednych = i y:
M1vV1,; COS Q1,; + MavV2,; COS Qi2,; = M1V1,§ COS A1, f + M2U2 f COS Q2 ¢

m1v1,iSina1,; + mavz;sinas; = mivy,psin oy p + mava, fsinag, s
oraz catkowita energia kinetyczna:

lmv2+1mv2—lmv2 —|—1mU2
B 1V1,4 2 12,1—2 1V1, 5 2 1Vg f

Czyli, dla zderzenia sprezystego mamy trzy rownania i cztery niewiadome -
w ogoblnodci jest to problem, ktéry mozna rozwigzaé¢ przyjmujac dodatkowe

zalozenie (np. znajomosé jednego z katow po zderzeniu).
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Zderzenia niecentralne

Zderzenia sprezyste na plaszczyznie
W przypadku zderzen niecentralnych wygodnie jest przejs¢
wybraé¢ jako uktad LAB taki uktad, w ktérym jedna z kul
spoczywa, a druga porusza sie wzdluz osi x. Zauwazmy, ze
zawsze mozna taki uktad znalezé. W przypadku mas m; i mg
poruszajacych sie z predkosciami, odpowiednio ¥} i U5 uktadem
takim moze by¢ po prostu uktad, w ktérym masa meo spoczywa,
a 0§ x skierowana jest wzdtuz wektora predkosci wzglednej
U = Uy — T5.

X

Y Uktad LAB:; | Y Uklad LAB,
sytuacja wyjsciowa w ktorym masa mg spoczywa
— |
(%1 | N
cg | O— :
\@ |
— |
(%)} |
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Zderzenia niecentralne

Zderzenia sprezyste - uktad LAB 1 SM

LAB

Przed

Bo

(>—
@,sﬁ>

Y SM

U1,5M

X
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Zderzenia niecentralne

Transformacja kata rozproszenia LAB <> SM

Przypu$émy, ze kat rozproszenia masy mi w uktadzie LAB wynosi 01,148,
za$ w ukladzie SM jest rowny 01 sas.

U/

1,y
tan6i,Lap = n
vl,w
U/
1,y,SM
tan 91,51\4 = /yf
Vi,z,5M

Zwiazek miedzy wspolrzednymi jest dany transformacja Galileusza (Uwaga:
Vs okreslony jest w LAB):

! /
Vl,e = Vlz,sm + VM

! !
Ul,y = V1,y,5M

/ .
tan 0y pap — Vi,y,5M _ sin 01,5
1, = =
V) psar + Vem  cosbism + Vam /0] gpy
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Zderzenia niecentralne

Transformacja kata rozproszenia LAB <> SM
W uktadzie SM pedy obu mas sa rowne co do wartosci:
przed zderzeniem: mivi,sp = MavU2,sM
po zderzeniu: miv] gpr = Mavh gas
Dla zderzen sprezystych:
2 2 2 ‘2
mi1,sMVUI,s0 + M2,5MV2 5 = M1,SMUT, M + M2,SMU2, 5 M
Laczac te rownania dostajemy:
V1,5M = 'Ui,SM
V2,5M = Ué,SM

Poniewaz w naszym przypadku (Vs wm okreslony jest przez predkosci w LAB)

— mi — mi1 i —
Vem = U1 = (V1,50 + Vsur),
m1 + mo mi + ma2
to m
- 1.
Vsm = —7U1,5Mm,
ma
co daje
sin 01,50

tanby, pap = ———————.
cosf1,sm + m—i
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L Ruch ukladéw o zmiennej masie

Ruch uktadu o zmiennej masie
Pytanie, jak sie zmieni ruch masy me, gdy dotaczy do niej mata
masa dmy < me 1 dziala sita zewnetrzna?
Niech predkosé masy dmy i mg ukltadzie inercjalnym bedzie
roéwna, odpowiednio, U7 i Us.
Ped poczatkowy:

p(t) = dmivl + mavs.
Ped konicowy:
Pt + dt) = (dmy + m2)(Ts + dvs).
Zmiana pedu uktadu jest réwna:
dp’ = p(t + dt) — pi(t)

= modUs + dml(ﬁg — ’171) + dm1dUs &~ modiUs + dmy (’172 — ’171)
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L Ruch ukladéw o zmiennej masie

Ruch uktadu o zmiennej masie

Masa dm moze by¢ dodatnia albo ujemna. Czynimy tu
zalozenie, ze predkos¢ masy dmj zmienia sie skokowo, za$ masy
mg - w sposOb ciagly.
Wprowadzamy predkos¢ wzgledna masy dm; wzgledem masy
mo:.

U = Uy — Us.
Zmiana pedu uktadu w jednostce czasu wynosi:

ap _ dUz _ dmy
a2 dt dt

i jest rowna dzialajacej na uktad sile zewnetrznej Fiow:

dp =
W = erw-

dt



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 6

L Ruch ukladéw o zmiennej masie

Ruch uktadu o zmiennej masie
Mamy zatem uog6lniong postaé¢ drugiej zasady dynamiki:

dﬁg dm1

g T A
Pozbedziemy sie teraz indeksoéw 1 i 2 w nastpujacy sposob.
Interesuje nas ruch duzej masy mg, ktora zmienia si¢ w czasie z
predkoscia dmg /dt. Zatem, wielkoSci mqy i dmy /dt dotycza tej
samej duzej masy mag, ktora nazwiemy masa m. Podobnie,
predkosé vs jest predkoscia duzej masy - mozemy opusci¢ indeks
2. Dostajemy zatem:

= Few-

dt dt
Sila zewnetrzna jest sila dziatajaca na calty uklad, tzn. na mase

m i dm, ale ze wzglednu na to, ze dm <& m zaniedbujemy
dzialanie sity zewnetrznej na dm.

dm -
= erw-
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Ruch uktadu o zmiennej masie

Otrzymujemy zatem:

mdU _Fo4 _dm
e Y dt
Wyrazenie

“at
nazywamy sita odrzutu lub sita ciagu.
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L Ruch ukladéw o zmiennej masie

Start rakiety

Zadanie Rakieta startuje z Ziemi (ruch w jednorodnym polu
grawitacyjnym skierowanym przeciwnie do kierunku ruchu)
wskutek odrzutu gazéw wylatujacych z jej dyszy ze stala
predkoscia wzgledna w i stala iloscia w jednostce czasu g
(mianem wielkosci o jest kg/s). Poczatkowa masa rakiety z
paliwem wynosita mg. Znalez¢ rownanie ruchu rakiety oraz
zaleznos¢ jej predkosci v od czasu.
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L Ruch ukladéw o zmiennej masie

Start rakiety

Rozwiazanie Zakladamy, ze rakieta porusza sie w kierunku osi
z: U = ve,, pole grawitacyjne i predkos¢ wzgledna skierowane sa

przeciwnie do osi z: § = —g€,, g > 0, 4 = —ué,, u > 0, mamy
rOéwnanie ruchu rakiety w kierunku z:

dv dm
Do tego rownania musimy wstawic¢ zaleznos¢ m(t) = mg — ot
(bo ‘Z—T = —p) i otrzymamy:

dv
(mo — Qt)a = up — (mg — ot)g.

Wycaltkowanie z warunkiem poczatkowym v(0) = 0 daje

mo
t) = —gt In ———.
o(t) = gt +uln 0
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