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Praca i energia

Praca

p =
& _F
dt
Mnozymy skalarnie obie strony przez di:
dp -
L g7 =F-di
dt

Prawg strone tego réwnania oznaczamy przez dW i nazywamy
pracy sity F' przy przesunieciu dr.

—

dW = Fdscos(<(F,dr)) = Fids
B
A

Praca wykonana przez site F' moze (ale nie musi)
zalezeé od wyboru drogi taczacej punkty A i B.
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Praca i energia

Praca sit prostopadtych do przesuniecia

Sity prostopadte do przesuniecia:
> Sita dosrodkowa
» Sita Lorentza
> Sita grawitacji w poblizu Ziemi dla przesunie¢ poziomych

> Sita reakcji dla wiezéw niezaleznych od czasu.

Praca tych sit jest rowna zero!
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Praca i energia

Moc

W zastosowaniach praktycznych interesuje nas czesto szybkosé
wykonywania pracy. Wprowadzamy zatem wielko$¢ o nazwie
moc zdefiniowang jako:

dw - dFEy d [(muv?
P = — = F . 31 = —— = — _—
dt YT T a ( 2 )
Jesli znamy moc jako funkcje czasu, to prace wykonang w
przedziale czasu od t; do to mozemy przedstawi¢ w postaci:
to

W= [ P

t1
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Praca i energia

1B01 Wyktad 7

Energia kinetyczna

dp
dt

F
Mnozymy skalarnie obie strony przez dr

Cj;; di = F - dF

Lewa strona roéwnania
dp dv dd d
-dr = -dr=m— - Udt =
at T T

1 5 _
dt( mv)dt-d(
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Energia kinetyczna i praca sity F'

—

dp
& _F
dt

Mnozymy skalarnie obie strony przez di:
dp ~

P g7 =F.dr

dt

Calkujemy wzdluz drogi taczacej punkty A i B:
B

1 B
/d(—va):/ F -dr
A 2 A

1
—mu

5 %(B) - §mv2(A) =Wasp

Praca sity zewnetrznej jest rowna zmianie energii kinetycznej
ciala.

m]

=

acy
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Praca i energia

Prosty przyktad - ruch w stalym polu grawitacyjnym

Masa m spoczywa na wysokodci h nad Ziemia i w pewnej chwili
zaczyna spadac.
Sita grawitacji wykonuje prace:

0
Whpote,| = mg - dr =
h
0

0
= / (—mg)dz = —mg/ dz = —mg(0 — h) = mgh,
h h

co jest rowne zmianie energii kinetycznej (mozemy ja wyznaczy¢

z rownan ruchu):

1 1
mgh = §mv2(z =0)— §mv2(z =h) = —mv?(z =0)
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Praca i energia

Praca w stalym polu grawitacyjnym
Jaka prace wykonamy podnoszac mase m na wysokos¢ h?
(Zaktadamy, ze robimy to tak wolno, ze energie kinetyczna
mozemy zaniedbac.)

h h
Wiyt = / mg - dr = / (mg)dz = mgh
0 0

Czyli kosztem pracy sity zewnetrznej cialo zyskalto energie
potencjalng mgh.

A jaks prace wykonata w tym czasie sita grawitacji?

h
Wpole,T = / mg - dr =
0

h h
= / (—mg)dz = —mg/ dz = —mg(h — 0) = —mgh.
0 0
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Praca i energia

Sity zachowawcze 1 energia potencjalna

Zauwazmy, ze praca sity ciezkosci przy przesunieciu masy m z
punktu A do B nie zalezy od drogi, ktora ciato przebytlo i
zawsze jest rowna:

B
Wap = / mg - dr.
A

Ale wiemy, ze taka wlasciwo$¢ ma catka z wyrazenia, ktore jest
rozniczka jakiej$ funkcji, nazwijmy ja —Ep:

B
/ (—dE,) = —(E,(B) — Ey(4)).

A
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Praca i energia

Sity zachowawcze 1 energia potencjalna

Mamy wiec dla sity grawitacji:

B
Wap = — /A dF, = —(E,(B) - E,(4)).

Roéwnanie to przyjmiemy jako definicje pewnej klasy sit, ktore
nazywamy sitami zachowawczymi: dla sil zachowawczych praca
zalezy tylko od polozenia poczatkowego i konicowego, nie
zalezy od pokonanej drogi. Funkcje F, nazywamy energig
potencjalng sity F.

W szczegolnodci, jesli A pokrywa sie z B, to wyciaggamy wniosek, ze
praca sily zachowawczej po konturze zamknietym jest rowna

Zero.
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Praca i energia

Definicje sity zachowawaczej

Z powyzszych rozwazan wynika, ze sita F jest zachowawcza,
jesli
1. Praca sity F na drodze okreslonej wektorem dr’ jest rowna
rozniczce pewnej funkcji, zwanej energia potencjalna,
F.dr = —E,.
2. Praca sily zachowawaczej po konturze zamknietym jest
rowna zero.

3. Praca sity zachowawczej miedzy punktami A i B zalezy
wytacznie od potozenia tych punktéw, a nie od przebytej
drogi.

Kazde z tych stwierdzen mozna przyjaé¢ za definicje sity
zachowawczej 1 wykaza¢ rownowaznosé przyjetej definicji z
pozostalymi dwoma stwierdzeniami.
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Praca i energia

Poziom odniesienia dla energii potencjalne;

Energia potencjalna ciala w punkcie B jest okreslona przez prace wykonang
przy przesunieciu ciala z punktu A do B:

Ey(B) — Ep(A) = — /AB Fdr.

Jesli zmienimy polozenie punktu poczatkowego do A’, to energia
potencjalna w punkcie B bedzie (w ogolnosci) inna:

Widaé, ze
gdzie C jest dane przez:

A
CZ/ F-dr.
A

Zatem, energia potencjalna jest okreslona z doktadnosciq do stalej.



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktad 7

Praca i energia

Sita centralna jest zachowawcza

Sita centralna to sity, ktorej wartosé zalezy wylacznie od
odlegtosci od centrum sity, czyli:

Jak juz wiemy, dla sity zachowawczej praca nie zalezy od drogi,
a tylko od potozenia punktu poczatkowego i koricowego. Zatem,
dla sity centralnej:

W:ABﬁ-d?:ABF(r)g- 7»:/ F(r)dr = ®(rg) — ®(ra),

gdzie ®(r) jest caltka funkcji F(r): F(r) = d®/dr.
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Praca i energia

Zachowanie energii mechanicznej dla sit zachowawczych

Widzieliémy, ze dla sity zachowawczej,
2
AW =F . dif =d (%) oraz dW = —dE,.

Oznacza to, ze
d(Ep + Ek) = 0,
czyli
E, + Ej, = const.
Suma energii kinetycznej i potencjalnej nosi nazwe energii
mechanicznej.
Roéwnanie to wyraza zasade zachowania energii

mechanicznej
w przypadku sit zachowawczych.
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Praca i energia

Klocek wciagany na rownie
Zadanie: klocek o masie m wciggany jest sila F' w gore rowni o
kacie nachylenia a. Wspo6tczynnik tarcia jest rowny f. Rozwazy¢
przemiany energii podczas przesuniecia klocka wzdtuz réwni o d.

Rozwiazanie
T =—mgfcosa

F .
a=— —gsina — gfcosa
m

1 v? — v v? — v
d = vot + at® = 0 =q= 0
votF5e 2a. "7 2d
F 2 _ .2
——gsina—gfcosa:v %
m 2d

1
Fd = mgsinad + §m(fu2 —v2) +mgfdcosa
Wg = AEp + AE, + Wrp

WF = AEmech + AEterm



Praca i energia
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Zasada zachowania energii

Zmiana caltkowitej energii uktadu jest réwna energii dostarczone;j

do uktadu lub od niego odebranej.

Do tej pory zmiane energii mogliSmy osiagnac¢ przez wykonanie

nad uktadem pracy. Ale sa i inne sposoby (np. cieplo).

acy



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktad 7
Sita a energia potencjalna
:

Sita a energia potencjalna - przypadek jednowymiarowy
Jedli sita zachowawcza ma tylko jedng sktadowa F= Fe,, zas
wspotrzedne punktow A i B sg rowne a i b, to :

B b
:—/ F-dr:—/ Fdz,
A a
dE

Ep(b) — Ep(a)

zatem

‘x:b

Dac
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I—Sila a energia potencjalna

Sita a energia potencjalna - przyktady
> Sita sprezysta.
Energia potencjalna sprezyny $cisnietej o x jest réwna:
1
E, = ~ka’.
p 2 €T
Stad, sita sprezystosci jest dana przez

d (1
Fspr = —% (5]43(112) = —kilf

> Sita grawitacji przy powierzchni Ziemi.
Energia grawitacyjna jest rowna

E, = mgh.

Sita grawitacji
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I—Sila a energia potencjalna

Przypadek trojwymiarowy - gradient
W ogoélnym przypadku, energia potencjalna jest funkcja x,y, 2:
E, = Ey(z,y,z). Wtedy

. oE,., OE,, OE,._ -
F=- (9:17])% a 3ypey B 8zpez =V
aEp(waya Z) : Ep(m + Am?y? Z) - E (waya Z)
= lim
ox Az—0 Az
Operator
G-26,:9: .95
o Y oy Y 0z 7

nazywamy gradientem. Argumentem gradientu jest funkcja
skalarna, za$ wynikiem - funkcja wektorowa.

Gradient skalara jest wektorem.
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I—Sila a energia potencjalna

Gradient 1 powierzchnie ekwipotencjalne

Gradient funkcji skalarnej jest wektorem o nastepujacych
wlasciwosciach:

P jest to wektor prostopadty do plaszczyzny ekwipotencjalnej

=
z tego wynika, ze kierunek dzialania sity jest prostopadty
do powierzchni ekwipotencjalnej: F' = —V L.

> jest to wektor, ktory pokazuje kierunek najszybszego
wzrostu funkcji E,.

Proste przyktady prostopadtodci sity i powierzchni
ekwipotencjalnych:

P sita grawitacji w staltym polu grawitacyjnym

> sita grawitacji, elektrostatyczna ~ r—2
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I—Sila a energia potencjalna

Gradient 1 powierzchnie ekwipotencjalne
Dowdd powyzszych faktéw jest nastepujacy:
» Rozniczka funkcji wielu zmiennych Ej(x,y, 2) wyraza si¢
wzorem:

L,
dE, = 88; dx +

OE,
dy

oF = S
dy + 8zpdz =VE,-dr.

» Jedli dr lezy na powierzchni ekwipotencjalnej, to dE, = 0,
czyli ﬁEp -dr" =0, co oznacza, ze ﬁEp 1L dr, czyli ﬁEp jest
prostopadty do powierzchni ekwipotencjalnej

P Jesli rozpatrzymy dwie bardzo bliskie siebie powierzchnie
ekwipotencjalne odpowiadajgce wartosciom FE, i E, + dE,,
to najkrotsza linig taczaca te powierzchnie jest linia do nich
prostopadta, czyli odpowiadajaca kierunkowi gradientu.
Oznacza to, ze zmiana dE, jest najszybsza w kierunku
gradientu.
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Dynamika ruchu obrotowego

Dynamika ruchu obrotowego
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l—Dynamika, ruchu obrotowego

Podstawowe pojecia

>

>

Os obrotu: prosta, wokot ktorej nastepuje obrot; podczas
obrotu punkty poltozone na osi obrotu nie poruszaja sie.

Kierunek zerowego potozenia katowego: ustalony kierunek
prostopadty do osi obrotu, wzgledem ktorego mierzymy
wielko$¢ obrotu.

Linia odniesienia: linia, ktérej potozenie wzgledem kierunku
zerowego wyznacza wielkosé obrotu.

Potozenie katowe 6: kat, jaki tworzy linia odniesienia z linig
zerowego potozenia katowego.

Potozenie katowe, wyrazone w radianach, okresla wielkog¢
obrotu.

Przemieszczenie katowe: roznica miedzy koncowym a
poczatkowym potozeniem katowym: A = 6y — 6.
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l—Dynamika, ruchu obrotowego

Predkos¢ katowa
Predkos¢ katowsa definiujemy podobnie, jak predko$é w ruchu
postepowym:
Srednia predkos$é katowa:

0(ta) — 0(t1)

Wsr =

ta —t
Chwilowa predkos¢ katowa:
= lim & = d_9
YT AD0 AL dt

Trzeba przyja¢ konwencje dotyczaca znaku w. Robimy to przez
odniesienie do prawoskretnego uktadu odniesienia: jesli wersorem €,
krecimy w kierunku €, to zwigzana z tym ruchem predkos¢ katowa
jest dodatnia. Predkos$é katowa jest wektorem, ktorego kierunek jest
okreslony reguta $§ruby prawoskretne;j.
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Dynamika ruchu obrotowego
:

Przyspieszenie katowe

Przyspieszenie katowe definiujemy podobnie, jak przyspieszenie
w ruchu postepowym:

Srednie przyspieszenie katowe:

o witz) —w(ty)

to — 1
Chwilowe przyspieszenie katowe:

B Aw  dw

‘T AD0 At dt
Jest to tylko przyspieszenie zwiazane ze stycznym
przyspieszeniem liniowym!
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I—Dynamika ruchu obrotowego

Zwiazek miedzy zmiennymi katowymi i liniowymi

Jesli w czasie At linia odniesienia obrocita sie o kat A#, to
punkt odlegty od osi obrotu o R przebyt droge:

As = AOR.

Zaktadajac, ze odlegtos¢ R jest stala, predkosé predkosé liniowa
punktu jest réwna

As ds
VT ASOAr T ar T
za$ przyspieszenie :
Av  dv
a=li = eR.

T A0 At dt
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l—Dynamika, ruchu obrotowego

Przyktad - ruch wirowy obreczy

Rozpatrzmy maty fragment obreczy o promieniu R.
Widzielismy, ze w ruchu po okregu ¥ = & x R. Rozpisujac na
sktadowe, otrzymujemy:

G xR= € (2wy — yw,) — €y (2w, — 2w,) + €. (Yyws — TWy).

Stad tatwo otrzymamy:

d - dR d& - 3 =
a:a(wa):wxEer—‘:xR:wxmd—‘;’xR:anJra't.
Przyspieszenie dosrodkowe:

Iy =G XxT=3%x @xR)=&&-R)— R&-a) = —w’R.

Przyspieszenie styczne:
ddd < B
dt

—

ay =
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Moment sity i moment pedu

Moment pedu i moment sity

Podobnie, jak ped i sita sa podstawowymi pojeciami
koniecznymi do opisu ruchu postepowego, tak moment pedu i
moment sity sa konieczne do opisu ruchu obrotowego.

Definicja: momentem pedu nazywamy wielkosé:

-

L=7xp.
Definicja: momentem sity nazywamy wielko$¢:

—

M=7#xF.

Zauwazmy, ze definicje te zaleza od wyboru poczatku uktadu
wspotrzednych (w ktorym zaczepiony jest wektor 7).
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Moment sity i moment pedu

Bryta sztywna

W zagadnieniach zwiazanych z ruchem obrotowym bardzo
czesto rozpatrujemy ruch obiektu ztozonego z bardzo duzej
liczby elementow (np. atomow),
ktorych wzajemne odlegtosci nie zmieniajq sie podczas ruchu -
jest to bryta sztywna.

Bedziemy rozpatrywaé ruch bryly sztywnej wzgledem osi obrotu,
ktora moze przenikaé przez bryte albo by¢ potozona poza bryta.

Jasne jest, ze rozktad masy bryty wzgledem osi obrotu ma istotne
znaczenie dla dynamiki bryty.

Rozklad masy bryly sztywnej opisujemy za pomoca
tensora momentu bezwtadnosci.
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Moment sity i moment pedu

Moment sity i obrot

Co ma wspolnego moment sity z obrotem?

Wyobrazmy sobie, ze do punktu P bryty sztywnej przyktadamy
site F' - bryla zacznie sie poruszac.

A jesli teraz unieruchomimy jaki§ punkt Q7

Doswiadczenie pokazuje, ze cialo zacznie sie obracaé¢, chyba ze
kierunek dziatania sity pokrywa si¢ z kierunkiem wyznaczonym
przez prosta taczaca punkty Qi P.

Wyciagamy stad wniosek, ze

obrot jest wywolany momentem sity F wzgledem punktu Q.
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Moment sity i moment pedu

Statyka,

Jedli sity dzialajace na punkt materialny réwnowaza sie, to
punkt ten si¢ nie porusza.

Ale jesli rownowazace sie sity dziatajg na bryle sztywna, to
moze sie ona porusza¢ albo nie - zalezy to od wypadkowego
momentu sity.

Zatem, bryla sztywna pozostaje w spoczynku, jesli:

— wypadkowa sita dziatajaca na bryle jest réwna zero
oraz
— wypadkowy moment sity dziatajacy na bryte jest réwny zero.
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Moment sity i moment pedu

Statyka bryty sztywnej - przyktad

Zadanie - dzwignia dwustronna. Jednorodna belka o masie M i dtugosci L
podparta jest w odlegtosci | < L/2 od jednego z koricow, na ktérym lezy
masa m. Jaka mase mo nalezy potozyé¢ na drugim korcu belki aby uklad
byt w rownowadze? Jaka jest sila reakcji podpory?

Rozwiazanie

Rownowaga sit: —R+ Mg+ mig + mag = 0.

Rownowaga momentoéw sit wzgledem punktu podparcia:

migl — Mg(L/2 —1) —mag(L —1) =0.

Stad ma = [lg(m1 + M) — MgL/2]/(L —1), R=—Mg — mig — mag.
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Moment sity i moment pedu
:

Rownowaga

Bryta moze sie znajdowaé w stanie
— réwnowagi trwalej

— rownowagi obojetnej

— réwnowagi chwiejnej

Nie wystarczy rozwiaza¢ réwnania, trzeba okreslié
rozwigzanial

stabilnosé
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I—Dynamika bryty sztywnej

Druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego

L=7xp
dL  d . a7, dp
%:a(rxﬁ):%xp—l— xa
df’xq_q L
o p=Uxmu=0
Fxf Vi

Zmiana momentu pedu w jednostce czasu jest rowna
momentowi dzialajacej sity.

=] 5

Dac



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktad 7
I—Dynamika bryty sztywnej

Energia kinetyczna i moment bezwladnosci
Przypu$émy, ze bryta sztywna ztozona z N mas m;, i =1,2,3, ...
wiruje wokét pewnej osi z predkoscia katowa w.

Kazda masa porusza si¢ z predkodcig v; = wr; | .

Zatem, energia kinetyczna jest rowna

Noq 1 (Y 1
=3 Jot = 3 (St ot = 1
=1 =1
Wielko$é

N
— 2
I= E m;ry |
i=1

nazywamy momentem bezwltadnosci. W przypadku ciaglego rozktadu

masy:
I:/ 3 dm
v
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I—PrqdkoS(‘: katowa, moment pedu, moment bezwtadnosci

Zwiazek momentu pedu i predkosci katowej

Rozwazmy bryte sztywna wirujaca z predkoscia katowa & wokot
osi przechodzacej przez poczatek inercjalnego uktadu
wspotrzednych O (bardzo czesto wygodnie jest umiescic O w
srodku masy).

i-ty punkt bryty, o masie Am;, znajdujacy sie w potozeniu 7; od
O porusza sie po okregu i ma predkos¢ styczna do toru réwna
U; =W X 7.

Calkowity moment pedu bryly jest rowny:
L= L= #ixpi=Y_ Amix
czyli
L= Z Am;T; X (& X T5)
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Ruch wirowy obreczy - przypadki szczegolne

Obrecz o promieniu R i masie M moze wirowa¢ wokoét osi
przechodzacej przez jej srodek i nachylonej do ptaszczyzny
obreczy pod katem ¢.

G| L

W przypadku ¢ = 3, mamy:

L=> Amisx (@ x7) = > Amiwrié, x &, = MR’G = I, .
i i

W przypadku ¢ = 0, mamy:

= 1
L=Y Amifi x (@ x 7j) = MRS = I,
i
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Os obrotu prostopadta do ptaszczyzny obreczy -
obliczenia

Wybieramy 0§ z réwnolegta do &, a osie x i y - w plaszczyznie

obreczy. Dla kazdego niewielkiego elementu masy obreczy
mamy:

& X Ty = wRE,,
7_';' = Rgra
czyli
L:E:mmﬁmgzMR%Q

L=1,a.

Q>



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktad 7
I—PrqdkoS(‘: katowa, moment pedu, moment bezwtadnosci

O$ obrotu w ptaszczyznie obreczy - obliczenia

Srodek uktadu wspolrzednych umieszczamy w érodku tarczy.
Wektor & kierujemy wzdluz osi z i zakladamy, ze w pewnej
chwili obrecz znajduje sie w plaszczyznie yz. Wtedy dla
elementu masy obreczy dm = %da (kat « liczymy od osi y w
kierunku osi z) mamy:

W X 1 = —wR cos aey,
= - O o=y 2 . = 2 2 o
7 X (& X 7;) = wR”sin « cos aey + whR” cos® ae;,
. . M 2 ) . M 27
L=¢c¢,w— R? sin v cos adev + € w— cos® ada =
27'(' 0 27T 0

1 2
= EMR w = IHOJ
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Ruch wirowy obreczy - przypadek ogodlny

Jesli wektor predkosci katowej jest ustawiony pod katem ostrym
do ptaszczyzny tarczy, to wektor momentu pedu nie jest
rownolegly do wektora predkosci katowe;j:

L:LJ_—{-L” :IJ_(A_J’J_“I_I”(Z)’H,

gdyz' IJ_ 7& I”
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Przypadek ogoélny - obliczenia

Os$ obrotu jest nachylona pod katem ¢ do plaszczyzny tarczy.
Predkos¢ katowa mozemy rozltozy¢ na dwie sktadowe:

. - . Wi
W=d +d), czyli tanp=-—
ol

Moment pedu
. S o 1
L :LJ_“FLH ZIJ_QL+I“(Z}'“ ZMR2(QL+ 5&5“)

jest nachylony do ptaszczyzny obreczy pod katem v takim, ze

J
tany = LYt 2 tan .
Jiw
W ogo6lnosci, moment pedu nie jest rownolegly do predkosci katowej!!!
Drzieje sie tak w przypadku, gdy o$ obrotu nie jest osig symetrii bryty.
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Moment pedu wirujacej obreczy
Z punktu widzenia uktadu uktadu inercjalnego, w ktérym
rozpatrujemy ruch obreczy, wektor momentu pedu L obraca sie
wokot statego wektora predkosci katowej o ( zatozyliSmy, iz o$
obrotu, czyli &, ma staty kierunek).

Jesli L zmienia sie, to znaczy, ze dziala moment sity:

dL -

% = WMijnerc-
Moment sity pochodzi od sit reakcji w tozyskach utrzymujacych
o$ obrotu w stalym potozeniu.
W uktadzie nieinercjalnym zwiazanym sztywno z tarczg moment
pedu jest staly, gdyz moment sily reakcji tozysk jest
kompensowany przez moment sit bezwtadnosci.

- dL _ dL’

Minerc: % = dt + @ x E,.
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Opis obracajacej sie bryly sztywnej - uktad inercjalny i
nieinercjalny

Logiczne jest, ze moment bezwtadnosci nalezy wyznaczaé¢ w
uktadzie sztywno zwiazanym z bryta, bo w ogdlnodci, podczas
ruchu, rozktad masy bryty wzgledem inercjalnego uktadu
odniesienia si¢ zmienia. Musimy jednak pamietaé, ze w
przypadku ruchu obrotowego, uktad sztywno zwigzany z bryta
jest uktadem nieinercjalnym. Rozpatrzymy zatem wirujaca
bryte sztywna i dwa uktady odniesienia: inercjalny U i zwigzany
sztywno z bryla U’. Zaktadamy, ze poczatki uktadow O i O’ sie
pokrywaja i znajduja sie¢ w srodku masy bryty.



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktad 7
I—PerkOSC katowa, moment pedu, moment bezwtadnosci
:

Moment pedu bryty w uktadzie nieinercjalnym

Wektor momentu pedu L mozemy zapisaé we wspo6trzednych
uktadu U i U":

§ m;T; X

- = -
ry =14 =€ x+yie,y+z €2,

Korzystamy z faktu, ze

x (BxC)=
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Tensor momentu bezwladnosci

L= mif x @x75) = > marls x (o x 7%3)
d i

i /2 i / !
= € E M1 W — T (Tiwar + Yiwy + Ziwer )| +

(2

> /2 i ! /
te'y E mi[ri~wy — yi(Tiwer + yiwy + ziws)] | +

3
+e' Z mi[ri?w, — 2l (Thwer + ylwy + Ziw.r))]
i
Ly = wy Z mi(ri? — 2?) — wy Z MiTLys — W Z m;x;z;
i i i
Ly/ = —Wyg/ Z sz;y; + Wy Z mi(Tf - y;z) — Wy Z mzy;z;
K3 3 3

’l i /2 2
Ly = —wy g MGT;2; — Wy E ME;Y; + W g m(r° — zi°)
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Tensor momentu bezwladnosci

Llw Iz/z/ Ix’y’ Iz/z/ wx/
L:,y = Iy/x/ Iy/y/ Iylzl wy/ =
le Iz’z’ Iz’y’ Iz’z’ wz’
Iz/x/ Iz/y/ Ix’z’ wx/
= Ix/y/ Iy/y/ Iy/Z/ wy/
Ix’z’ Iy/z/ Iz/z/ wz/

12 2 12 12 2 12
Tprgr = E mz i T2 )’ y’y’ = E ml T, +2; )7 Iy = E m; xi +v; )
Iw’y’ = Iy’z’ = - E msz yw Iy =Ly = — E m;x; m

v
Iy/z/ = Iz/y/ = — E miY;%;
i
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Tensor momentu bezwladnosci

~

I - tensor momentu bezwtadnosci.
Tensor momentu bezwtadnosci wigze moment pedu i predkosé
katowa;:
L=lw.

I jest macierza symetryczna (nawet w najbardziej ogélnym
przypadku).

Elementy diagonalne sa rowne momentom bezwladnosci
wzgledem osi 2/, ¢/ i 2. Elementy pozadiagonalne nazywaja sie
momentami zboczenia lub dewiacji.

Posta¢ tej macierzy (czyli wartosci jej poszczegolnych
elementow) zaleza od wyboru kierunkow osi 2/, ¢/, 2.
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Tensor momentu bezwladnosci

W przypadku macierzy symetrycznej, zawsze mozna tak wybrac
kierunki osi uktadu wspotrzednych (2/,y/, 2'), aby wyrazy
pozadiagonalne byty réwne zero.

W takim uktadzie wspoétrzednych mamy:

L’ I 0 0 W
LZ = 0 I ?IJ/ 0 wy//
L/ZI 0 0 I ;’ Wy

Kierunki te nazywaja sie kierunkami osi gtownych.
W przypadku “standardowych” bryl pokrywaja sie¢ one z osiami
symetrii.
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