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Pra
a i energia

Pra
a

d~p

dt
= ~F

Mno»ymy skalarnie obie strony przez d~r:

d~p

dt
· d~r = ~F · d~r

Praw¡ stron� tego równania ozna
zamy przez dW i nazywamy

pra
¡ siªy

~F przy przesuni�
iu d~r.

dW = Fds cos(∢(~F , d~r)) = Ftds

WA→B = ~F (~r1) · d~r1 + ..+ ~F (~rN ) · d~rN =

∫ B

A

~F · d~r

Pra
a wykonana przez siª�

~F mo»e (ale nie musi)

zale»e¢ od wyboru drogi ª¡
z¡
ej punkty A i B.
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Pra
a i energia

Pra
a siª prostopadªy
h do przesuni�
ia

Siªy prostopadªe do przesuni�
ia:

◮
Siªa do±rodkowa

◮
Siªa Lorentza

◮
Siªa grawita
ji w pobli»u Ziemi dla przesuni�¢ poziomy
h

◮
Siªa reak
ji dla wi�zów niezale»ny
h od 
zasu.

Pra
a ty
h siª jest równa zero!
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Pra
a i energia

Mo


W zastosowania
h prakty
zny
h interesuje nas 
z�sto szybko±¢

wykonywania pra
y. Wprowadzamy zatem wielko±¢ o nazwie

mo
 zde�niowan¡ jako:

P =
dW

dt
= ~F · ~υ =

dEk

dt
=

d

dt

(

mυ2

2

)

Je±li znamy mo
 jako funk
j� 
zasu, to pra
� wykonan¡ w

przedziale 
zasu od t1 do t2 mo»emy przedstawi¢ w posta
i:

W =

∫ t2

t1

P (t)dt.
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Pra
a i energia

Energia kinety
zna

d~p

dt
= ~F

Mno»ymy skalarnie obie strony przez d~r:

d~p

dt
· d~r = ~F · d~r

Lewa strona równania:

d~p

dt
· d~r = m

d~υ

dt
· d~r = m

d~υ

dt
· ~υdt =

d

dt

(

1

2
mυ2

)

dt = d

(

1

2
mυ2

)

Ek =
mυ2

2
=

p2

2m
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Pra
a i energia

Energia kinety
zna i pra
a siªy F

d~p

dt
= ~F

Mno»ymy skalarnie obie strony przez d~r:

d~p

dt
· d~r = ~F · d~r

Caªkujemy wzdªu» drogi ª¡
z¡
ej punkty A i B:

∫ B

A

d

(

1

2
mυ2

)

=

∫ B

A

~F · ~dr

1

2
mυ2(B)−

1

2
mυ2(A) =WA→B

Pra
a siªy zewn�trznej jest równa zmianie energii kinety
znej


iaªa.



Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 7

Pra
a i energia

Prosty przykªad - ru
h w staªym polu grawita
yjnym

Masa m spo
zywa na wysoko±
i h nad Ziemi¡ i w pewnej 
hwili

za
zyna spada¢.

Siªa grawita
ji wykonuje pra
�:

Wpole,↓ =

∫

0

h

m~g · ~dr =

=

∫

0

h

(−mg)dz = −mg

∫

0

h

dz = −mg(0− h) = mgh,


o jest równe zmianie energii kinety
znej (mo»emy j¡ wyzna
zy¢

z równa« ru
hu):

mgh =
1

2
mυ2(z = 0)−

1

2
mυ2(z = h) =

1

2
mυ2(z = 0)
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Pra
a i energia

Pra
a w staªym polu grawita
yjnym

Jak¡ pra
� wykonamy podnosz¡
 mas� m na wysoko±¢ h?
(Zakªadamy, »e robimy to tak wolno, »e energi� kinety
zn¡

mo»emy zaniedba¢.)

Wmy,↑ =

∫ h

0

m~g · ~dr =

∫ h

0

(mg)dz = mgh

Czyli kosztem pra
y siªy zewn�trznej 
iaªo zyskaªo energi�

poten
jaln¡ mgh.

A jak¡ pra
� wykonaªa w tym 
zasie siªa grawita
ji?

Wpole,↑ =

∫ h

0

m~g · ~dr =

=

∫ h

0

(−mg)dz = −mg

∫ h

0

dz = −mg(h− 0) = −mgh.



Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 7

Pra
a i energia

Siªy za
howaw
ze i energia poten
jalna

Zauwa»my, »e pra
a siªy 
ie»ko±
i przy przesuni�
iu masy m z

punktu A do B nie zale»y od drogi, któr¡ 
iaªo przebyªo i

zawsze jest równa:

WA→B =

∫ B

A

m~g · d~r.

Ale wiemy, »e tak¡ wªa±
iwo±¢ ma 
aªka z wyra»enia, które jest

ró»ni
zk¡ jakiej± funk
ji, nazwijmy j¡ −Ep:

∫ B

A

(−dEp) = −(Ep(B)− Ep(A)).
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Pra
a i energia

Siªy za
howaw
ze i energia poten
jalna

Mamy wi�
 dla siªy grawita
ji:

WA→B = −

∫ B

A

dEp = −(Ep(B)− Ep(A)).

Równanie to przyjmiemy jako de�ni
j� pewnej klasy siª, które

nazywamy siªami za
howaw
zymi: dla siª za
howaw
zy
h pra
a

zale»y tylko od poªo»enia po
z¡tkowego i ko«
owego, nie

zale»y od pokonanej drogi. Funk
j� Ep nazywamy energi¡

poten
jaln¡ siªy

~F .

W sz
zególno±
i, je±li A pokrywa si� z B, to wy
i¡gamy wniosek, »e

pra
a siªy za
howaw
zej po konturze zamkni�tym jest równa

zero.
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Pra
a i energia

De�ni
je siªy za
howawa
zej

Z powy»szy
h rozwa»a« wynika, »e siªa

~F jest za
howaw
za,

je±li

1. Pra
a siªy

~F na drodze okre±lonej wektorem d~r jest równa

ró»ni
z
e pewnej funk
ji, zwanej energi¡ poten
jaln¡,

~F · d~r = −Ep.

2. Pra
a siªy za
howawa
zej po konturze zamknietym jest

równa zero.

3. Pra
a siªy za
howaw
zej mi�dzy punktami A i B zale»y

wyª¡
znie od poªo»enia ty
h punktów, a nie od przebytej

drogi.

Ka»de z ty
h stwierdze« mo»na przyj¡¢ za de�ni
j� siªy

za
howaw
zej i wykaza¢ równowa»no±¢ przyj�tej de�ni
ji z

pozostaªymi dwoma stwierdzeniami.
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Pra
a i energia

Poziom odniesienia dla energii poten
jalnej

Energia poten
jalna 
iaªa w punk
ie B jest okre±lona przez pra
� wykonan¡

przy przesuni�
iu 
iaªa z punktu A do B:

Ep(B)− Ep(A) = −

∫ B

A

~F ·
~dr.

Je±li zmienimy poªo»enie punktu po
z¡tkowego do A′
, to energia

poten
jalna w punk
ie B b�dzie (w ogólno±
i) inna:

E′

p(B)− Ep(A
′) = −

∫ B

A′

~F ·
~dr.

Wida¢, »e

E′

p(B) = −

∫ A

A′

~F ·
~dr −

∫ B

A

~F ·
~dr = Ep(B) + C,

gdzie C jest dane przez:

C =

∫ A′

A

~F ·
~dr.

Zatem, energia poten
jalna jest okre±lona z dokªadno±
i¡ do stalej.
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Pra
a i energia

Siªa 
entralna jest za
howaw
za

Siªa 
entralna to siª¡, której warto±¢ zale»y wyª¡
znie od

odlegªo±
i od 
entrum siªy, 
zyli:

~F (~r) = ~F (r)
~r

r
.

Jak ju» wiemy, dla siªy za
howaw
zej pra
a nie zale»y od drogi,

a tylko od poªo»enia punktu po
z¡tkowego i ko«
owego. Zatem,

dla siªy 
entralnej:

W =

∫ B

A

~F · ~dr =

∫ B

A

F (r)
~r

r
· ~dr =

∫ B

A

F (r)dr = Φ(rB)−Φ(rA),

gdzie Φ(r) jest 
aªk¡ funk
ji F (r): F (r) = dΦ/dr.
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Pra
a i energia

Za
howanie energii me
hani
znej dla siª za
howaw
zy
h

Widzieli±my, »e dla siªy za
howaw
zej,

dW = ~F · d~r = d

(

mυ2

2

)

oraz dW = −dEp.

Ozna
za to, »e

d(Ep + Ek) = 0,


zyli

Ep + Ek = const.

Suma energii kinety
znej i poten
jalnej nosi nazw� energii

me
hani
znej.

Równanie to wyra»a zasad� za
howania energii

me
hani
znej

w przypadku siª za
howaw
zy
h.
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Pra
a i energia

Klo
ek w
i¡gany na równi�

Zadanie: klo
ek o masie m w
i¡gany jest siª¡ F w gór� równi o

k¡
ie na
hylenia α. Wspóª
zynnik tar
ia jest równy f . Rozwa»y¢
przemiany energii pod
zas przesuni�
ia klo
ka wzdªu» równi o d.
Rozwi¡zanie

T = −mgf cosα

a =
F

m
− g sinα− gf cosα

d = v0t+
1

2
at2 =

v2 − v20
2a

⇒ a =
v2 − v20

2d
F

m
− g sinα− gf cosα =

v2 − v20
2d

Fd = mg sinαd+
1

2
m(v2 − v20) +mgfd cosα

WF = ∆Ep +∆Ek +WT

WF = ∆Emech +∆Eterm
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Pra
a i energia

Zasada za
howania energii

Zmiana 
aªkowitej energii ukªadu jest równa energii dostar
zonej

do ukªadu lub od niego odebranej.

Do tej pory zmian� energii mogli±my osi¡gn¡¢ przez wykonanie

nad ukªadem pra
y. Ale s¡ i inne sposoby (np. 
iepªo).
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Siªa a energia poten
jalna

Siªa a energia poten
jalna - przypadek jednowymiarowy

Je±li siªa za
howaw
za ma tylko jedn¡ skªadow¡

~F = F~ex, za±
wspóªrz�dne punktów A i B s¡ równe a i b, to :

Ep(b)− Ep(a) = −

∫ B

A

~F · ~dr = −

∫ b

a

Fdx,

zatem

F (b) = −
dEp

dx
|x=b
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Siªa a energia poten
jalna

Siªa a energia poten
jalna - przykªady

◮
Siªa spr�»ysta.

Energia poten
jalna spr�»yny ±
i±ni�tej o x jest równa:

Ep =
1

2
kx2.

St¡d, siªa spr�»ysto±
i jest dana przez

Fspr = −
d

dx

(

1

2
kx2
)

= −kx.

◮
Siªa grawita
ji przy powierz
hni Ziemi.

Energia grawita
yjna jest równa

Ep = mgh.

Siªa grawita
ji

F = −
d

dh
mgh = −mg.
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Siªa a energia poten
jalna

Przypadek trójwymiarowy - gradient

W ogólnym przypadku, energia poten
jalna jest funk
j¡ x, y, z:
Ep = Ep(x, y, z). Wtedy

~F = −
∂Ep

∂x
~ex −

∂Ep

∂y
~ey −

∂Ep

∂z
~ez = −~∇Ep.

∂Ep(x, y, z)

∂x
= lim

∆x→0

Ep(x+∆x, y, z)− Ep(x, y, z)

∆x

Operator

~∇ =
∂

∂x
~ex +

∂

∂y
~ey +

∂

∂z
~ez

nazywamy gradientem. Argumentem gradientu jest funk
ja

skalarna, za± wynikiem - funk
ja wektorowa.

Gradient skalara jest wektorem.
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Siªa a energia poten
jalna

Gradient i powierz
hnie ekwipoten
jalne

Gradient funk
ji skalarnej jest wektorem o nast�puj¡
y
h

wªa±
iwo±
ia
h:

◮
jest to wektor prostopadªy do pªasz
zyzny ekwipoten
jalnej

⇒
z tego wynika, »e kierunek dziaªania siªy jest prostopadªy

do powierz
hni ekwipoten
jalnej:

~F = −~∇Ep.

◮
jest to wektor, który pokazuje kierunek najszybszego

wzrostu funk
ji Ep.

Proste przykªady prostopadªo±
i siªy i powierz
hni

ekwipoten
jalny
h:

◮
siªa grawita
ji w staªym polu grawita
yjnym

◮
siªa grawita
ji, elektrostaty
zna ∼ r−2
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Siªa a energia poten
jalna

Gradient i powierz
hnie ekwipoten
jalne

Dowód powy»szy
h faktów jest nast�puj¡
y:

◮
Ró»ni
zka funk
ji wielu zmienny
h Ep(x, y, z) wyra»a si�

wzorem:

dEp =
∂Ep

∂x
dx+

∂Ep

∂y
dy +

∂Ep

∂z
dz = ~∇Ep · d~r.

◮
Je±li d~r le»y na powierz
hni ekwipoten
jalnej, to dEp = 0,


zyli

~∇Ep · d~r = 0, 
o ozna
za, »e

~∇Ep ⊥ d~r, 
zyli ~∇Ep jest

prostopadªy do powierz
hni ekwipoten
jalnej

◮
Je±li rozpatrzymy dwie bardzo bliskie siebie powierz
hnie

ekwipoten
jalne odpowiadaj¡
e warto±
iom Ep i Ep + dEp,

to najkrótsz¡ lini¡ ª¡
z¡
¡ te powierz
hnie jest linia do ni
h

prostopadªa, 
zyli odpowiadaj¡
a kierunkowi gradientu.

Ozna
za to, »e zmiana dEp jest najszybsza w kierunku

gradientu.
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Dynamika ru
hu obrotowego

Dynamika ru
hu obrotowego
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Dynamika ru
hu obrotowego

Podstawowe poj�
ia

◮
O± obrotu: prosta, wokóª której nast�puje obrót; pod
zas

obrotu punkty poªo»one na osi obrotu nie poruszaj¡ si�.

◮
Kierunek zerowego poªo»enia k¡towego: ustalony kierunek

prostopadªy do osi obrotu, wzgl�dem którego mierzymy

wielko±¢ obrotu.

◮
Linia odniesienia: linia, której poªo»enie wzgl�dem kierunku

zerowego wyzna
za wielko±¢ obrotu.

◮
Poªo»enie k¡towe θ: k¡t, jaki tworzy linia odniesienia z lini¡

zerowego poªo»enia k¡towego.

Poªo»enie k¡towe, wyra»one w radiana
h, okre±la wielko±¢

obrotu.

◮
Przemiesz
zenie k¡towe: ró»ni
a mi�dzy ko«
owym a

po
z¡tkowym poªo»eniem k¡towym: ∆θ = θ2 − θ1.
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Dynamika ru
hu obrotowego

Pr�dko±¢ k¡towa

Pr�dko±¢ k¡tow¡ de�niujemy podobnie, jak pr�dko±¢ w ru
hu

post�powym:

�rednia pr�dko±¢ k¡towa:

ω
±r

=
θ(t2)− θ(t1)

t2 − t1

Chwilowa pr�dko±¢ k¡towa:

ω = lim
∆t→0

∆θ

∆t
=
dθ

dt

Trzeba przyj¡¢ konwen
j� doty
z¡
¡ znaku ω. Robimy to przez

odniesienie do prawoskr�tnego ukªadu odniesienia: je±li wersorem ~ex
kr�
imy w kierunku ~ey, to zwi¡zana z tym ru
hem pr�dko±¢ k¡towa

jest dodatnia. Pr�dko±¢ k¡towa jest wektorem, którego kierunek jest

okre±lony reguª¡ ±ruby prawoskr�tnej.
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Dynamika ru
hu obrotowego

Przyspieszenie k¡towe

Przyspieszenie k¡towe de�niujemy podobnie, jak przyspieszenie

w ru
hu post�powym:

�rednie przyspieszenie k¡towe:

ǫ
±r

=
ω(t2)− ω(t1)

t2 − t1

Chwilowe przyspieszenie k¡towe:

ǫ = lim
∆t→0

∆ω

∆t
=
dω

dt

Jest to tylko przyspieszenie zwi¡zane ze sty
znym

przyspieszeniem liniowym!
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Dynamika ru
hu obrotowego

Zwi¡zek mi�dzy zmiennymi k¡towymi i liniowymi

Je±li w 
zasie ∆t linia odniesienia obró
iªa si� o k¡t ∆θ, to
punkt odlegªy od osi obrotu o R przebyª drog�:

∆s = ∆θR.

Zakªadaj¡
, »e odlegªo±¢ R jest staªa, pr�dko±¢ pr�dko±¢ liniowa

punktu jest równa

υ = lim
∆t→0

∆s

∆t
=
ds

dt
= ωR,

za± przyspieszenie :

a = lim
∆t→0

∆υ

∆t
=
dυ

dt
= ǫR.
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Dynamika ru
hu obrotowego

Przykªad - ru
h wirowy obr�
zy

Rozpatrzmy maªy fragment obr�
zy o promieniu R.
Widzieli±my, »e w ru
hu po okr�gu ~υ = ~ω × ~R. Rozpisuj¡
 na

skªadowe, otrzymujemy:

~ω × ~R = ~ex(zωy − yωz)− ~ey(zωx − xωz) + ~ez(yωx − xωy).

St¡d ªatwo otrzymamy:

~a =
d

dt
(~ω× ~R) = ~ω×

d~R

dt
+
d~ω

dt
× ~R = ~ω× ~υ+

d~ω

dt
× ~R = ~an +~at.

Przyspieszenie do±rodkowe:

~an = ~ω × ~υ = ~ω × (~ω × ~R) = ~ω(~ω · ~R)− ~R(~ω · ~ω) = −ω2 ~R.

Przyspieszenie sty
zne:

~at =
d~ω

dt
× ~R.
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Moment siªy i moment p�du

Moment p�du i moment siªy

Podobnie, jak p�d i siªa s¡ podstawowymi poj�
iami

konie
znymi do opisu ru
hu post�powego, tak moment p�du i

moment siªy s¡ konie
zne do opisu ru
hu obrotowego.

De�ni
ja: momentem p�du nazywamy wielko±¢:

~L = ~r × ~p.

De�ni
ja: momentem siªy nazywamy wielko±¢:

~M = ~r × ~F .

Zauwa»my, »e de�ni
je te zale»¡ od wyboru po
z¡tku ukªadu

wspóªrz�dny
h (w którym za
zepiony jest wektor ~r).
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Moment siªy i moment p�du

Bryªa sztywna

W zagadnienia
h zwi¡zany
h z ru
hem obrotowym bardzo


z�sto rozpatrujemy ru
h obiektu zªo»onego z bardzo du»ej

li
zby elementów (np. atomów),

który
h wzajemne odlegªo±
i nie zmieniaj¡ si� pod
zas ru
hu -

jest to bryªa sztywna.

B�dziemy rozpatrywa¢ ru
h bryªy sztywnej wzgl�dem osi obrotu,

która mo»e przenika¢ przez bryª� albo by¢ poªo»ona poza bryª¡.

Jasne jest, »e rozkªad masy bryªy wzgl�dem osi obrotu ma istotne

zna
zenie dla dynamiki bryªy.

Rozkªad masy bryªy sztywnej opisujemy za pomo
¡

tensora momentu bezwªadno±
i.
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Moment siªy i obrót

Co ma wspólnego moment siªy z obrotem?

Wyobra¹my sobie, »e do punktu P bryªy sztywnej przykªadamy

siª�

~F - bryªa za
znie si� porusza¢.

A je±li teraz unieru
homimy jaki± punkt Q?

Do±wiad
zenie pokazuje, »e 
iaªo za
znie si� obra
a¢, 
hyba »e

kierunek dziaªania siªy pokrywa si� z kierunkiem wyzna
zonym

przez prost¡ ª¡
z¡
¡ punkty Q i P .

Wy
i¡gamy st¡d wniosek, »e

obrót jest wywoªany momentem siªy

~F wzgl�dem punktu Q.
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Statyka

Je±li siªy dziaªaj¡
e na punkt materialny równowa»¡ si�, to

punkt ten si� nie porusza.

Ale je±li równowa»a
e si� siªy dziaªaj¡ na bryª� sztywn¡, to

mo»e si� ona porusza¢ albo nie - zale»y to od wypadkowego

momentu siªy.

Zatem, bryªa sztywna pozostaje w spo
zynku, je±li:

� wypadkowa siªa dziaªaj¡
a na bryª� jest równa zero

oraz

� wypadkowy moment siªy dziaªaj¡
y na bryª� jest równy zero.
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Moment siªy i moment p�du

Statyka bryªy sztywnej - przykªad

Zadanie - d¹wignia dwustronna. Jednorodna belka o masie M i dªugo±
i L
podparta jest w odlegªo±
i l < L/2 od jednego z ko«
ow, na którym le»y

masa m1. Jak¡ mas� m2 nale»y poªo»y¢ na drugim ko«
u belki aby ukªad

byª w równowadze? Jaka jest siªa reak
ji podpory?

m1 m2

Mg

R

Rozwi¡zanie

Równowaga siª: −R +Mg +m1g +m2g = 0.
Równowaga momentów siª wzgl�dem punktu podpar
ia:

m1gl −Mg(L/2− l)−m2g(L− l) = 0.
St¡d m2 = [lg(m1 +M)−MgL/2]/(L− l), R = −Mg −m1g −m2g.
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Równowaga

Bryªa mo»e si� znajdowa¢ w stanie:

� równowagi trwaªej

� równowagi oboj�tnej

� równowagi 
hwiejnej

Nie wystar
zy rozwi¡za¢ równania, trzeba okre±li¢ stabilno±¢

rozwi¡zania!
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Dynamika bryªy sztywnej

Druga zasada dynamiki dla ru
hu obrotowego

~L = ~r × ~p

d~L

dt
=

d

dt
(~r × ~p) =

d~r

dt
× ~p+ ~r ×

d~p

dt

d~r

dt
× ~p = ~υ ×m~υ = 0

~r ×
d~p

dt
= ~r × ~F = ~M

d~L

dt
= ~M

Zmiana momentu p�du w jednost
e 
zasu jest równa

momentowi dziaªaj¡
ej siªy.
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Dynamika bryªy sztywnej

Energia kinety
zna i moment bezwªadno±
i

Przypu±¢my, »e bryªa sztywna zªo»ona z N mas mi, i = 1, 2, 3, ...
wiruje wokóª pewnej osi z pr�dko±
i¡ k¡tow¡ ω.

Ka»da masa porusza si� z pr�dko±
i¡ υi = ωri,⊥.

Zatem, energia kinety
zna jest równa

Ek =

N
∑

i=1

1

2
miυ

2

i =
1

2

(

N
∑

i=1

mir
2

i,⊥

)

ω2 =
1

2
Iω2

Wielko±¢

I =
N
∑

i=1

mir
2

i,⊥

nazywamy momentem bezwªadno±
i. W przypadku 
i¡gªego rozkªadu

masy:

I =

∫

V

r2⊥dm
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Zwi¡zek momentu p�du i pr�dko±
i k¡towej

Rozwa»my bryª� sztywn¡ wiruj¡
¡ z pr�dko±
i¡ k¡tow¡ ~ω wokóª

osi prze
hodz¡
ej przez po
z¡tek iner
jalnego ukªadu

wspóªrz�dny
h O (bardzo 
z�sto wygodnie jest umie±
i¢ O w

±rodku masy).

i-ty punkt bryªy, o masie ∆mi, znajduj¡
y si� w poªo»eniu ~ri od
O porusza si� po okr�gu i ma pr�dko±¢ sty
zn¡ do toru równ¡

~υi = ~ω × ~ri.

Caªkowity moment p�du bryªy jest równy:

~L =
∑

i

~Li =
∑

i

~ri × ~pi =
∑

i

∆mi~ri × ~υi


zyli

~L =
∑

i

∆mi~ri × (~ω × ~ri)
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
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Ru
h wirowy obr�
zy - przypadki sz
zególne

Obr�
z o promieniu R i masie M mo»e wirowa¢ wokóª osi

prze
hodz¡
ej przez jej ±rodek i na
hylonej do pªasz
zyzny

obr�
zy pod k¡tem ϕ.
~ω ‖ ~L

ϕ = π/2 ~ω ‖ ~L

ϕ = 0

W przypadku ϕ = π
2
, mamy:

~L =
∑

i

∆mi~ri × (~ω×~ri) =
∑

i

∆miωr
2
i ~er ×~eϕ =MR2~ω = I⊥~ω.

W przypadku ϕ = 0, mamy:

~L =
∑

i

∆mi~ri × (~ω × ~ri) =
1

2
MR2~ω = I‖~ω.
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O± obrotu prostopadªa do pªasz
zyzny obr�
zy -

obli
zenia

Wybieramy o± z równolegª¡ do ~ω, a osie x i y - w pªasz
zy¹nie

obr�
zy. Dla ka»dego niewielkiego elementu masy obr�
zy

mamy:

~ω × ~ri = ωR~eϕ,

~ri = R~er,


zyli

~L =
∑

∆miR
2ω~ez =MR2ω~ez,

~L = I⊥~ω.
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O± obrotu w pªasz
zy¹nie obr�
zy - obli
zenia

�rodek ukªadu wspóªrz�dny
h umiesz
zamy w ±rodku tar
zy.

Wektor ~ω kierujemy wzdªu» osi z i zakªadamy, »e w pewnej


hwili obr�
z znajduje si� w pªasz
zy¹nie yz. Wtedy dla

elementu masy obr�
zy dm = M
2π
dα (k¡t α li
zymy od osi y w

kierunku osi z) mamy:

~ω × ~ri = −ωR cosα~ex,

~ri × (~ω × ~ri) = ωR2 sinα cosα~ey + ωR2 cos2 α~ez,

~L = ~eyω
M

2π

∫

2π

0

R2 sinα cosαdα+ ~ezω
M

2π

∫

2π

0

cos2 αdα =

=
1

2
MR2ω = I||ω.
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Ru
h wirowy obr�
zy - przypadek ogólny

Je±li wektor pr�dko±
i k¡towej jest ustawiony pod k¡tem ostrym

do pªasz
zyzny tar
zy, to wektor momentu p�du nie jest

równolegªy do wektora pr�dko±
i k¡towej:

~L = ~L⊥ + ~L|| = I⊥~ω⊥ + I||~ω||,

gdy» I⊥ 6= I‖.

~ω

~ω⊥

~ω‖

~L

~L⊥

~L‖
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Przypadek ogólny - obli
zenia

O± obrotu jest na
hylona pod k¡tem ϕ do pªasz
zyzny tar
zy.

Pr�dko±¢ k¡tow¡ mo»emy rozªo»y¢ na dwie skªadowe:

~ω = ~ω⊥ + ~ω||, 
zyli tanϕ =
ω⊥

ω||

Moment p�du

~L = ~L⊥ + ~L|| = I⊥~ω⊥ + I||~ω|| =MR2(~ω⊥ +
1

2
~ω||)

jest na
hylony do pªasz
zyzny obr�
zy pod k¡tem ψ takim, »e

tanψ =
J⊥
J||

= 2
ω⊥

ω||
= 2 tanϕ.

W ogólno±
i, moment p�du nie jest równolegªy do pr�dko±
i k¡towej!!!

Dzieje si� tak w przypadku, gdy o± obrotu nie jest osi¡ symetrii bryªy.
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Moment p�du wiruj¡
ej obr�
zy

Z punktu widzenia ukªadu ukªadu iner
jalnego, w którym

rozpatrujemy ru
h obr�
zy, wektor momentu p�du

~L obra
a si�

wokóª staªego wektora pr�dko±
i k¡towej ~ω ( zaªo»yli±my, i» o±

obrotu, 
zyli ~ω, ma staªy kierunek).

Je±li

~L zmienia si�, to zna
zy, »e dziaªa moment siªy:

d~L

dt
= ~Minerc.

Moment siªy po
hodzi od siª reak
ji w ªo»yska
h utrzymuj¡
y
h

o± obrotu w staªym poªo»eniu.

W ukªadzie nieiner
jalnym zwi¡zanym sztywno z tar
z¡ moment

p�du jest staªy, gdy» moment siªy reak
ji ªo»ysk jest

kompensowany przez moment siª bezwªadno±
i.

~Minerc =
d~L

dt
=
d~L′

dt
+ ~ω × ~L′.
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
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Opis obra
aj¡
ej si� bryªy sztywnej - ukªad iner
jalny i

nieiner
jalny

Logi
zne jest, »e moment bezwªadno±
i nale»y wyzna
za¢ w

ukªadzie sztywno zwi¡zanym z bryª¡, bo w ogólno±
i, pod
zas

ru
hu, rozkªad masy bryªy wzgl�dem iner
jalnego ukªadu

odniesienia si� zmienia. Musimy jednak pami�ta¢, »e w

przypadku ru
hu obrotowego, ukªad sztywno zwi¡zany z bryª¡

jest ukªadem nieiner
jalnym. Rozpatrzymy zatem wiruj¡
¡

bryª� sztywn¡ i dwa ukªady odniesienia: iner
jalny U i zwi¡zany

sztywno z bryª¡ U ′
. Zakªadamy, »e po
z¡tki ukªadów O i O′

si�

pokrywaj¡ i znajduj¡ si� w ±rodku masy bryªy.
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Moment p�du bryªy w ukªadzie nieiner
jalnym

Wektor momentu p�du

~L mo»emy zapisa¢ we wspóªrz�dny
h

ukªadu U i U ′
:

~L =
∑

i

mi~ri × (~ω × ~ri) =
∑

i

mi
~r′i × (~ω′ × ~r′i)

~ri = ~r′i = x′i
~e′x+y

′
i
~e′y+z

′
i
~e′z, ~ω = ~ω′ = ω′

x′
~e′x′+ω′

y′
~e′y′+ω

′
z′
~e′z′

Korzystamy z faktu, »e

~A× ( ~B × ~C) = ~B( ~A · ~C)− ~C( ~A · ~B)

~r′i × (~ω × ~r′i) = ~ωr′
2

i −
~r′i(~r′i~ω)
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Tensor momentu bezwªadno±
i

~L =
∑

i

mi~ri × (~ω × ~ri) =
∑

i

mi
~r′i × (~ω′ × ~r′i)

= ~e′x′

[

∑

i

mi[r
′
i
2ωx′ − x′i(x

′
iωx′ + y′iωy′ + z′iωz′)]

]

+

+~e′y′

[

∑

i

mi[r
′
i
2ωy′ − y′i(x

′
iωx′ + y′iωy′ + z′iωz′)]

]

+

+~e′z′

[

∑

i

mi[r
′
i
2ωz′ − z′i(x

′
iωx′ + y′iωy′ + z′iωz′)]

]

Lx′ = ωx′

∑

i

mi(r
′2
i − x′2i )− ωy′

∑

i

mix
′
iy

′
i − ωz′

∑

i

mix
′
iz

′
i

Ly′ = −ωx′

∑

i

mix
′
iy

′
i + ωy′

∑

i

mi(r
′2
i − y′2i )− ωz′

∑

i

miy
′
iz

′
i

Lx′ = −ωx′

∑

i

mix
′
iz

′
i − ωy′

∑

i

mix
′
iy

′
i + ωz′

∑

i

mi(r
′2
i − z′2i )
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Tensor momentu bezwªadno±
i





L′
x

L′
y

L′
z



 =





Ix′x′ Ix′y′ Ix′z′

Iy′x′ Iy′y′ Iy′z′

Iz′x′ Iz′y′ Iz′z′









ωx′

ωy′

ωz′



 =

=





Ix′x′ Ix′y′ Ix′z′

Ix′y′ Iy′y′ Iy′z′

Ix′z′ Iy′z′ Iz′z′









ωx′

ωy′

ωz′





Ix′x′ =
∑

i

mi(y
′2
i +z

′2
i ), Iy′y′ =

∑

i

mi(x
′2
i +z

′2
i ), Iz′z′ =

∑

i

mi(x
′2
i +y

′2
i )

Ix′y′ = Iy′x′ = −
∑

i

mix
′
iy

′
i, Ix′z′ = Iz′x′ = −

∑

i

mix
′
iz

′
i,

Iy′z′ = Iz′y′ = −
∑

i

miy
′
iz

′
i
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Tensor momentu bezwªadnos
i

Î - tensor momentu bezwªadno±
i.

Tensor momentu bezwªadno±
i wi¡»e moment p�du i pr�dko±¢

k¡tow¡:

~L = Îω.

Î jest ma
ierz¡ symetry
zn¡ (nawet w najbardziej ogólnym

przypadku).

Elementy diagonalne s¡ równe momentom bezwªadno±
i

wzgl�dem osi x′, y′ i z′. Elementy pozadiagonalne nazywaj¡ si�

momentami zbo
zenia lub dewia
ji.

Posta¢ tej ma
ierzy (
zyli warto±
i jej posz
zególny
h

elementów) zale»¡ od wyboru kierunków osi x′, y′, z′.
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Tensor momentu bezwªadno±
i

W przypadku ma
ierzy symetry
znej, zawsze mo»na tak wybra¢

kierunki osi ukªadu wspóªrz�dny
h (x′, y′, z′), aby wyrazy

pozadiagonalne byªy równe zero.

W takim ukªadzie wspóªrz�dny
h mamy:





L′′
x

L′′
y

L′′
z



 =





I ′′x 0 0
0 I ′′y 0

0 0 I ′′z









ωx′′

ωy′′

ωz′′





Kierunki te nazywaj¡ si� kierunkami osi gªówny
h.

W przypadku �standardowy
h� bryª pokrywaj¡ si� one z osiami

symetrii.


	Praca i energia 
	Siła a energia potencjalna
	Dynamika ruchu obrotowego
	Moment siły i moment pedu
	Dynamika bryły sztywnej
	Predkosc katowa, moment pedu, moment bezwładnosci

